Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


3  o'^ 


i»  »<•»■*.   »  «».»1«-f 


-"■'-•d/r" 


^  >» 


1/^ 


COURS  COMPLET 


DE 


MATHÉMATIQUES  PURES. 


TOME  PREMIER. 


Pr<fferez,  dans  l'esseignement,  les  mëthodes  géa«^ralet;  attachez-vous 
à  \cs  prcfenier  de  la  manière  la  plus  simple ,  et  vous  verrez  en  même  temps 
qu'elles  sont  |>rcs({ue  toujours  les  plus  faciles. 

Laplâce,  Écoles  nomi.f  tom.  IV,  p.  49- 
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Unir  ta  bonté  qui  gagne  les  cœurs  à  la  fermeté 
nui  fait  respecter  les  lois ,  mériter  la  confiance  de  '■"-: 
^e^  alliés  et  ï estime  de  ses  ennemis  ^  protéger  les 
sciences  et  les  lettres  en  accueillant  ceux  qui  les  cul- 
tivent ^  telles  sont  les  qualités  brillantes  qu'on  voit 
réunies  dans  Votre  Majesté^  et  qui  commandent 
t amour  des  peuples  et  les  hommages  de  la  postérité. 
C'est  à  rtntérêt  que  vous  ont  toujours  inspiré  les 
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sciènoes  iexàctcs ,  que  je  dois ,  SiftB ,  la  Jiweur  que 
vous  m'avez  accordée  défaire  paraître  mon  Ouvrage 
sous  vos  auspices.  Cet  honneur^  celui  dêtre  associé 
aux  savans  qài  cotnposént  Idk  dêwic  sdci^és  les  plus 
célèbres  de  vos  états  j  sont  des  témoignages  éclatans 
qui-.me  font  espérer  l'ifidi^lgence  que,  mon  obscurité 
ne  me  permettrait  pas  d'obtenir. 

Je  suis,  avec  le  plus  profond  respect. 


SiRX, 


De  Votbe  Majesté, 


1 


Le.plas  hi'.:iibk'  et  le  pit»  ., 
dévoué  serviteur, 
FBAMCOEUR. 


t'aufe,  le  iij  avril  1S09. 
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Mettre  un  lecteur  attentif  et  intelligent  en  .état  do 
lire  tous  les  ouvrages  qui  traitent  des  sciences  exactes, 
sans  lui  supposer  d'abord  aucune  instruction  prélimi- 
naire en  Mathématiques  y  tel  est  le  but  que  je  me 
suis  proposé  dans  la  composition  de  ce  Traité.  Poiir 
y  parvenir,  j'ai  dû  exposer  toutes  les  doctrines  quji. 
constituent  les  Mathématiques  pures,  depuis  l.^s  parties, 
les  plus  élémentaires,  l'Arithmétique  et  la  Géométrie,^ 
jusqu'au  Calcul  intégral  le  plus  composé,. sans^pmettre 

aucune  des  théories  générales  qui  entrent  d^ns  ji'en- 
semble  de  ce  plan.  .^: 

Une  aussi  grande  multitude  d'objets  se  trottve  ren- 
fermée dans  deux  volumes ,  et  l'on  se'  trompetait ,  éi 
loQ  jugeait  que  j'aie  omis  des  doctrines  utiles,  ou 
même  des  détails  intéressans.  La  lecture  de  TOuvrage 
pourra  convaincre  qu'il  est  aussi  complet  qu'on  peut 
fesperer,  et  qu'on  y  trouve  même  plus  d'applications 
^n'en  promet  le  cadre  étroit  où  je  me  suis  resserré; 
Uùs  le  système  de  concision  que  j'ai  adopté,  m'a 
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permis  de  diminuer  l'espace  sans  rien  oublier  qui  soit 
véritablement  utilç^,  et^é  j^ç^ l'espère,  sans  nuire  à  la 
clarté. 

Dès  long-temps  je  me  suis  convaincu  que  rien  n'est 
plus  contraire  au  but  que  doit  atteindre  celui  qui  écrit , 
sur  les  sciences^  que  d'entrer,  sur  chaque  objet,  dans 
'  des  développemens  longs  et  fastidieux.  L'auteur ,  en 
disant  ^toftït"  ce  qu^il  pensé,  empêche  le  lecteur  de 
perièei^  lui-même;  Félèvft  devient  incapable  itè  se 
passer  des  seèoul's  de  son  maître;  il  prend  l'habitude 
d'uhé'pésâiiteur  et  d'une  prolixité  très  nuisibles  aux 

sttccës  ;   enfin ,  Ternbarral  des  détails  l'empêche  de 

•  •        ■ 

siiiVre  le  ffl  des  idées  essentielles ,  et  il  saisit  mal  l'en- 
semMé  des  propositions  ;  les  accessoires  tiennent  dans 
sort'eiîprîrïa  place  des  choses  importantes,  Cést  au 
professeur  à  proportionner  l'étendue  des  développe- 
mefift  à  la 'nature  d'esprit  de  chaque  étudiant.  «Pouf 
bien  instruire,  il  ne  faut  pas  dire  tout  ce  qu'on  sait, 
mais  seulement  ce .  qui  convient  à  ceux  qu'on  ins- 
truit, m  (La  Harpe,  Cours  de  littérature ^  2®  part., 

li-V..  II,  chap.  in,  2.) 

* 
Ile  public  paraît  avoir  adopté  ce  système  d'instruc-^" 

tîonj  Aie  succès  qu'ont  obtenu  les  premières  éditions, 

me  confirme  dans  l'opinion  que  j'avais  des  avantages 

de  îài  concision.  Il  m'eiit  été  .4ans  doute  bien  plus  facile 

de  rhultiplîer  les  volumes ,  et  les  pei'sonnes  exercées 
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à  écrire  sur  les  mêmes  matières  ^  pourront  apprécier 
les  soins  qu'il  n^£àllù  prendre  pont*  réduire  ainsi 
cliaque  chose  aux  dimensions  nécessaires.  ., 

En  prenant  la  peine  de  comparer  cette  édition  aux 
précédentes,  on  récpnnaitra  que  je  n'ai  épargné 
aucun  soin,  négligé  aucun  conseilpour  rendre  ce 
Traité  digne  de  l-approbation  des  savans  et  des  pro- 
fesseurs. 
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^1  '  .  ERRAT Ji  dif  pr^nmr  Folutnê^ 


Page    g3 ,  ligne  a6y  n*  '4^9,  ItMezii^  4B7. 

wSf  II ,  11»  i53,  100.,  lisez  n®  149»  n^* 

-    iSt;'  iï;  n»48o,/lUesn*48i. 

'94»  4»  ^^  remoniant,  da  no  4B99  li*ex  110  4^- 

'i<)5,  aa,  n^  ^^^  ,  lisez  n^  ioi . 

a49»  16,  n*.  364  yi ,  lisex  n*  864  ly. 

9^4  6;  en  remontant ,  du  n9  329  VIII,  lisez  n°  33o  XI. 

«œ,  .     :ft8,'Bo365  VI,/ÎMsnoS64XI. 

a85,  93,  n«  365  VI ,  lisez  n»  ^64  VI. 

ERRATA  du  second  Volume, 


Page    19,  Iig«e4.  V^O  ""  ^'  '''"  V^C'  "  8^)' 

i<70ni.  Remplacez  les  trois  derniers  chiffres  784  de  V^8  par  462. 

fdSttm.  Remplacez  les  trois  derniers  chiffres  89a  de  ^9  par  739. 

Sa,  ao,  no  5a5,  ^»0s  n9  5a6. 

68,  10,  n»«  593 ,713,  lisez  n*»  5a4,  71a  I. 

i65,  ta,  n0  66f,  Zws  n«  663. 

idem.  7,  en  rem.  y^xjy^  effacez  par. 

3o8,  7 ,  en  rem.  n*  6i3,  lisez  n®  713. 

55^,  8,  n*  8i5,  lisez  n*  819. 
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Ali^oU's  (parties  ,  fractions) ,  4o,  5']. 
Alliage  (règle  d') ,  11 7. 


Angle  de  deux  plans ,  631  —  dt  deux 
droites ,  370.—  dans.  1  espace ,  fi33« 
—  d^une  aroite  et  d''un  plan  •  373, 
6'Mi. —  réduit  à  rboriion,  364tr-« 

rr>' .; ^_o    of-     //»/     '  • 


Trisection,  308,  357,  4^- 
Annuités,  i5i.  ' 

Antécédent ,  70. 
Apotbème,  358,  a88. 
Approziipation  décimale ,  49*  "^  Kar 


cinc  câiYée,  64-  —  cubique.,  6n.  .^ 

-      .  ■     _      4SS,  487,1;î»6. 

Fractions  continues ,  503  ,  564» 


^  — g-       — 

Degré  quelconque , 


Aaioamme ,  479»  49^* 
Analogies  de  Net 
Analyse,  3 16. 


Asgle,  164*  —  Mesure,  168, 170,  307. 
—  Angles  alternes,  internes,  ex- 
ternes, 181.  —  dièdre,  370.  —  plan, 
>:6.  — trièdM,  polyèdre,  370.-* 
<Ks  polygones ,  v^o. 


566. 

Approximation  algébrique ,  quotient^ 
99  *  579.  —  Racmes ,  487*  —  Int£ 
grale»,  800,  83i ,  877. 

Arbitrages ,  83. 

Arc  de  cercle,  161 ,  3^8,  voy.  C'Vcon- 
férence,  —  Arc  fgal  bu  rayon  , 
348.  —  RectiCcation  des  arcs,  348, 
^37,  751,  761 ,  807.  —  Séries  circu- 
laires, 587  à  595,  681.  —  diffëren 
tielle,  683.  —Intégrale,  2%  VI» 
773  ,  781 ,  790.  —  Arc  en  fonction 
du  sinus ,  ou  de  la  tangente ,  591  » 
800,  835. 

Arête,  383. — de  rebroussement ,  765, 

Argument  d'une  table ,  909. 

Àrransemens  différens ,  475 ,  4Qa. 

Ascendante  (sene),  070,  ^o. 

Axes ,  transformation ,  3& ,  636.  — 
des  coarbes ,  887,  393,  398.  —  dss 
surfaces,  646. 

Asymptoici,  4*6,  449*  4^*^7*7^7* 
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B 

Base  des  logarithmes ,  i45 ,  585 ,  678.     Binôme,  93.  —  (Je  Neivton ,  481, 675. 
Bernonlli,  série,  801.  Bissextiles,  intcrcalations ,  664. 


Calcul  différentiel ,  intégral,  des  va-  Commun  diviseur  ,  commune  mesure 

riations,  etc. ,  voy.  ces  mots.  numcriauc,  aS,  63.  —  algébrique, 

Calcul  des  radicaux ,  i a6 ,  546.  loa ,  1 3.1,  5a  r ,  5j4>  —  géométrique, 

Calotte  sphe'rique,  391 ,  3i3.  i56 ,  i63 ,  168. 

Caractéristique ,  go.  —  Courbe ,  765,  Complément  arithmétique,  10. — d'an 

866.  angle,  d'un  arc,  172. 

Carrable  ,'courbe)  ,  8o5.  (Complète  (  fraction),  56a.  — Intégrale, 
Carré  (nombre),  la,  61 ,  49'*  "  ^^'        799- 

composition,  propriétés,  97(voy.  Complexe  (nombre) ,  54- 

Racines).  —  Cas  où  Ax^-^Bx-^C  Composition  des  équations,  5c>o. 

est  un  carré,  i3(),  8®.  Concavité,  i5ç),  743. 

Carré  (6gurc),   a3i.  —  de  l'hypoté-  Concboïde,  466. 

nnse,  aT7,  a53.  Concrets  (li ombres),  54- 

Cas  irréductible ,  54(^*  —  Cas  douteux  Condition  (éqnationt  de) ,   117,  597, 

de  la  Trigonométrie  sphérique,  607.         — d'intcgrabiliié,  779. 

Centre  d'un  cercle ,   101^.    •—  d'une  Cône,  aSg.  —  Volume, 3io.  -1-  Éqna- 

courbe (      " 

645  — 
Cératoïde 
CcrcI 

41€  ,  ....  _. 

■—  Intersections,  19T ,  38o.  —  Aire,  Conséqueni ,  70. 

Quadrature,  a6o,  8o5.  —  Rectifîca-  Constantes  qui  disparaissent  des  déri- 

tion ,  a47ï  320,  Sgi ,  800.  vées ,  6f>a ,  687.  —  reparaissent  dans. 

Chaînette ,  775,  898,  l'intégration ,  768,  799.  —  des  cqua- 

Chances  ,  hasards,  ^o^.  lions  difiercntieilcs,  6ÎS7,  8a3,  83i. 

Changement    de    Tariab'e    indépen-  Constantes  changées  en  variables,  46a, 

dante,  689.   —  de   coordonnées,         765,  8a4,885. 

38a,  636.  Constructions  géométriques, 3a i,  33o. 
Chiffres,  1,7.  —  des  équations  algébriques  ,  33o, 

Cinq;  propriété,  33.  4^99  4^^;  46i;  5i7  — des  équations 

Circonférence  de  cercle,    161,   184,         niffcrentielles,  836. 

ai6.  —  Rectification,  a46j3ao,  591,  Contact,  voy.   Tangente^  Osoula- 

800.  tion. 

Circonscrire  un  cercle,  un  triangle.  Continue ,  voy. /'ropor^tora  et /^rac- 

un  polygone,  187,  a33,  3 18.  ùon. 

Cîssoïdc ,  467.  Convergente  (série) ,  gg ,  488.  — •-  Frac- 
CoefEcicnt,  93.  —  du  binôme,   47^/         tion,  56a. 

table,  477-  — des  équations ,  5oa.  Convexité,  iSg,  743.  .     . 

fraciionnaircs ,  5o5.  —  différentiel.  Coordonnées  nésaiivcs,  340,  — ^Tran»- 

voy.  ce  mol.  formation ,  3oa  ,  636.  —  polaires, 

Cocfficicns  indéterminés,  576  — In-        385,638. 

tégrales,  780.  —  par  séries,  833,  Corde  d'un  cercle ,    161,    184»   a*'» 

877.  a27  VI ,  3i8, 3a9  V ,  364  IX, 879,  et 

Comoinaisons ,  476 ,  494*  ^^  table  qui  termine  le  tome  i*'. 

C<^mmensurablés  ,   nombres,  63. —  Cordes  supplémentaives ,    409  «  4^4» 

Lignes,  i56.  —  Racines,  5i8,  4-^3.  —  Cordes  vi  bran  tes,  875. 


DBS    MATIERES. 
CoiécaBte ,  colangente ,  cosinus ,  34 1      Gobature ,  3oa ,  33a ,  75a ,  8 1 1 . 


••• 


XHJ 


Cube  (nombre),  la,  67,  97,  (voy.  Rit- 
cines),  —  (cgrps),  384.  —  Dôplicip 
tion,  463. 
Cycle  solaire  et  lunaire,  564* 
Cycloïde ,  A71.  —  Tangente,  7a3.  — 
développée,  735  —  Rectificaiion, 
809. — Aire,  8o5  V,  8()a,  ^93. 
616,751.  —  carrable,  8o5.  —  de    Cylindre,  aire,  287.  —  Volume,  3o8. 
plus  vite  descente ,  893.  Equation,  6i5,  6'JO  ,    65a,   7o5, 

Coorbore,  780,  756.  74^>^79' 


—  Somme  de  deux  arcs ,  356 . 
rie  des  arcs  multiples,  593.  —  Séries 
circulaires,  587,  081,  70^.  —  Diffc- 
rentielle,  681.  —  Intégrales,  791. 

Cor»,  tb^rème,  544* 

Coarbe  (équation),  3o6.  —  Divers  pro- 
blèmes, 46a  h  474-  —  dans  l'espace, 


D 


Décagone ,  aa8  —  réculicr,  a38. 
Décimales ,  numération ,  6.  —  Frac- 
tions, 43.  —  Approximation,  481 

64.69.  —  Périodes,  5i,  99,  ii3. 
Décomposition  en'  facteurs .,  a5.  —  en 

carres,  570.  —  Décomposition  des 

fractions  rationnelles,  577. 
Ddmie ,  in  légale ,  '799. 
Degré,  premier,  104,  564.  —  second, 

137,  33o,  5^.  —  quelconque,  voy. 

Racines. 
D^grn  d'un  arc  ou  d'un  angle,    170, 

ai6.  -~f  de  Tare  égal  au  rayon  ,  348. 

—  d'une  équation^  voy.  Ëqttalion 

et  Racines. 
Dcnominatcur ,  36.    —  Réduire  au 

iDÀne  dénominateur,  38. 
Dérivée,  5o3, 656,  voy.  Différentielle. 
Descendante  (série),  576,  69^. 
Déreloppable  (surface),  'j('>6. 
Dévrloppante ,  développée,  ^3o. 
Déreloppement  du  cylindre ,  287.  — 

du  rone ,  090  —  en  séries ,  voyex 

Séries. 
Diagonale ,  aa8.  —  du  carré,  a37.  — 

du  parallélépipède,  a85. 
Diamans  j  leur  valeur,  54* 
Diamètre  d'an  cercle,  if>r.  —  d'une 

conrbc,  4^5.  —  de  la  parabole,  437- 
Diamètres  conjurés ,  4^7* 
Dièdre  (angJc) ,  270. 
Différence,  4'  ""  Kqii*  ^ux  différences 

des  racines,  5a8,  557- 
Biffinences  finies ,  901 . 
Différenciation ,  660  à  684.  —  sous  le 

signe  /,  8aa. 


Différenficlles,  (i5\,  7G0.  —  Fonctions 
algébriques ,  660.  —  exponentielles, 
676.  —  logarithmiques,  677.  —  cir- 
culaires, 6S1. —  arcs,  68j.  —  bi- 
nômes, 776.  —  Equations  diffèren-" 
tielles,  68tf  (voyez  Equation  et  In- 
tégratinn). 

DijBFercnlielles  partielles,  C84 ,  704. 

Dimensions,  3aa,  33t. 

Directrice  de  la  parabole,  3p,8  —  d'une 
courbe  quelconque ,  46a  ,619. 

Discontiguè's,  discontinues  (fonctions, 
courbes),  881. 

Discussion  des  équations  aux  sections 
coniques,  439,  45a,  453.  —  des  équ. 
de  tons  les  degrés,  744* 

Dislance  de  deux  points,  3 17,  373.  — 
de  deux  droites,  374 ,  7a i.  —  d'un 
point  à  une  droite,  374,  63a.  — 
d'un  poiut  h  un  plan  ,  a6o. 

Distance  inaccessible,  317,  364  !• 

Divergente  (série),  99,  4o8. 

Dividende,  diviseur,  division  aritbmé- 
tique,  5,  i5, 4"?  47>  58. —  algébrique, 
98,  i33.  —  Plus  grand  diviseur  com- 
mun, a8,  loa,  i33,  i56. 

Diviser  en  parties  égales  une  droite, 
31 3.  —  un  angle  ou  un  arc,  186, 
ao8 ,  a34 ,  376. 

Diviseurs  commensurables  du  i«'  de- 
gré, 5i8.  —  du  a«  degré,  5ao, 

Divisible,  16,  33  (voy.  Multiple). 

Dix,  propriété  de  ce  nombre,  34» 

Droite ,  voy.  Ligne. 

Duplication  du  cube,  463. 


EcMle  de  transversales  »  de  dixmes,     Elastique  (courbe),  84  a,  8()8. 
ai6.  —  de  relaûon ,  58o.  Elimination,  i^rjegré,  110.  —  Degrés 
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uaelcoiM^es,  5a f,  56i . — Equaiiunt  plan  ,'6i^—  d'une  sphène^Gi^.  ■— 
aifferentMilles ,  85o.  d'un  cylindre,  620.  —  d'an  cône, 

Ellime,  386,  4<)o,  4449  4^^»  4^4*  ^i*  —  d'nne&nrfacedenévoluûon, 
ioa  III,  IV.  — Tangente,  400,  (iaa.  — d'une  surface  du  a^ ordre, 
aa!2,  733.  —  Diamètres  conjugues,         6^2, 

4a7'  —  Discnsfion,  444  *  4^^;  4^4^  Equations  différentielles,  684* — &  trois 
—  Aire ,  8o5,  807.  —  Rectification,  variables ,  704 ,  75o.  —  de  Riccati, 
809.  —  Développée,  rayon  de  cour-  818.  —  homogènes,  8i5,8aoIV, 
bure, ^35.  _^  846.  —  linéaires  ,  817,   820,   845, 

849.  — Intégration,  8i3  ik  856. — 
par  les  séries,  83 1 ,  877.  —  par  frac- 


Ellipsoïde,  6aa,  6i().  —  Volnme,  81 1. 
Entiers  (nombres) ,  36,  37.  — Solu* 


tions  des  équations  ,118,  5i8.  tion  continue,  835. —  Construction, 
Enveloppe ,  765.  836.  —  Ordres  supérieurs,  687, 838. 
Epicycloïdc,  471.  — Degrés  supérieurs  ,  829.  —  si- 
Equation  h  une  inconnue,  i^'^  dtogré,  multanécs,  85o. 


,104,56*4.  —  2«degre',  137,  5o4y     Equations   di£Pércntielles  partielles, 


finale,  5ai ,  56i .  —  Degré  qnelcon-        Dificr.  totales ,  856. 
que,  résolution,  5i8  h  533  ;  556,     Equiangles (triangles),  21 4> 
573,  712.  —  au  carré  desdifféren-    Equidifférences ,  71 ,  142. 
ces,  528,  556.  —  Réciproque,  537.     Equilatéral  ririangle),  194,  236. 

—  Composition  des  équations,  5oo.     Equilatère  (  hyperbole  ),  3ij4  }  4^4» 

—  Transformation,  5o3.  oo5. 
Equations  à  plusieurs  inconnues,  voy.    Escompte,  81 ,  i52. 

Elimination.  Excentricité,  392,  396. 

Equations  indéterminées  ,   i^r  degré,     Explicite  (fonction),  5i6. 

1 17,  565.  —  2«  degré,  569.  Exponentielles,  147,30., 5i6, 5i9lIIi 

Equations  identiques,  5oi ,  576. —        5^4 >  ^9<^'  —  différentielle,   r>76. — 

de  condition,  117,  507.  intt^prale,  783. 

Equations  de  la  ligne  droite ,  366. —    Exposant,  12,  i23,   i3i  (voy.  jPu»- 
d'une  courbe  plane,  ibia,   —  des        tances)» 

sections  coniques ,  4^^  *""  da  cer-    Expression  la  plus  simple  des  frac- 
cle,  de  l'ellipse,  etc.,  voy-  9  ces  mors        tions ,  38,  100. 

racines,  voy  .'Racines., 
des  fractions,  37. 
proportion,  71. 


Facteurs  des  nomhres ,  3 ,  1 1 ,  20 ,  25,  différences  partielles ,  7q5»  —  se  rér 

33.  —  communs,  28,  io3.  —  du  i«'  tablissent  dans  les  intégrales,  $62. — 

degré  des  équations ,  5oo ,  5i8.  —  du  Détermination^  879.          '     j 

2«  degré,  52o.  —  propres  h  intégrer,  Formule  algébrique  ,    106..  —  du  bi- 

819.  nome,  481 ,  675.  —  de  Taylor,  659 

Facteurs  égaux  des  équ.,  524,  7'^*  (^^y*  Tnénrème). 

Figurés  (nombres),  489 i  inverses,  925.  Foyers  ,  386,  393 ,  398. 

Fonctions,  5i6 ,  620*  —  symétriques  Fractions ,  36.  —  irréductibles,  38.  — 
ou  inviiriables ,  553.  —  homogènes,  réduites  au  même  dénominateur,  38. 
322,  8i5.  —  Facteur  qui  les  rend  — à  la  plus  simple  expression,  38. — 
intégrables,  820  IV,  846.  —  algé-  Calculs  numériques ,  39,  65.  —  algé- 
briques, explicites,  implicites,  irans-  briques,  101  {soy.Approximalion). 
cendantes,  5i6.  —  différentielles,  Fractions  décimales,  aliquotcs,  périodi- 
dcrivccs,  voy-  ces  mots.  qoes, complexes,  etc., vo^^.cesmois. 

Fonctions  arbitraires  disparaissent  des  Fractions  de  fractions,  4*-  —  <^o"' 
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tiaocs  9   5G^  ,  578.  —  përiodiques,  grales,  770,1276*  «^  ratioimellet  dé- 

567,  575.  composdes,  077.  —  mtégrëes,  770. 

Fractions  diffîfrentielleë ,  665.  —  intë-  —  irrationnelles,  772. 

GéDc'ratriceSy  génération  des  conrbes,  faces  ,   a49-   —  Volumes  ,   3oa. 

463.  —  des  surfaces ,  6it).  Grades ,  degrés ,  170. 

Géométrie  ,    lignes,    i54>    •— '"Sar-  Grapfaomètre,  17U. 

H 

Hasard,  496.  Diamètres  coniiigui'i,  4^9.  -^Dis- 
Hexagone  ,  2^8 ,  a36.  cofision,  44?*  4^^  !  4^^*  —  Aire,  8o5, 
Homogènes  (formules) ,  322.  —  Equa-  807.  —  Rectilicaiion,  Soo. 

tiens  difierentielles,  8i5,  820  IV,  Hyperboles  de  tous  les  ordres,   738. 

8^.  —  Développée,  735 

Homologues  (côtés),  2i4-  Hyperboliques  (  logaritlimes  ) ,  585, 

Hyperbole ,  3k|3 ,  400  »  4' 4  »  44?»  4^5,  678,  8o5.  —  Spirale ,  473 ,  726. 

462111. — Tangente,  4i4,4^i)  7*3  Hyperboloïde ,  622,  6J7,  811. 

—  Asymptotes,  4*6,  449»  457*  —  Hypoténuse,  19}.  —  carrée,  217,  253. 


I 


Identique  (équation),  5oi ,  576 
Imaginaire,  128,  5o3.  —  Arcs  et  lo- 


par  séries ,  83o ,  83  r ,  877.  — .  2«  or- 
dre, 838.  —  Equations  à  trois  va- 
garithmes,  ^go,  7I2>  riables,  856.  —  Différentielles  par- 

Impair  (nombre),  o3.  ticlles ,  862,  869 ,  877. 

Implicite  (fonction).  5i6.  Intégrales,  multiples^  o3a.  —  appro- 

Inclinaison ,  voy. -<«/î^/e-  cbées,  800,  831,877  — singalières 

lacommcnsiirablcs,  63,  ii3,  i63,  287        et  pariiculièics,  $23.  *-  aux  diffé- 

hoy.  Racines).  renccs  finies,  912. 

Inilélermîné  (problème),  114,    117,     Intérêt,  80,  i5o. 

522 ,  565.  —  2«  degré,  56g.  Interpolation ,  465,  907. 

Inégalités,  ii5.  Intersection  des  cercles,  191  ,  379. — 

des  lignes,  626.  —  des  plans  ,  624. 
—  planes,  609.^ 
Invariable  (foirctîon),  553. 
Inflexion,  7*43.  .  ^  Inverse  (règle  de  trois)  77. — Méthode 

Inscrire  un  Cenile  .în  triangle,  206,  inverse  des  séries,  5ûOf  711.  —  Pro- 
3i8.  —  des  polygones  dans  un  cer-  bième  inverse,  100  Vllï.  —  des 
de,  a33.  rayons  de  courbure  ,  842.  —  des 

Intégration,  767.  — par  parties,  7(59  V.  tangentes,  854-  —  Nombres  figurés, 
—  Fractions  rationnelles ,   770.  —        925. 

Ezjiressions  irrationnelles,  769  IV,     Irrationnelles,  voy.  Raciiies  et  In- 
772. —DiflSerentiefles  binômes,  776.        commensurahlts. 


Si3.  —  DegvÀ  supérieurs ,  829.  —        606. 

L 

Lagmige,  mctliode  pour  résoudre  les     Lifjnc  d^itc ,  .  i54  >  319.  —  Equa- 
^.,  5*7,  5315,  573.  — .S^jrie,..795).         Won  ,'  566  —   dans  Pcsparc  ,017, 
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&j3*  -*  Caractéristiques,  765,  866. 
Lignes  de  contact,  trigonométriqiies, 

courbes,  proportionndles ,  vqy.  ces 

mot6. 
Lignes  de  courbure ,  756. 
Limites  (mdtbode  des),  1 13.  —  Appli  • 

cations  h  la  Géométrie,   168  >  3io, 


Logarithmes ,  théorie  arithmétî^e,, 
07.  —  algébrimie,  i45.  —  des  som- 
mes et  des  différences  des  racines  <Iu 
a«  degrë,  149,  3«5,  586.  —  Tables, 
89,  575,  5b(î.  —  Séries,  585.- 
Differenciation ,  678.  —  Intégra- 
tion,  76g  m,  787. 


q46  ,  a5o.  —  aux  tangentes  ,  aires.     Logarithmes  imaginaires,  590.  —  hy 


volumes,  etc. ,'  voy,  ces  mot» 
Limites  des  racines,  507. 
Limites  du  développement  en  série, 

•) 


parboliques  ,  népériens ,  naturel», 

585,678,805. 
Logarithmique  (courbe),  4^8.  —  spU 

raie ,  4/4* 
Logoçryphe,  479,  49a. 


701.  —  des  intégrales,  709,  806. 
Linéaires  (formules),  Sm.  —  (équ., 

fer  ordre,  817,8201!.    —  Ordre    LoterïeV4y7>  ^SÎ^» 
quelconque,  8{  5  ,  849*   —  Dififér.     Lozange,a3i. 
partielles,  863,  873. 

M 

Maclaurin  ,  série,  706,  83i.  Monôme,  q3,  1^3. 

Maxirnti,  Tninima^  717.  — Variation,     Moindre  résistance  (solide  de) ,  891 . 


88a. 

Membres  d^une  équation,  q. 

Mesures  nouvelles,  anciennes,  54; 
page  ia5,  tome  L 

Mesurer  une  grandeur  ,  36.  —  une 
droite,  i.'î6.  —  un  arc,  i63.  —  un 
angle,  168,  207,  271.  —  une  aire. 
25i.  —  une  hauteur,  227,  363,  364 
III  —  une  distance ,  317,  364* 


Moindres  carrés ,  597. 

Moivre,  thér^rèmc,  542. 

Moyenne  et  extrême  raison ,  227  IX ,. 
238,33oXl. 

Moyens  d'une  proportion,  71. 

Multiple 9  16,  34- -^Moindre multiple 
de  nombres  donnés  ,32.  —  Décom- 
poser les  nombres  en  facteurs,  a5. 

Multiples  (points),  738. 


Méthode  des  limites,  des  t^gentes.     Multiplicande,  moltîpliéateur,  3. 
infinitésimale ,  de  IVewton,  de  La-    Multiplication  des  entiers,  1 1.  -^  d^ 

fractions,  40.  —  des  décimales,  46. 
des  nombres  complexes  ,  57.  ~-  al- 
gébriques ,  96. 


grange,  etc. ,  voy.  ces  mots. 
Minima ,  voy.  Afaxima. 
Modules  des  logarithmes  ;  585,  678, 

8o5. 


N 


Naturels  ,  népériens  ,  voyez    Logor 

rithmeS' 
Négatif,  voy.  Signe,  Racine,  Coor- 

données, ... 
Neuf  j  propriété  de  ce  nombre,  34* 
Newton ,  oînome ,  voy.  ce  mot.  — 

Méthode  pour  résoudre  les  éqa., 

526,  712.  —  Théorème,  553,  712. 
Nœud  d'une  courbe ,  738. 
Nombres,  i.  — entiers,  pairs,  im- 


pairs ,  premiers ,  abstraits  ,  com- 
plexes ,  etc. ,  voyez  ces  mots.  — 
figurés,  4^-  "  ^urét  inverses, 
925.  —  Bemoulliens ,  91 5. 

Nônins ,  216. 

Normales  des  sections  coniques,  /^oS. 
—  des  courbes ,  732.  —  des  surfa- 
ces, 747- 

Numérateur,  36. 

Numération,  6,  5i3  II 


o 

Ohliquangles  (triangles),  résolution,     Ordonnée,  2M.  — négative,  34o (voy. 
36 j.  —  sphériques,  6o3.  Coordonnées). 


Obliques,  176,  266. 

Obtus  (angle),  171. 

Octogone,  228. 

Onze  ;  propriété  de  ce  nombre ,  34* 


Ordre,  yoy.  Intégration ,  Différen- 
ciation, Equation. 

Origine  y  337,  382,  636  (voy.  Coor- 
données), 

Osculation ,  730 ,  747,  755. 


DES    UATliBES. 


xvij 


Paiis  (nombres) ,  33. 

Parabole ,  3g8 ,  4oo,  4^4  >  44^  t  4?^» 

.  i&i  III,  VI.  —  Tangente,  404, 
4aa,  'jt3,  —  Diamètre,  437.  —  Dis- 
cussion, 44^  >  4^^^  4^*  —  Aire, 
8o5.  — Rectification,  80g.  —  ÎJéve- 
loppéc,  rayon  de  courbure,  ^35. 

Paraooles  des  ordres  supérieurs,  4^5, 
5i7,  723,  8o5,8oQ. 

Paral>oIoides ,  62a ,  65o.  —  Volâmes 
811. 

Pà^Jèles  (droites),  181,371.  —  Plans, 
287. 

Parallélépipède ,  284-  —  Volume,  3o4. 

Parallélogramme,  23 1.  —  Aire,  25 1. 

—  circonscrit  \  Tellipse,  4^7,  454- 

—  à  riiyperbole,  429,  4^^* 
Paramètre,  3gi ,  396,  398.  —  variable, 

462,824* 
Particulières  (intégrales ,  solutions), 

823. 

Pendule  à  secondes,  106  VIII,  697. 

Pentagone,  228.  -^  Nombres,  49' • 

Périodes ,  34  »  5i ,  99 ,  1 13  (voy.  Dé- 
cimales et  Fractions  continues). 

Permanences  des  signes  dNine  cqua- 

'  tion ,  53o. 

Permutations  9  47^  »  ifi"^ 

Perpendiculaires  proues),  172,  184, 
208,  217,  370,  J76.  — Pians,  272. 

—  Droites  pcipendicui.  aux  plans, 
a66,  628. 

Planification,  811 .  812. 

Plans,  154.  2'>5.  —  Equation,  619.. 

—  Lever  un  plan,  242.  —  Plan  tan- 
Hent,  292,  ^7,  755.  — osculateur, 
758.  —  normal ,  757. 

PJns,  positif,  2.  —  Propriétés  des 
signes-,  voy.  Signes, 

Poids  nouveauJE  et  anciens,  voy.  Me- 
sures. 

Points  multiples ,  conjugues,  d'inter- 
section, de  contact,  d'ospulation, 
singuliers,  etc.,  voy,  ces  mois 

Polaires,  385,  392,  39->,  399,  724, 
729,  734,  763,  8o7,'8!o.  ' 

P<»lyèdres  ,  276'.  —  rëf^nlicrs ,  280.  — 
scmbhiblos,  29'j.  —  IVoinbres,  49' 


Polygones,  228,  233.  —  Aires,  258. 

—  re'gulicrs ,  233  ,  3G4.  —  inscrits 
et  circonscrits  an  cercle,  233,  3ïq* 
— 'semblables,  241,  277,  329  Vl. 

•— Nopibres^49i* 
Polygonoinétric,  229,  364  XI. 

Potyuome ,  o3.  —  (  puissance ,  racine 
dV),483. 

Population,  i49>  i5*>.,499* 

Positif,  plus,"  2  (voy.  Signes). 

Position  ^rèigle  de  fausse),  i53. — 
d'un  point  sur  un  plan,  34o. — d'une 
ligne,  366. — dansVespace,  612, 616. 

Premiers  (nombres),  20. 

Preuves  des  cajculs  nuikiériques ,  35. 

Prisme,  282.  —  Volume,  307. 

Probabiliic,  4(>6. 

Problèmes  d'Algèbre,  106  ,  iio,  Ï17, 
i4ov  —  de  Géométrie,  20G ,  208, 
227,  264,  317,^329.  —  de  Trigono- 
métrie, 364.  ~  d'analyse  géomé- 
trique, 317,  329,  336,  369  à  376, 
462.  —  de  Calcul  intégral,  853.  — 
ue  Calcul  des  variations ,  889. —  sur 
le  plan  et  la  ligne  droite ,  623. 

Produit  numérique ,  3 ,  14.  —  algébri- 
que, 96.  —  Produit  des  expressions 
o  X  00, 1,  713.— Produits différens, 
combinaisons,  476»  —  plus  grand 
nrodnitdes  deux  parties  d'un  nom 
bre,  97,  i4o  II. 

Progression  par  différence ,  85,  i^'is 

—  par  quotient,  86,  1 44- 
Projection ,  272 ,  6a4 ,  75o ,  753. 
Proportionnelles  (lignes),  210.' 
Proportions,  71 ,  141. 
Propriétés  des  nombres ,  33. 
Puissance  de  Phyperbole,  ^tS. 
Puissances  numériques ,    12,  60.  — 

algébriques,  i23, 481, 4^5. —  nulles, 
fractionnaires^  négatives,  i3i.  — 
d'un  binôme,  d'un  polynôme,  des 
racines ,  voy.  ces  mots.  —  Differ. 
des  puissances,  668.  —  intégrales, 
769,77'J. 

Pyramidaux  ;riombres),  491. 

Pyramides,  276.  —  Volume,  309. 


Quadrans,  171.  —  du  cercle,  voy.   Circonférence 

nadratricc,  470*  rectifiée. 

uadratures,  728,  8o5  (voy.  Aires),     Quadnlatère^  228.  —  Son  aire,  258, 


Q 


%V\Ï}  TABLB    ALPnABÉTIQUK. 

3i8,  3^4  VI.  —  inscrit  au  cercle,     Qaanlite,  i. 
afO'  Quotient ,  5. 

R 

Riicines  numériques,  la.  —  carrées,  thode  inverse  des  rajrons  de  conr- 

6*1,  i34- — cubiques,  67,  i36.  —  bure,  Sjx 

de  tous  li's  degrés,  4^5,  4^*  —  P''^^    Rcbronssement,  466 ,  ^44 Arèle  de 

les  fractions  continues  ;  5&]j  S^S.  rebroussement,  7^ 

Racines  algébriques,  i25.  — du  a»  Rectangle,  ftSi. — Tiîangle rectangle, 

degré,  i34  —  de  touJ  les  dégrés,  igl,  217.  —  Sphérique,  résolution, 

485,  487*  5n5.  —  des  fonctions  ra-  3o3,  600. 

dieu  les,  540.  Rectification  de  la  circonférence,  Toy. 


507.  —  Existence,  Sia.              ^  minateur  et  h  la  plus  simple  exprès- 
Racines  égales,  5'j4i  71a.  —  entières  sion,  38,  io3-  —  un  plan,  21 3. 
ou  fractionnaire»  ,   5i8.  —  incom-  Be'duire  nu  angle  h  l'horizon,  364.  II. 

mensurubles ,  SaC,  55G ,  573 ima-  Réduite  (équation),  548,  55i,  SÔQ,  56o« 

ginaires,  533.   ^                 ^  Réelle  (quantité),  128  (voy. /?aci/itf). 
Racines  de  Tunité,  538.  —  Somme  des  Ricle  algébrique  des  signes  d'un  pro- 
puissances des  racines,  553.  ouil,  gS, 


3o6.  —  Moyenne  et  extrême  raison,         jointe,  8a.  —  de  fausse  position,  i53i 

aa7  IX  «  a38,  33o  XI.  Rentes  viagères  et  per|^>ctuellcs,  i5i. 

Rapports  des  mesures,  t.  I,  p.  ia5.  Résolution  des  équations,    voy.  Ha' 
Ramphoïde,  745.  cines ,  Equations.  >—  des  tnangles 

Rapport ,  70.  —  de  la  circonférence         rcctiliunes,  36J,  590. — spbériqnet, 

au  diamètre,  a48,  3ao,  348,  5g  1.  6)i ,  6o3. 

Rapporteur,  170 ,  364  ^*  Reste  de  l.i  soustraction,  4  j  g5.  —  de 
Rationnels  (nombre»; ,  G3.  la  division  «  34 ,  37. 

Rayon  d'un  cercle,  161  ,  3 18.  —  *cc-  Retour  des  suites  ou  des  séries,  5g6. 

tcur,  385,  386,  393,  3ç)8,  4^5,  4'^)  Révolution  (surfaces  de),  a86,  6aa, 
7a4,  807,  810  (  voy.  Coordonnées        705,  748,  879,  8g8. 

polaires),  Uhomhe,  lozange,  a3i. 

Rayon  de  courbure,  733,  6go.  — Mé-  Roulette,  voy.  Cycloïde. 


Scalène  (triangle),  19.J.  Téqu.  générale  du  a^  degré,  4^9 

Sécante,  181 ,  aa4.  —  Ligne  trigono-  ^5'i,  45!>.  —  Développée ,  735. 

métrique,  voy.  Sinus.  Segment,  voy.  Secteur» 

Secteur,  segment  de  cercle ,   161.  —  Segment  capable  d'un  angle  donné. 

Aire,  261 ,  36^  VII.  —  de  spbère,  ao8. 

aire,  a93.  —  Volume,  3i.^  Semblables  (arcs),  169.  —  Triangles, 

Section  soiis-contrairc,  640. — Section  afj.  —  Polygones,  a4i,   a77.  — 

plane,  639,  7^7.  Corps  ,  a94. 

Sections  coniques,  4^<)'  —  Tangentes,  Séparer  les   variables  des   équations 

4o3 ,  4^a.   —  Aire,   8o5y  007. —  aiflérentielles,8i3. 

nectificntion ,  80g  •  —  Discussion  de  Sept  j  propriété  de  ce  nombre ,  3{. 


D£S    MATIÈRES.  XÎX 

Soie  (méthode  ioTcrBe),  596,  711.  Somme  des  puitunces  des  racines» 

Série  ascendante  oa  descendante,  5^,  553,  71  q.  —  des  termes  d'une  pro- 

^,  706.  — conrergcnie,  v^y.  ce  gressipn,  i^i,  i44- — des  poissances 

mot.—  Intégrale  par  série,  800,  des  nombres, <)t 5.  — des  nomtifires 

831,877.  figurés,  489,  934»  —  d'nne  série, 


Séries  récurrentes,  579.  —  dti  binôme,        923. 


;58j,  67S! — des  logai^thtties,  5851        4^- 

^o.  »  des  sinus  et  cosinus,  587  a    Sort,  hasard ,  49^* 


995,  701.  — -  de  Maclaurin,  Sous-tangenle  des  sectioïis  coniqneb, 

:-—  de  Bemonlli  ,-8oi.  —  de  4o3.  -—  des  courbes,  735 ,  726,  76a. 

Lagrangc,  709.  —  de  Newton,  4^ >  »  Sonstraction ,  A.  —  Calcul  numérique, 

55o,  675.       ^  9,  3q,  4^)  ^^*  —  algébrique,  g5.  — 

Séries,  intégration ,  800,  83r ,  877.  en  Céométrie,  i57,  i63. 

Steses  des  caicniff  arithmétiques,  a,  Sphère,  aire,  a()f.  —  Volume,  3i3, 

3,  4>  5,  12.  —  négatifs;  lear  nsage  811.  —  Equation  ,  614. 

en  AJgMtre,  107.  —  en  Géométrie,  S phérique (Trigonométrie ,  segment, 

333 ,  ^3.  secteur),  vor^  ces  mots. 

Signes  (règle  des) ,  96  — de  Descar^  Spirale  d'Arrfimède,  472* 7^6,  810. 

tes,  53o.  — locarithmiquc,  4/4»  7^^»  7^5, 

Simaltanées  (équations) ,  85o.  810,  o53.  —  hyperbolique,  473, 7^6. 

Simpson ,  méthode  des  aires,  8o5  VI.  — paraboliqnc,  474' 

Singuliers  (points),  744*  Substitution,  1 10  II. 

Sinns,  341*  —  Somme  de  deux  arcs.  Suite ,  voy.  Série, 

35C  —  verse,  346.  — naturel,  347,  Supplément  d'un  aro  ou  d'un. angle, 

588.  —  Séries  ,  587  h  5q5,  800.  —  17a. 

des  arcs  multiples,    59B.  — diffé-  Supplémentaire  (triangle) ,  599. 

TcnticIIe,  681.  — intégrale,  ^90.  —  Surfaces  courbes,  6:2,747  (voy. -^iVc, 

Tables,  36i ,  588,  68a.  Jtét^olution  ,    Cylindre  ,  ^ône  , 

Sinnsoîde,  4^*  Sphère,  etc.)*  —  du  second  ordre, 

Six^ ■propriété  de  ce  nombre ,  34*  6f9. 

Solide,  voy.  Volume,  —  de  moindre  Sfa^triques  (corps) ,  3oo.  —  Fonc- 

nbistance,  8qi.   .  ûons,  553. 

Société  (rèçle  c^) ,  79.  Synthèse,  3 16 (voy.  <7o/istrucCioiij). 

Solmtion  sin^;i|i|èr«  ou  pariicolière  ,  Système  db  namération ,  6,  5i8 II.  — 

8a3,  -^  négative  .en  Algèbre  et  en  des  poids  et  mesures,  54,  91.  —  des 

Géométrie  (voy,  àîi^nc»).  —  étrân-  logarithmes,  146.  —  en  changer, 

gère,  5ai.  148.  —  coordonné ,  polaire ,  voyez 

Somma toire,  voy.  Terme.  Coordonnées- 


Table  de  Pytha&ore ,  i4'  —  de  Joga-    Tangente  trigonom  ..iqne,   S^a.    . 

rithmcs,  91 ,  o85.  —  de  cordes ,  364        ^^  ^*  somme  de  d<  -..x  arcs ,  35c). 

^»  474*  —  ^^  sinus,  cosinus,  tan-  Série,  5qi  ,  707,  8)o,  835.  —  dif- 

gentcs. . .,  36i ,  588.  férentielle  ,  68a.  -.  intégrale,  "60 

Tangent  (plan ),  aoa ,  747, 755.  VI,  771.                                  '   ' 

Tangente,  188,  ao8,  aa7,  3a9,  379.  Tangentes   (mcthodf  inverse  des), 

—  aux  sections  coniques ,  4o3,  ^1^,  85$. 

—  à  une  coarbe  quelconque,  655,  Tai|o5  (série  de) ,  659  6g5^  nQi  (voy^ 
jia,  76a.  Théorème,)            /        »  y 


XX  TABLE    ALPHAHËTIQUE    DES    MATIÈRES, 

IVrme,  qS.  —  CliuMer  un  terme  d'ane  —  det  axes ,  voyez  Coordonnées. 

équation ,  5o4.  Transporter  l'origine,  389 »  636. 

Tonne  $;éoe'ral ,  i44*  ~~  du  binôme,  Transposition ,  io5. 

477,  4^1  >  675. .--  d'une  série  récur-  Trapèze,  a3i .  —  Aire»  a5c). 

rente,579, 583. —-des progressions,  Treize,  trente-sept:  propriété  de  ces 

i44  —  des  nombres  figures .  48g.  —  nombres ,  34« 

d'une  série  quelconque,  90$.  ^  Triangle  arithmétique,.  477,  ^fig. 

Tierme  sommatoire  des  progressions,  Triimles,   1.94?  oi^»  .od5,  364.  — 

144.  -^  des  séries,  489;  5^9,  oa3.  aemmables,  ai 4*  ^---inscrit  ou  cir- 

TctraUre,  09},  3xo.  —  sapplemen-  conscrit,  187,  aoôly  3^7  X,  a33, 

taire,  599.                               3i8,376IV.— Aire,  a56,3i81II, 

Théorème  de  Cotes ,  544-  —  dt  Moi-  364  V.  —  Resolutioa,.  363  ,  590.— 

vrc,  54a. --de  Ta^lor,  669,  703.  sphe'rivqnes,^i,.6o3. 

-^  Cas  oU  il  est  fauiiC,  696.  — r  Ses  Triangulaires  ^nombres;, ■491*" 

limites,  701.  —  de  -Newton,  553  ,  Tnèdre,  a^6,  698.     ., 

71a.  —  de  Maclai^rin,  706.  — 'de  Trigonométrie  ivectiGgne,  34i  »  363. 

Lagrange,  709..  .-r-. de  Bernoulli,  . — sphéfiquc,  598. 

801.  Trisection  de  l'angle,  qo8,  357,  464- 

Titre  des  monnaies,  54»  117.  Trochoïde,  voy.  Cycloïde, 

Trajectoires,  853.  Trois  :  propriété  de  ce  nombre,  34.  — 

Transcendante  (fonction) ,  5x6  (  voy.  Règle  de  (rois ,  75. 

Sinus,  Cosinus t  Tùftffente,  Arc,  Tronc.de  pyramidfe,  378,  3ia.  —  de 

Différentieiie,  Intég^ralé^.  cône ,  390.  —  de  prisme ,  3ii . 

Transformation  d'une  équation ,  5o3.  à 

u 

Lfnité,  1 ,  36,  i56,  aSr.  —  Ses  racines,  536. 

V      . 

Valeurs  ,    voyei    Hacines  ,    Equ€i^  Virgule  ;  son  usage  pour  les  fractions 

lions,  décimaies,43. 

Variable  principale  on  indéjpendtBie,  Volume  du  parallélépipède ,  3o6.  — 

671,  689.  —  son  emploi  dans  les  du  ^nrisme,  307.  —  do  cylindre, 

inté^ations,  838.  3o8.  —  de  la  pyramide,  309.  —  du 

Variation  d'un  paramètre ,  46a ,  765 ,  cône,  3io.  —  des  troncs ,  3i  i .  —  de 

8a4 ,  885.  —  Des  signer  a'nne  éqna-  la  sphère,  du  sectenr  et  du  segment 

tion,  53o.-*  Calcul  des Tariationa,  sphérique,  3i3.  —  des  corps  sem- 

88a.  Diables,  3 14>  —  de»  surfaces  conr- 

Vemier,  ai6.            *  bes,  75a,  754, 764, 811. 


Zéro  divisé  par  léro,  109,  ii4,  5oi,     Zone  sphérique,  aqi,  aQ3,  3i3,  364 

ao.,  713.      ,  viir      ^    '   ^  '  ^  '      »    '^ 


COURS  COMPLET 
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MATHÉMATIQUES  PURES. 


LIVRE  PREMIER. 

ARITHMÉTIQUE. 

I.    DES    NOMBRES    ENTIERS. 


Notions  préliminaires.  Système  de  Numération. 

I.  CoNCEVoya  une  réunion  de  choses  semblables  :  pour  en 
distinguer  la  grandeur  î.  et  la  faire  apprécier  par  le  discours  aux 
hommes.qui  n'en  ont  aucune  connaissance j. on  en  prend  une 
portion  définie  et  bien  connue  y  mais  arbitraire;  cette  portion 
se  nomme  unitA;  il  faut  ensuite  indiquer  combien  de  fois  cette 
unité  est  contenue  dans  Tasiserablage  dont  il  s'agit ,  c'est-à- 
dire  combien  il  faudrait  réunir  de  ces  unités  pour  produire,  un 
tout  ^al  à  cet  assemblage*  Cette  qualité  est  ce  qu'on  nomme 
un  NOMBRE  ou  une  quai^titA.  Ainsi  ^  pour  avoir  la  connaissance 
précise  de  la  grandeur  d'une  chose ,  autrement  que  par  la  per- 
ception des  sens,  il  faut  d'abord  acquérir ,  par  les'sens^  celle 
d'ane  poriion  ou  unités  puis  celle  du  nombre  de  fois  que  la 
<^  contient  cette  unité. 

I.  X 
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mmue  Tan  des  nombres  à  ajouter ,  le  résultat  sera  précisthncnt. 
plus  grand  ou  plus  petit  de  la  même  quantité  :  la  somme  ne 
serait  nullement  changée,  si  l'on  augmentait  l'un  de  ces  nombres 
ajoutés^  pourru  qu'on  diminuât  an  autre  d'autant  d'unités.  Par 
exemple  :  4+7  surpasse  4+  5  de  2,  parce  que  7  surpasse  5  de  2  ; 
mais  4  +  7=6-+'5  =  a  +  9=s3-|-8. 

3.  Il  orrÎTe  souyent  que  les  nombres  qu'on  yeut  ajouter  sont 
égaux  entre  eux  ,  tels  que  si 4*2  +  2  +  2=::8  :  cette  espèce 
d  addition  prend  le  noraf  de  BnrLTiPLicATxoN ,  et  s'énonce  ainsi  : 
a  répété  ^fois,  on  ^fois  2 ,  ou  enfin  2  multiplié  par  4  ;  on  l'écrit 
2.4}  ou  2  X  4  -  '^^  nombres  2  et  4  se  nomment  les  facteurs  ; 
1  est  le  multiplicande  j  4  ^^  multiplicateur ^  et  le  résultat  8  le 
produit* 

4*  L'addition  et  la  multiplication  ont  lenrs  opérations  in- 
Terses.  Dans  l'addition,  5+4^=99  ^^  demande  la  somme  9  des 
deux  nombres  donnés  5  et  4*  Dans  la  soustraction  ,  ce  ré^ 
saltat  9  est  donné  ainsi  que  l'on  des  nombres ,  tel  que  5,  et  on 
demande  l'antre  4  7  c'est-à-dire  qu'il  faut  trouver  quel  est  le 
nombre  4»  q^N  ajouté  à  5,  donne  la  somme  9.  Cette  opération , 
qui  consiste  à  recomposer  les  deux  systèmes  5  et  4  >  qui  avaient 
été  réanis  en  nn  seul  9 ,  revient  visiblement  à  retrancher  5  de 
9i  œ  qu'on  marque  par  le  signe  -—,. qu'on  énonce  moins  j  et 
qo^on  place  entre  les  nombres  ;  devant  celui  qu'on  veut  sous- 
traire :  9  •—  5  =  4*  ^  signe  — -  s'appelle  aussi  négatif. 

Concluons  de  ce  qu'on  a  vu  pour  l'addition^  que  ^  i\  si  l'on 
angnente  senlement  le  nombre  à  soustraire  d'une  ou  plusieurs 
unités,  le  résultat  sera  diminué  d'autant;  2®.  si  l'on  augmente 
on  diminue  les  deux  nombres  donnés  de  la  même  quantité  ^  le 
vésidtat  demeurera  le  même;  y.  enfin,  le  résultat  de  la  sous" 
fraotion  de  deux  nombres  marque  la  qu-antité  dont  l'un  surpasse 
f^mtttsj  et  c^est  ce  qui  a  fait  donner  à  ce  résultat  le  nom  de 
diférenoej  excès  ou  reste. 

5.  Dans  la  multiplication ,  les  deux  facteurs  sont  donnés,  et 

i»dierche  leur  produit;  mais  si,  connaissant  ce  produit  et  l'un 

^fàcÈeure^  on  se  propose  de  trouver  Vautre  facteur j  cette  ope  « 

^0^  ^Âri  est  «ne  nmsKm.  On  a  2X'4  =  Si  8  est  le  résultat 
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cherché  delà  multiplication  de  2  par  4*  Dans  la  diririon,  au 
contraire  >  on  donne  8  et  4  >  et  on  ^cherche  2  ,  c'est  à- dire 
qu'on  demande  quel  est  le  nombre  qui , répété  4  fois,  produit  8* 

8 
On  écrit  ainsi  cette  division^  7  ^^  814  =  ^9  qu'on  énonce  8 

dwisé  par  4  ;  8  est  le  dividende  ^  4  ''^  xUpiaeur;  le  résultat 
c^rché  2  est  le  quotient  :  en  sorte  que  produit  et  dividende 
sont  des  mots  qui  désignent  le  même  nond)re ,  ainsi  que  di^ 
ifiseur  tt multiplicateur  et  que  quotient  et  multiplicande;  seu- 
lement l'emploi  de  ces  mots  dépend  da  calcul  que  l'on  a 
en  Tue. 

6.  ATant  d'enseigner  les  moyens  d'exécuter  ces  quatre  opé* 
rations  sur  des  grandeurs  données ,  il  faut  former  un  langage 
propre  à  énoncer  tous'  les  nombres ,  et  imaginer  deè  caractères 
pour  les  désigner  -..c'iestoevqu'on  nomme  le  système  de  la  nw 
mêratiou. 

Au  premier  abord  il  semble  nécessaire  de  créer  une  multi- 
tude infinie  de  mots  pour  dénommer  tous  les  nombres ,  et 
autant  de  caractères  ou  signes  pour  les  représenter  par  l'écri- 
ture. Mais  les  inventeurs  eurent  une  idée  ingénieuse  qui  les 
dispensa  de  recourir  à  une  aussi  grande  quantité  de  mots  et  de 
chiffres  :  cette  idée  consiste  à  grouper  les  nombres  par  dix  et 
à  dénommer  et  écrire  <ïes  groupes  à  part»  Ainsi  ils  sont  con- 
venus qu'un  assemblage  de  dix  unités  serait  appelé  dix^  ou  une 
dixaincj  et  de  nombrer  les  dixaines  comme  ilsavaifflit  fait  les 
unités;  en  sorte  qu'une  dixaine ,  deux  dixaines,  troi»rdixai- 

nés neuf  dixaines,  ou  ce  qui  équivaut  dix^  vingt,  trente j 

quarante  j  cinquante  j  soixante  j  septante j  octante  et  nonante^ 
joints  successivement  aux  neuf  unités  sinipleSj  permirent  de 
compter  jusqu'à  nonante^neuf  unités. 

De  même,  ils  ont  fait  un  groupe.de  dix  dixaines  qu'ils  ont 
appelé  centj  ou  une  centaine  j  et  ils  okit  compté  une  y  deux , 

trois centaines  y  comme  ils  comptaient  les  unités  et  les 

dixaines,  savoir  :  une  centaine  ou  centj  deux  centaines  ou  deux 
cents ,  trois  centaines  om^  trois  cents neuf  cents.  Ces  dé- 
nominations permirent  donc  de  compter  ji^sqn'à  neuf  cent  tio- 
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nante-neuf  unités^ en  joignant  ensemble  les  nombres  formés  de 
centaines ,  de  dixames  et  d'unités. 

Dix  centaines  furent  ensuite  appelées  un  mille  j  et  on  forma 

les  énonciations   deux  mille  ^  trois  mille neuf  mille  j 

selon  la  même  métbode  d'analogie. 

Pour  transporter  cette  heureuse  invention  dans  Técrlture, 
on  convint  qi^un  chiffre  placé  à  la  gauche  dfun  autre  ^  vaw 
drait  dix /bis  plus  que  s^U  occupait  la  place  de  ce  dernier.  De  là 
on  conclut  qu'on  mettrait  au  premier  rang  à  droite  les  unités 
simples;  au  rang  suivant  à  gandhe,  les  dixaines;  à  la  troisième 
place ^  les  centaines;  à  la  quatrième^  les  mille  ,  etc.  Ainsi  l'ex- 
pression 2(3  représente  deux  dixaines  et  trois  unités  >  ou  vingt- 
trois  ;  de  même  4^3  équivaut  à  l'énoncé  quatre  cent  vingt-trois. 
Et  comnie  le  nombre  peut  n'avoir  pas  d'unités^  ou  de  dixai* 
nés  I  etc. ,  on  emploie  le  cbifire  o ,  qui  n'a  par  lui-même  aucune 
nleur^  mais  qu'on  écrit  à  la  place  des  chiffres  qui  manquent, 
pour  conserver  aux  autres  leur  rang.  Par  exemple,  20,  4^0, 
5o7,  valent  yingt,  quatre  cents,  cinq  cent  sept. 

Il  convient  d'ajouter  que  l'usage  a  prévalu ,  pour  énoncer  tes 
nombres  représentés  par  11,  12,  i3,  14»  i5,  16,. dé  dire  0/22^^ 
douze ^  treize  j  quatorze  j  quinze  et  seize ^au  lieu  de  dire.dix-<un , 
dix-denx,...  •  dix-six ^  comme  on  devrait  le  faire  d'après  la 
convention  générale,  ainsi  qu'on  dit  dix-huit ,  vingt-un ,  trente- 
deux  ,  etc Au  lieu,  de  septante,  octante  et  nonante. 

On  dit  plus  ordinairement  soixante^ixj  quatre^vingt  et  quatre- 
pingirdix^  énoncés  moins  conformes  aux  règles  que  nous  avons 
indiquées,  et  cependant  plus  usités. 

Gela  posé,  lorsqu'on  aura  écrit  un  'tlombre  quelGonqvie>  tcd 
que  537^  pour  l'augmenter  de  i ,  il  sufEt  visiblement,  d'ajouter 
I  au  chiffre  à  droite  ;  on  a  537  4"  i  =  ^38  :  de  même  538 -f<  1 
=  539.  Si  ce  chiffre  à  droite  est  un  9 ,  on  le  remplacera  par 
an  zéro,  en  &isant  frapper  l'augmentation  de  i  sur  le  chiffre 
da second  rang:  539  +  ^  =  54o;  car  530+9  +  i  =  53o  +  10 
^540;  et  si  le  ehiffre  du  second  ordre ^t  luirméme  un  9,  alors 
on  remplacera  ces  deux  diifires  9* par  des  zéros,  en  augmentant 
de  I  lediiffre  du  troisième  rang: 2599  -f>  i  =:  2600^  car 
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25oo  +  99  +  >  =  25oo  -f-  loOy  et  aiusidp  suite  :  111999 -{-  ' 
=  i3ooo;5o9-f-  I  ==5io;  109994"  »  =  i<ooo.  Tout  ncnnlire 
étant  engendré  par  Taddition  réitérée  de  l'iuiité  >  il  réêulte  de 
là  quon  peué  écrire  tous  Us  nombres  à  Vaide  de  dia  carac^ 
tèrea  (*). 


{*)  Le  même  principe  peol  servir  à  écrire  toos  les  nombres  tyee  plus  oa 
moins  de  dix  caractères  ;  par  exemple  »  si  Ton  n'a  qat  ks  qoacr*  cfaiflto  o, 
I ,  a  et  3 ,  il  iîeindni  qu'on  chiffre  placé  à  la.  gauche  d*un  autre  vaille 
quatre  fois  plu9  que  s*U  occupait  la  place  de  ce  dernier  1  alors  10  expri- 
mera quatre,  11  cinq,  la  six,  i3  sept,  ao  hoit,  ai  nemf^  aoo  irente>- 
dçoXy  etc. 

Lorsqa'an  nombre  est  écrit  dians  cette  liypotbèàe ,  <m  ^proUTe ,  pour  Vé^ 
noncer,  plas  de  diffienlté  que  dans  le  système' décimal ,  parce  qu'il  n'y  a  plus 
de  concordance  avec  le- langage  ;  par  exemple,  pour  lire  (3i3o),  on  obsenreit 
que  leayaota  )$4  oa8>  le  ijraut  i  x 4x4  ou  16  j  le  3iFaat3x4)(4  X  4  ou 
19a j  ainsi  (3iao)  base  4,  vaut  8.4-16+  19a  ou  ai6.  De  même  si  la  base  est 
5,  c'est'k-dîre  si  Ton  ne  se  sert  qiie  des  cinq  chiffres,  o ,  x ,  a,  3  et  4*  chaque 
chiffire  Taudva  blaq  fois  plus  que-tf'il  oceupait  la  placée  sa  droite^  par  exemple 
(4ia3),  exprimé  dakis  cesyatème  à  cinq  chiffres,  ▼ant3-i-ax5  + ixa5 
H- 4 X  ia5,  ou  3.-f*  1  o  +  a5 -f'Soo,  ou  enfin  538v 

Donc  il  faut,  en  général^  former  les  puissances  successives  de  la  base  ,  et 
multiplier  le  chiffre  du, second  rang  par  la  base,  celui  du  troisième  par  le 
carré*  de  la  base ,'  cchii  du  quatriètne  par  le  cube,  etc.  ;  en  ajoutant  ces  pro- 
duits, on  a  la  valeur  de  la  quantité  proposée.  Ainsi  (ao3i3)  base  4  ^=5&jf 
(4oio)base  5=:5(>5,.  (35i5i)  base6=:5o35=;(68i4}base9. 

Si.Fon  f^it  attention  au  calcul  ci-dessus ,  on  verra  qu'on  peut  aussi  le  faire 
comme  il  suit  ;  prenons  poar  exemple  (41^3}  base  5;  multiplions  le  chi£&e  4 
par  5,  et  ajoutons  le  i  qui  est  à  droite,  nous  aurons  ai  ;  multiplions  ai  par  5, 
et  ajoutons  le  a  du  second  rang,  nous  aurons  107;  enfin  multiplions  par  5, 
et  ajoutons  3,  il  viendra  538  pour  la  valeur  cherchée.  Il  est  en  effet  évident 
qu^  par  là  le  chiffre  4  ^  été  multiplié  trois  fois  consécutives  par  5,  que  le  i 
l'a  été  dei;x  fois,  et  le  a  une  fois  :  l'ordre  des  opérations  est  ici  différent  j  mais 
elles  sont  au  fond  les  mêmes  que  ci-dessu»,  et  elles  conduisent  plus  facilement 
an  résultat. 

'  Réciproquement  chçrehons  les  chiffres  qui  expriment  le  nombre  538  dans 
1^ système  qui.  a  cinq  caractères  :  pour  cela,  supposons  ce  résultat  connu  et  tel 
que  Hi^)  î  il  suit  de  ce  qu'on  a  dit  ci-dessus ,  qu'eu  formant 

4x54rir=^di,  puisa2.x5-f*a=:xo7,  enfin,  107  x54-3  =  538, 

ee'caleul  doit  reproduire  le  nombre  proposé.  Donc,  si  l'on  divise  538  par  5, 
Itt-vate  3  sera  le  chiffre  du  premier  rang,  et  le  quotieat  107  sera  la  valeur 
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7.  Que  la  numération  parlée  ait  précédé  la  numération 
écrite^  c'est  ce  qui  n'est  point  douteux,  du  moins  pour  les  petits 
nombres*  Mais  dans  celle-ci,  il  était  si  facile  de  s'élever  à  des 
nombres  immenses  par  la  seule  justa- position  des ^  chiffres  les 
uns  près  des  autres,  et  les  opérations  de  l'Arithmétique  ont  dû 
produire  ces  résultats  considérables,  quon  n'a  pas  tardé  à  re* 


des  antres  chiffres.  De  même,  diYÎsant  107  par  5 ,  le  reste  2  sera  !e  chiffire  du 

second  raâg,  et  le  quotient  91  la  Talenr  des  autres  chiffres  ,  et  ainsi  de 

smta.  n  est  clair  qu'ici  on  ne  fait  que  dëcomposer  les  opérations  qu^on  avait 

faites. 

Donc  y  en  général,  pour  traduire  un  nombre  donné  d*un  système  de 

numération  dans  un  autre,  il  faut  diviser  ce  nombre  par  la  nouvelle  base, 

pois  diTÎser  le  qnotîent  par  cette  base,  puis  ce  second  quotient  encore^  par  la 

base  ,  etc. ,  jusqu'à  ce  qu'on  tombe  sur  un  quotient  moindre  que  cette  base. 

La  9éne  des  restes  écrits  suceessivement  à  partir  do  la  droite ,  dans  Tordre 

oh  on  les  a  obtenus ,  formera  l'expression  cherchée  ;  le  dernier  quotient  sera 

k  chiffre  de  l'ordre  le  plus  elere'.  Ainsi  pour  écrire  567  avec  4  caractères,  je 

divise  567  par  4»  ^'  j'obtiens  le  quotient  i4i  et  le  reste  3  :  je  divise  encore 

35 
14 1  par  4  9  ^1  Tient  35  an  quotient,  et  le  reste  i  ;  y  donne  8  et  le  reste  3  ; 

enfin ,  7  =  2>  le  reste  est  o.   Rassemblons  les  restes  successifs  3,  i,  3,  o,  et 

4 

le  dernier  quotient  a ,  écrits  en  ordre  renversé,  et  nous  aurons  (!io3i3  )  base  4 
s;567  base  10.  ^ 

On  Terra  de  m^e  que,  dans  les  systèmes  &  6 ,  g  et  13  caractères ,  le  nombre 
5o35  est  exprimé  par  (35i5i)9  (681 4)  et  (2  ab  7};  on  désigne  ici  par  a  et  £  les 
nombres  dix  et  onze  dans  le  système  duodécimal  Ce  dernier  système  pré 
Mate  des  arantages  marqués  sur  le  décimal ,  k  cause  du  grand  nombre  de 
diviseurs  de  la;  mais  il  serait  tr<^  difficile  de  l'établir  maintenant,  parce 
qaH  Caudrait  changer  entièrement  nos  usages,  et  mêmes  les  dénominations 
auxquelles  nous  sommes  familiers  dès  l'enfance,  f^.  VArith.  polit,  de  Buffon, 

chap.  xxvn. 

Tout  ce  qii''on  Tient  de  dire  peut  être  exprimé  plus  simplement  en  caractères 
ilfîébriqnes.  Soie»t  i,  A,  ^,. . .  c,  b,  a,  les  chiffres  consécutifs,  en  nombre  n, 
fpâ  expriment  nn  nombre  N,  dans  un  système  de  numération  dont  la  base 
otx,  c'est-à-dire  qne  chaque  chiffre  vaut  x  fois  plus  que  s'il  occupait  ta 
place  qui  est  à  sa  droite^  on  a 

N  =  «"-'  -f  hx'-*  -f- . . . . .  -f-  ffjr*  -f-  5x  -f:  a  5 

«qnadon  d*oii  Ton  tire  TÎtiHement  ions  les  théorèmes  énoncés  dans  cette 
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connaître  que  l'écriture  des  nombres  n'avait  besoin  d'aucune 
modification  pour  s'appliquer  à  tous  les  besoins  ^  tandis  que  le 
langage  adopté  p.  4  ne  suffisait  pas  pour  énoncer  les  quantités, 
quand  leur  grandeur  était  ex  primée  par  plus  de  quatre  chifires.Ët 
observez  que  si  l'on  eût  continué  de  donner  h.  chaque  place  6c^ 
cupée  par  un  cbtfFre  une  dénomination  i^rticulièrè,  ainsi  qu'on 
l!a  fait  jusqu'à  quatre  chliTres,  unités ,  dixaines ,  centaines  et 
mille  f  on  serait  retombé  dans  l'inconvénient  d'employer  une 
multitude  infinie  de  mots,  pubqu'il  pouvait  y  avoir  une  multi- 
tude in£inie  de  chiffres  oontigus.  Voici  le  parti  auquel  on  s'arr 
rêta  pour  éviter  cet  inconvénient. 

On  convint  de  séparer  les  chiffres  par  groupes  de  trois  en 
trois  O  ;  en  commençant  par  la  droite;  puis  d'énoncer  chaque 
tranche  à  part ,  comme  si  elle  était  seule,  en  ajoutant  seulement 
à  chacune  un  mot  propre  à  la  dénommer.  Ces  tranches  succes- 
sives sont  appelées  unités  j  mille j  millions,  billions  ou  mi7- 
liards^  trillions^  etc.  Ainsi  pour  énoncer  le  nombre  suivant: 

trillibiis,  billî.     mîlli.     mille,    unîtes. 

12,     4^3,  227,    539,    804, 

on  appellera  chaque  tranche  respective  des  noms  trillions, 
billions,  etc.,  après  avoir  énoncé  la  valeur  numérique  de  cha- 
cune; ainsi  on  lira  12  trillions,  ^5^  billions,  227  millions,  539 
mille,  804  unités. 

Comme  il  pourrait  y  avoir  une  infinité  de  tranches,  il  est 
clair  qu'on  aurait  encore  besoin,  pour  renonciation,  d'une  infi- 
nité de  mots,  et  que  la  difficulté  n'est  que  reculée.  Mais  ce 
langage  permettant  d'appeler  des  quantités  d*une  grandeur  im- 
mense, et  qui  dépassent  tous  ceux  qu'on  peut  employer,  la 
convention  satisfait  à  tous  les  besoins*   D'ailleurs  quand  un 


{*)  On  aurait  également  pu  composer  les  tranches  de  3  ou  de  4  chiffres  ^ 
mais ,  dans  un  nombre  donné ,  il  y  aurait  eu  plus  de  tranches  dans  un  cas  et 
moins  dans  Tantre,  qn^en  les  formant  de  3  chiffres.  En  examinant  les  li- 
mites des  nombres  qui  sont  d\in  usage  plus  fréquent,  il  est  aisé  devoir  qja'on 
a  pris  un  milieu  convenable  entre  ces  partis.  ....,- 
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nombre  excède  une  certaine  limite 9  Pénoncei*  ne  sert  à  rien,  et 
n'en  peut  faire  concevoir  la  grandeur. 

Cette  idée  admirable  d'attribuer  aux  chiffres  des  valeurê  de 
position,  indépendamment  de  leur  yaleur  propre,  est  si  simple > 
qu'il  ne  faut  pas  s'étonner  qu'elle  soit  Tenue  à  l'esprit  des  In-> 
(liens y  qui  nous  l'ont  transmise  par  le  secours  des  Arabes;  mais 
bien  plutôt  qu'il  y  ait  eu  des  nations  puissantes  et  içlairçes 
qui  ne  les  aient  pas  eues,  ou  du  moins  adoptées  des  peuples) 
Toisins;  Les  Romains,  dont  le  système  de  numération  parlée 
était  conforme  au  nôtre >  avaient  un  mode  d'écriture  très  diffé- 
rent. Les  Grecs  avaient  aussi  leur  système  de  chiffres  tout-à-fait 
distinct  (*). 

De  V Addition* 

8.  Pour  ajouter  deux'  nombres  •  tels  que  5  et  4  >  nous  arons 
TU  (2)  qu'il  faut  ôter  à  l'un  de  ces  nombres  successivement 
chacune  des  unités  dont  il  est  composé  pour  les  Joindre  à  l'autre  y 
opération  qui  revient  à  ceci: 


(*)  Les  Romains  représentaient  ainsi  les  nombres: 

I  un.  L  cinquante.  C  cent. 

II  deax.  X  dix.  D  on  13  cinq  cents. 

III  trois,  etc.  V  cinq.  M  ou  CID  mille. 

Ces  caractères  suffisaient  pour  exprimer  les  nombres  ;  on  ajoutait  les  valeurs 
propres  à  chaque  chiffre,  quand  ces  valeurs  allaient  en  décroissant  de 
grandeur  nume'riqne  de  gauche  h  droite:  mais  si  un  chiffre  était  précédé  d'un 
autre  qui  fût  moindre,  la  valeur  de  celui-ci  devait  au  contraire  être  soustraite. 
En  voici  quelques  exemples: 

VI  six.  XVI  seize.         LX  soixante.     CX  cent  dix.      DG  six  cents. 

IV  quatre.    XTV quatorze.   XL  quarante.    XC  nouante.    CD  quatre  cents. 

On  changeait  aussi  les  unités  en  mille  en  mettant  un  trait  au-dessus  des 

chiffres^  on  écrivait  ainsi  loooo,  X  on  CGI33)  looooo,  C  on  CCCIDDD» 

MoooooMJVT. 
Le  système  de  la  nomération  écrite  des  Grecs  étvt  aniM  laal  imaginé  qne 
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5  +  4  =  6  +  3  =  7  +  ^  =  8+1=9. 

Mais  on  sent  que  y  pour  des  nombres  un  peu  grands  >  ce  prooédé 
serait  impraticable  ;  nous  ne  le  prescrirons  donc  que  pour  des 
nombres  d'un  seul  cbiiTre;  et  nous  supposerons  même  que  l'ha^ 
bitude  a  appris. à  connaître  de  suite  le  résultat;  5  +  4  =  9» 
3  +  8  =  1 1 1  et  tous  les  autres  de  même  sorte. 

Pour  trouver  la  somme  des  deux  nombres  24  et  37,  décom- 
posons-les d*abord  en  20  +  4  et  3o  +  7  ;  la  somme  cherchée  est 
20  +  3o  +  4  +  7»  Or,  les  deux  premières  parties  reviennent 
visiblement  à  2  dizaines  plus  3  dixaines,  ou  5  dizaines;  ainsi  la 
«omme  est  5o  +  1 1 ,  ou  5o  +  1 0  +  i ,  ou  enfin  60  +  1  =  6i. 

On  voit  (^  il  faut  réunir  séparément  les  dixaines  et  les  unités 
des  nombres  proposés ^  ce  raisonnement  est  général. 

Par  exemple,  prenons  3731  +  349+  12487  +  54;  en  fai- 
sant séparément  la  somme  des  unités ,  puis  des  dixaines ,  des 
centaines , etc.,  on  aura  i5  mille  +  i4  centaines  +  20  dixaine& 
+  21  unités,  ou  i5ooo+  1.400  +  200  +  21  ;  mais,  opérant  de 
même  sur  ces  derniers  nombres,  on  a  16  mille +  6 
centaines  +  2  dixaines  +  I ,  ou  16621.  Ce  calcul  se        3-cg 
fait  plus  commodément  en  écrivant,  comme  on  le  voit    '^  4o7 
ci-contre,  les  nombres  les  uns  au-dessous  des  autres ,      -g  ^ 
et  faisant  correspondre,  dans  une  même  colonne  ver- 


celui  (les  Romains  j  les  ilhités,  dixaines,  centaiaeà  étaient  dcfsigaëes  par  les 
lettres  conse'cntives  de  Talphabet  j  saYoir  : 


<t  vaut  I 

1  vaut  10 

p  Tant 

;  100 

j3     1 

X 

ao 

a- 

300 

y        3 

X 

3o 

T 

3oo 

t        4 

A* 

40 

0 

400 

<    5 

f 

5o 

<> 

5oo 

r    6 

f 

60 

X, 

600 

i,Z      1 

.  0- 

70 

+ 

700 

»          8 

5r 

80 

'  • 

800 

«,*   q 

h: 

90 

^ 

900 

Les  mille  se  (Wnotaieni  par  un  accent'.  Pour  donner  un  exemple  de  ces 
chiffres  :  cejSpfltfi  signifiait   i    -f-  »  -H  100  -f-  i  -h  io»  ou   14^.  De  même, 
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tîcale  f  les  chi£Pres  An  même  ordre.  La  somme  des  nombres  de 
chaque  cokmne  doit  être  écrite  au  bas^  si  elle  ne  passe  pas  9  v 
aatremant  o»  710  pose  que  len  unités  ^  et  on  réserve  les  dixalnes 
pour  les  ajouter ,  comme  simples  unités ,  ayec  les  nombres  de 
la  colonne  qui  suit  à  gauche,  ce  qui  détermine  à  commencer  le 
calcul  par  la  colonne  à  droite. 

Yôîci  plusieurs  exemple^  ^addition* 

Pour  le  premier,  ou  fera  ainsi  le  calcul  :  3-f-8  font  11,11+7 
raient  18,  1 8 -|-  7  égalent  aS ,  somme  des  unités 3  +  8+7+7: 
on  posera  5  sous  le  trait,  au  premier  rang  à  droite,  et  oti  joindra 
les  2  dtxaines  à  la  colonne  suirante  :  puis  on  dira  2  plus  8  font  » 
10 ,  plus  I  font  1 1 ,  plus  8  Talent  19,  plus  a  font  21  ;  on  pose  i , 
et  on  retient  2  pour  joindre  aux  centaines.  2  +  7^=9, 9  +  3 
=  12...;  on  a  26  centaines,  on  pose  6  et  on  retient  2  ;  enfin  on 
tfouTC  24  à  la  4*  colonne  :  on  pose  le  4  ^  on  avance  le  2 ,  c'est- 
à-dire  qu'on  écrit  24  mille.  La  somme  est  24  61 5. 


5  783  . 

77  756 

10  376  786 

5  784  aoi 

4  3i8 

3  388 

789  63a 

749  832 

5987 

9763 

589 

14  378  539 

8  5a7 

go  257 

73 

30  91a  57a 

34  ^iS  181  164  II   167  o?o 


De  la  Soustraction. 


9.  L'habitude  d'additionner  suffit  pour  trouver  la  di£Pérenoe 
entre  les  nombres  simples;  par  exemple,  le  nombre  qui,  ajouté 
à  3,  dqnne  7  pour  somme^  est  4  :  ^vasx  7  —  3=4*  On  peut 
aossi  paryenir  au  résultat,  en  otaut  de  7  autant  d'unités  que  3 
en  contient;  7  —  3  =  6  —  2r=5—  i=4«  Accordons  par  con- 
séquent qu'on  sache  faire  la  soustraction  des  petits  nombres. 

Prenons  cet  exemple  plus  composé,  695  —  243.  Il       g^c 
est  visible  que ,   si  l'on  connaissait  le  nombre  qui       a'43 
ajouté  à  243  donne  696  pour  somme ,  3  +  les  unités       ^^^ 
de  ce  nombre ,  4  "^  ^^  dixaines;  2  +  ses  centaines  devraient 
reproduire  696;  on  écrira  donc  les  nombres  proposés  comme 


/ 
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pour  raddition,  to'plus  p«tk  en  dessous;  puis  on  retrancliera 
chaque  chiffre  iniférienr  de  celui  qui  est  au-dessus  :  on  dira 
5  —  3  =  a,  9^—  4=  5 ,  6  —  ^^=2  4  >  *^  4^^  s®^*  ^  différence 
cherchée. 

Mais  il  peut  arriver  que  le  (ihîffipe  inférieur  surpasse  ^' ,  / 
le  supérieur.  Dans  l'exemple  ci -contre,  on  ne  peut  ig^^aé 
ôter  8  de  7.  11  est  clair  qu'alors  36  i^j  devant  être  la  ^^  ^*9 
•omme  de  ig  3pt8  -f*  le  nombref  perché ,  en  faisant  la  somme 
de  la  i**  colonne^S  +  les  uuUéS; inconnues,  ont  donné,, non  pas 
7,  mais  17  pour  sompie;  et  qu'on  a  reten^>  la  dixaine  pour  la 
joindre  k  la  colonne  suivante.  On  doit  donc  dire,  non  pas 
7  —  8 ,  mais  17  —  8 =9,  et  écrire  ce  chiffre  9  au  rang  des  uni- 
tés. Mais,  en  continuant  l'addition,  la  colonne  suivante  est 
formée  de  la  dixaine  retenue,  des  chiffres  4r2>  et  des.  dixaines 
cherchées;  et  ajoutant  celles-ci  à  2  et  à  la  retenue  i ,  on  doit 
produire  4  ^  il  ne  faut  donc  pas  dire  4  """  ^  »  mais  4  "~~  3  =ix  ) 
qu'on  posera  aux  dixaînes.  De  même  pour  les  centaines,  au  lieu 
de  I  —  3 ,  on  dira  1 1  -*  3  reste  8,  qu'on  posera;  mais  on  re- 
tiendra I  pour  ajouter  au  9  suivant;  ainsi  6-—  10,  ou  plutôt 
16  —  10  =  6 ,  et  on  retiendra  1  ;  3  —  2  ==  i. 

En  général,  lorsque  le  chiffre  supérieur  sera  le  plus  Jaible  ^ 
on  V augmentera  de  Axa  ^  puis  on  retiendra  un  pour  le  Joindre  au 
chiffre  inférieur  qui  esta  la  gauche.  On  remarquera  qu'en  effet 
le  nombre  supérieur  est  augmenté  par  là  de  10 ,  mais  qu'on  aug- 
mente pareillement  l'inférieur  de  1  o,  ce  qui  n'altère  nullement 
la  différence  (n®  4  )• 

Pareillement,  dans  l'exemple  ci-contre,  on  dira  :   3  ^^^  ^^g 
g  —  3  =  6;  2  —  7  ne  se  peut  ;  12  —  7  =±:  5,  et  je   \^l^  ->7^ 
retiens  i  ;  4  —  6  (au  lieu  de  4  —  5)  ne  se  peut,       ^**  ^ 
14  —  6  =  8,  et  je  retiens  i  ;  o  —  9  (  au  lieu  de  ô  —  8)  ne  se 
peut,  10  — 9=  1;  0  —  8  ne  se  peut;  10  —  8  =  2,  etc. 

Voici  quelques  autres  exemples  de  soustraction. 

3  000  6  000  6  000  i5o  001  3  375  -831 

1  296  4  o<^  ^  999  76  385  f86  943 

î  704  2  000  1  73.616  3  188  888 
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to.  liorsqa'on  reut  retrancher  un  nombre  de  Vuniti  êuipie 
d'autant  de  stéros  que  ce  nombre  a  de  chiffres^  c'est-à  dire  ds 
looo...  ^  Ufiiut  retrancher  le  chiffre  des  unitée  de  lo,  et  lea 
autres  chiffres  de  9*  A-insi,  1000  —  259,  se  trouye  en  disant 
10— '9  =  1;  puis  9  — 5  =  4;  9 —  2=7,  ctona  1000— -sSg 
==  74i»  De  même  i  000  000  —  279  953  =  720  o47.~Ce  calcul 
est  si  facile,  quil  mérite  k  peine  d'être  compté  pour  uneopé^ 
ration;  on  s'en  sert  pour  réduire  toute  soustraction  à  une  addi« 
tion  ;  Toici  comment. 

Soit  demandée  la  différence  3487  —  259.  Il  est  clair  qu'en 
décomposant  3487  en  2487  -|-  1000,  la  différence  avec  259 
n'est    pas  changée,    et  on  aura   2487  +  1000  —  259,  ou 
2487+741  =  3228.  Ainsi,  au  lieu  de  soustraire  259,  on  a  réelle* 
ment  ajouté  74  v-  On  yoit  donc  qu'on  peut  retrancher  un  nombrâ 
d'un  au  tre,  en  soustrayant  le  1^  de  i  suivi  d'autant  de  zéros  qu'il  a 
de  chiffres,  et  ajoutant  le  résultat  au  2*  nombre  donné,  pourvu 
qu'on  retranche  ensuite  une  unité  de  l'ordre  immédiatement 
supérieur  à  celui  du  nombre  à  soustraire*  On  indique  cette 
dernière  soustranction  par  i  placé  à  l'ordre  de  chiffres  dont 
on  Tient  de  parler;  ainsi  l'opération  ci-dessus  revient 
à  3487  —  ^59  t=z  3487  +  T741 ,  calcul  qu'on  effectue    J^^ 
comme  on  le  voit  ci-contre.  Observez  que  1 741  >  ajouté      2Z. 
au  nombre  259,  donne  zéro,  ou  1741  +  259  =  0.  La     ^*^^ 
quantité  1741  est  ce  qu'on  nomme  \à  complément  arithmétique 
de  259.  £n  général ,  pour  former  le  complément  arithmétique 
dfun  nombre  j  il  faut  retrancher  tous  ses  chiffres  de  9,  et  celui 
des  unités  de  to,  puis  placer  i  à  gauche.  Le  complément  d*un 
nombre  ajouté  à  ce  nombre  donne  zéro  pour  somme.  Au  lieu 
de  retrancher  un  nombre ,  on  peut  ajouter  son  complément  arithr 

•  ■  ■ 

métique. 
Lorsqu'il  7  a  plusieurs  additions  et  sous- 


tractions successives ,  l'usage  des  complé-  ^*  7^' 

mens  peut  présenter  des  avantages;  par  -Z^* 

exemple,  32731  +  5729  —  371  —  4834 ,  75  ,6g 

prend  la  forine  ci-contre ,  attendu  que  les  - 
eomplémens  de  871  et  4834  s<mt.  r629  et 


Sa  73 1 

5  729 

—      371 

Reste  33  a55 


I 
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r5i66.  Nous  recommandons  lontefois  d'éviter  l'emploi  du  co 
plément ,  et  de  s'exercer  à  faire  les  additions  et  soàstractî( 
colonne  par  colonne.  C'est  ainsi  que,  dans  notre  exemple,  ap 
aroir  dit  9r-|-  i  =  lo,  4  ~f*  i  =  ^ •  on  retranchera  5  de  lo 
^n  posera  5  au  rang  des  unités  du  reste;  puis  3  4"  2  =5,  7  -| 
s=  10  ;  5  -—  10  ne  se  peut;  donc  t5  — 10  =  5,  qu'on  pose  a 
dixaines,  en  retenant  i  pour  joindre  aux  centaines  sonstn 
XirtBf  eta 

De  la  MuUipUcation. 

II.  Nous  écrirons  le  multiplicande  le  premier  ;  ai 
4x5X2  signifie  qu'on  répétera  4  cinq  fois ,  et  que  le  pi 
duit  20  devra  être  pris  2  fois. 

Puisque  4x5  n'est  autre  que  1  + 1  +  i  +  »  répété  5  fo 
il  suffit  de  prendre  chaque  unité  5  fois,  ou  5  -f-  5  4-  5  -f-  5  ;  1 
pression  qui  rcTient  à  5  répété  4  ^ois  :  ainsi , 

4  fois  5  est  égala  5  fois  4,  ou  4x5  =  5x4- 
Ce  raisonnement  peut  être  présenté  sous  la   A 

forme  d'un  tableau  A ,  composé  de  5  lignes , 
dont  chacune  contient  4  unités.  II  est  dair 
que  le  nombre  des  unités  est  4  répété  5  fois. 
Mais ,  en  renversant  le  tableau ,  comme  on 
le  voit  en  ^,  on  trouve  5  répété *4  ^ois;  le  B 
nombre  des  unités  étant  nécessairement  le 
îoaème  dans  les  deux  cas  >  le  produit  de  4x5 
est  le  même  que  celui  de  5  X  4'  • 

Soit  aussi  5  X  4  X  2;  comme  5  répété 

4foîsest 5  +  5+5  + 

il  reste  à  prendre  2  fois  ce  résultat,  ou.. .   lo  +  10  +  10  + 1 
ou  10  répété  4  f<>is«  Donc  5x4X2 
=  5  X  a  X  4*  ^  P^^  donc  changer  de  place  les  deux  d 
niers  fadeurs  ,  comme  on  a  vu  qu*on  pouvait  échanger  les  de 
premiers  entre  eux.  Ainsi, 

5x4  Xa=4  X5  X  a^5x  »x  4==«x  5x4=:ix4x  5=s4  x  9 
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On  To)t  donc  qa*on  peut  intervertir  de  toutes  les  maniérée  poe^ 
Bibles  l'ordre  des  facteurs  sans  altérer  le  produit. 

Démontrons  ce  théorème  pour  plus  de  trois  facteurs  :  par 
exemple»  pour  4x5x3X2X9* 

Le  facteur  9  ayant  la  dernière  place  dans  le  premier  pro- 
duit,  prouvons  qu'on  peut  le  placer  où  l'on  veut ,  et  d'abord  h 
rayant-dernier  rang,  savoir  4x5x3X2X9=^4x5x3X9  X  2. 
En  effet ,  les  trois  premiers  facteurs  4x5x3  donnent  60 ,  et  il 
faut  prouver  que  60  X  a  X  9=60  X  9  X  2 ,  et  c'est  ce  qui  vient 
d'être  démontré.  De  même  dans  le  produit  4x5x3X9,  on 
peut  faire  passer  le  9  avant  le  3,  savoir  4  X  5  X  9  X  3,  et  ainsi 
de  suite.  D'o&  l'on  voit  que ,  sans  changer  le  produit ,  on  peut 
faire  occuper  successivement  toutes  les  places  au  dernier  facteur 
9 ,  les  autres  facteurs  restant  dans  le  même  ordre. 

Mais  à  son  tour  le  nouveau  facteur  terminal  2  peut  être 
mis  à  tel  rang  qu'on  vent  dans  chacun  de  ces  résultats  y  savoir, 
4x5X9X3X2=4x5X9X2X3=4x5X2  X9X3=elc... 
Donc  en  définitive  la  place  de  chaque  facteur  esl  arbitraire. 

12.  Lorsqu'il  arrive  qu'un  nombre  se  multiplie  lui-même  plu« 
sieurs  fois  consécutives ,  comme  3  X  3  X  3  X  3 ,  on  dit  qu'il  est 
élevé  à  une  Puissance^  dont  le  degré  est  marqué  par  le  nombre 
de  facteurs^  qu'on  appelle  Exposant,  Ici  3  est  élevé  à  la  quatrième 
puissance  »  ce  qu'on  indique  par  3^  =  81  ;  4  est  l'exposant  ou  le 
degré.  De  même  2^=2X2X2=8.  Ondonne  aussi  à  la  deuxième 
puissance  le  nom  de  Carré j  et  à  la  troisième  le  nom  de  Çub^^ 
7*  ou  7  X  7  =49  est  le  carré  de  7;  7?  =  7  X  7  X  7 =343  est  Iq 
cube  de  7. 

Le  nombre  qui  se  multiplie  ainsi  lui-mêmp,  ou  qui  est  affecté 
d'un  exposant,  se  nomme  Racine  :  ainsi  7  est  la  racine  carrée,  ou 
seconde  de  49  >  ^  racine  cfibique  ou  troisièm£  de  343 ,  la  qua^r 
trième  <le  2401 ,  etc.  Ces  racines  s'indiquent  par  le  signe  ra- 
dical V^ ,  et  on  place ,  dans  les  branches ,  le  nombre  qui  en 
marque  le  d^ré. 

7»=343,  d'oi  7  =  1/343;  5^=625, d'oi 5  =  1^  625. 
Wtqu'il  s'agit  de  la  racine  2*^  on  se  dispense  ordinairement 
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(l'en  indiquer  le  degré ,  et  d'écrire  le  chiffre  2  sur  le  radical;  en 

sorte  que  V^  et  V/  sont  la  même  chose:  8* =64,  donc  8=  V/64, 
8  est  dît  la  racine  y  ou  la  racine  carrée  de  64* 

i3.  Puisque  pour  multiplier  un  nombre  (n®  3),  il  suffît  de 
l'ajouter  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplicateur, 
on  Toit  que  >  i^  si  l'on  multiplie  l'un  des  facteurs  par  2,  3, 4«») 
le  produit  est  lui-même  multiplié  par  a,  3,  4***  ^t  effet,  si, au 
lieu  de  2  ><  5,  je  prends  8x5,  chaque  fois  que  j'ajouterai  8  au 
lieu  de  2  ,  je  prendrai  le  quadruple  de  2,  c'est  à-dire  que  j'aurai 
pris  de  trop  le  triple  de  2;  le  résultat  sera  donc  composé  du  pro- 
duit 2X5  quadruplé  :  ainsi,  8  X  5  est  quadruple  de  2  X  5, 
parce  que  8  est  quadruple  de  2. 

De  même  si  l'on  diyise  l'un  des  facteurs  par  2,  3, 4**v  ^^  P^^' 
duit  sera  diyisé  aussi  par  2,3,  4* 

2^.  Si  Von  multiplie  Vun  des  facteurs,  et  qu'on  divise  Vautre 
par  un  même  nombre,  le  produit  n'est  pas  changé  :  24  X  8 
=:  12  X  16,  24  est  double  de  12,  et  16  l'est  de  8. 

3**.  Lorsque  les  facteurs  sont  terminés  à  droite  par  des  zéros, 
on  peut  les  supprimer,  pourpu  qu'à  la  suite  du  produit  on  en 
mette  un  pareil  nombre.  Ainsi  3ooX  20  deyient  3  X  2,  en  Otant 
les  trois  zéros ,  qu'on  restituera  à  la  suite  du  produit  6;  on  aura 

3ooX2o=:6ooo.Eneffet,3ooX2o=3oooXa,car3oo  est  décuplé 
(n^  6),  et  20  est  diyisé  par  10.  Or,  dans  l'addition  de  3ooo  à  lui- 
même,  on  yoit  que  les  trois  zéros  demeurent  dans  la  somme, 
comme  provenant  des  trois  premières  colonnes;  la  suivante 
donne  3  X  2  :  donc  6000  est  lé  produit  demande. 

i4*  Il  s'agit  maintenant  de  pratiquer  la  multiplication  de 
deux  nombres  donnés;  il  se  présente  trois  cas. 

1**  CAS.  Les  deux  facteurs  n^aj^ant  qu'un  seul  chiffre  chacun. 
La  table  suivante,  qui  est  due  à  Pythagore,  se  forme  en  écrivant 
sur  une  ligne  horizontale  les  9  premiers  nombres,  puis  ajoutant 
chacun  d'eux  9  fois  successives ,  on  écrit  ces  produits  dans  une 
même  colonne  verticale.  Par  exemple,  4  +  4=8, 84-4=ï2> 

i2-|-4==^ï6,  i64i4=^20;^+4==î^4>ctc. 
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Tabit  de  P^:hagort. 
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«4 

,s 
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Veul-on  trouver  le  produit  7  X  5?  il  suit  de  la  génération 
des  divers  nombres  de  ce  tableau,  qu'on  chercliera  7  dans  la 
première  ligne,  et  qu'nn  descendra  ,  daos  la  colonne  verticale 
corrMpondante ,  jusqu'à  la  case  qui  est  dans  la  li{>ne  lioriton- 
tale  dont  S  est  le  chiffre  iaitial;  cette  cnse  porte  35,  et  on  a 
^  X  5  ^  35.  Il  importe  de  se  rendre  familiers  les  produits  dei 
Donbrec  simples,  afin  de  ne  pas  être  forcé,  cliaque  fois  qu'on 
vent  les  ohtenir,  de  recourir  i  cette  table,  qui  n'esit  etie-mèrae 
fonnée  que  par  des  additions  successives. 

S'il  allait,  ainsi  que  l'exige  la  définition  (3),  lijoatrr  le  mul- 
tipUcandt  autant  de  fou  qu'U  y  a  d'unités  dann  le  mullipli- 
tateurj  l'opération  deviendrait  presque  impraticable  pour  les 
grands  nombres.  Voyons  comment  on  peut  la  réduire  à  lamul- 
liplkation  des  nombres  simples. 

1*  CAS.  !•«  maltipUoateur  n'ayant  qu'un  teul  chiffre.  INjur 
MiltipHer  2^7  par  4)  j'imagine,  pour  un  moment,  qu'on 
««ailla  en  effet  exéaater  l'addition  de  2967  pris  4  Ibis,  ainsi 
^elle  est  iâite  ci-aprbs.  La  oolonne  des  unités  ne  contifludr" 
qwle  chiGDre  7  écrit  verticalement  4  fois;  ainsi  cette  soin 
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sera  ']X/^ovl^8\  on  posera  8,  et  on  retiendra  2  pour 
joindre  à  la  colonne  des  dixaines,  formée  du  chiffre  6     ^9^7 
écrit  4  fois.  Il  faut  donc  dire  6  X  4  =  ^4  »  et  ajouUnt      3  967 
la  retenue  2,  on  a  26:  ainsi  on  posera  6  et  on  re-      ^  ^ 
tiendra  2,  etc.  Cette  opération  revient  donc  à  mul- 
tiplier chacun  des  vhiffrea  du  multiplicande  par  le 
multiplicateur^  en  commençant  par  la  droite  :  on  écrit      ^  9^| 
les  unités  de  chaque  produit  au-dessous  du  chiffre  qui    Tfyjjg 
ta  donné j  et  on  retient  les  dixaines  pour  les  Joindre 
au  produit  suivant.  Ce  procédé  n'est,  à  proprement  parler, 
que  l'addition  même,  excepté  qu'on  se  dispense  d'écrire  plu- 
sieurs fois  le  nombre  à  ajouter. 

3«  CAS.  Les  deux  facteurs  étant  compoèés  de  plusieurs  chiffres. 
Multiplier  2827  par  532,  c'est  répéter  2327, 
2  fois,  3o  fois ,  5oo  fois ,  et  ajouter|le  tout  *  53^ 

i<».  On  multipliera  d'abord  2827  par 2, comme         4  654...  para 
on  Tient  de  le  dire;  2°.  pour /former  le  pro-    ,  ,§  5'     '  ^^ 
duit  par  3o ,  on.  multipliera  2327  par  3 ,  et    1  aS;  cfi^ 
on  ajoutera  ui;!  zéro  à  droite  du  produit,  d'a- 
près ce  qu'on  a yu  (i3,  3^);  enfin  pour  répéter  âoo  fois  2327, 
on  multipliera  par  5,  et  on  ajoutera  deux  zéros.  L'opération 
prend  doi^  la  disposition  ci-dessus ,  dans  laquelle  on  a  observé 
que ,  comme  les  zéros  n* influent  en  rien  sur  l'addition ,  oa  s'est 
dispensé  de  le$  écrire  :  alors  le  produit  par  3  a  été  simplem^t 
reculé  d'un  rang  vers  la  gauche,  et  le  produit  par  5  de  deux 
rangs.  On  voit  donc  qu^i/  faut  multiplier  l'un  des  facteurs 
toj^r  àtowr  par  chficun  des  chiffres  de  Vautre.  Chaque  produit 
partiel  doit  être  écrit  de  manière  que  ses  unités  soient  plaeées 
au  m£me  ordre  que  U. chiffre  du  multiplicateur  qui  les  a  don^ 
nées  :  on  ajoute  ensuite  Je  toutw 

La  multiplication  des  nombres  composés  dépend  ainsi  du  cm 
oii  le  multiplicateur  n'a  qu  un  chiffre^  et  celle-ci  d^end  Jt  son 
tODfr  du  cas  où  chaque  facteur  n'a  qu'un  seul  chiffre,  «'est*  ji-dîjrf^ 
de  la  table  de  Pythagore.  Comme  il  convient  d'être  tris  e^én» 
à  la  pratique  de  cette  opération ,  nous  ^n' mettrons  ici  quelques 
exemjdes.  .         . 
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635  53  687  5  554  4ji 

777  9oî^  79  7^5 


6  ao6  43i  Aog  &çÔ  27  77a  aao 

6a  064  5 1  48  3i8  3  333  ^m  64 

6ao  643  I  i8  '7i'7  ^qS  3  888  MO  8 


4^3  060  235  6(io 


Lorsque  le  multiplicateur  n'a  <ju'uii  cblfifre,  on  forme  çLaque 
produit  partiel ,  et  l'on  n'en  pose  que  les  unités  ,  retenant  les 
dixaines  pour  les  joindre  au  produit  suivaiît.  Quand  enGn  on  ar- 
rive au  chiffre  de  l'ordre  le  plus  élevé  du  multiplicande^  ou 
doit  poser  le  produit,  qui  a  un  ou  deux  chiffres,  selon  que  ce  prO' 
duit  est  OU  n'est  pas  ^  9.  Le  produit  total  a  donc  autant  de  figures 
que  le  multiplicande ,  ou  seulemcntune  de  plus  ;  la  seule  inspec- 
tion des  chiffres  de  Perdre  le  plus  élevé  sert  à  reconnaître  ordi- 
nairement lequel  de  ces  (Sas  a  lieu. 

Si  le  multiplicateur  a  plusieurs  figures,  on  multiplie  par  cha- 
cune séparément,  en  reculant  le  produit  d'un  rang  à  gauche. 
A  ne  considérer  que  le  dernier  produit ,  celui  de  l'ordre  le  plus 
éleyé  du  multiplicateur  ,  il  doit  recevoir  à  sa  droite  autant  de 
zéros  que  cet  ordre  l'indique  ;  et  l'addition  des  divers  produits 
partiels  est  établie  sur  cette  disposition.  Apres  avoir  reconnu 
la  quotité  des  chiffres  du  dernier  produit ,  il  suffira  d'ajouter  à 
cette  quotité  autant  d'unités,  moins  une,  que  le  multiplicateur 
a  déchiffres,  et  on  ^ura  le  nombre  des  figures  du  produit  total. 
Ainsi  le  produit  de  deux  quantités  a  autant  de  chiffresqu^ity 
en  a  dans  les  deux  facteurs  réunis  j  ou  un  de  moins,  La  âeule 
inspection  des  nombres  montre  souvent  lequel  de  ces  deux  cas  a 
lieu;  par  exemple,  pour  53687  X908,  comme  5X9p=45  a 
deux  chiffres ,  le  produit  53687  X  9  en  a  6  ;  donc  le  produit  de- 
mandé a  huit  figures» 

Quand  on  a  3,  4 7  ^ facteurs,    il  faut  raisonner   de 

mémeO* 

(')  Snent  «,  /B,  y la  quotité  dei  chiffres  de  diven  facteon ,  a,b,  c  »•, 

dont  le  nombre  cet  /t  j  il  est  clair  que  a  ^  io^>  h'<^  ttsr,  f^ioT...;le|m>dnic 

2.. 
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De  la  Dmsion. 


i5.  De  même  que  la  multiplication  n'est  que  Faddition  rélté^ 
rée  du  même  nombre ,  on  peut  considérer  la  division  comme 
une  soustraction  répétée  >  le  quotient  marquant  combien  de  fois 
on  pçut  ôter  le  diviseur  du  dividende.  Si  on  veut  diviser  8  par  2 , 
et  qu'on  retranche  d'abord  2  de  ô,  puis  a  du  reste  6,  2  du 
reste  4;  <st  enfin  2  de  2 ,  on  arrive  au  reste  zéro;  2  ayant  pu 
être  soustrait  4  fois  de  8 ,  on  peut  regarder  8  comn^e  composé 
dé  4  foîs  2  ;  et  par  conséquent  4  est  le  quotient.  Il  suit  de  ïk  que 
te  quotient  qui  marque  combien  de  fois  un  nombre  est  facteur 
dans  un  produit  donné  ^  indique  aussi  le  nombre  de  fois  que  le 
dipiseur  est  contenu  dans  le  dividende;  ou^ce  qui  équivaut ,  le 
dividende  contient  le  diçiseur  autant  de  fois  qu^il  y  a  d'unités 
dans  le  quotient.  Donc  si  l'on  veut  former  2  parts  égales  dans 
8  unités^  il  faut  diviser  8  par  2  ;  le  quotient  4  exprimé  la  gran- 
deur de  chaque  part. 

Le  dividende  n'étant  autre  chose  que  le  produit  d'une  mul- 
tiplication dont  le  diviseur  et  le  quotient  sont  les  deux  fac- 
teurs ^  il  suit  de  la  définition  et  des  propriétés  connues  (n°  i3) 
que  9  I°«  on  ne  change  pas  le  quotient  lorsqu'on  multiplie  ou 
qu'on  divise  par  un  même  nombre  le  dividende  et  le  diviseur: 
36  l'Q  donne  le  même  quotient  que  72  I  18  et  que  i^  C  3. 

2°.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  terminés  à  droite  par 
des  zéros ,  on  peut  en  supprimer  à  chacun  un  égal  nombre  sans 


1 


e8t<  10*"^^"*"^ ,  ou  a^....  <<io"»,  en  posant  m  =  «'+yÔ-f-7^,...  D*ail- 

leurs,  a>  io*'\  b  >  Io^'^  ô>  10^*....  ;  d'oh  abc,.,.  >  10*  "^  ^^> " 

ou  abc.,,,  ^  lo"»-»  :  donc  le  produit  abc,,,  est  compris  entre  lo»»-»  et  i6"; 
il  ne  peut  avoir  au-delà  de  m  chiffres ,  mais  il  en  a  plas  de  m — n.  Ainsi  le     ' 
produit  ne  peut  avoir  plus  de  chiffres  que  les  facteurs  proposés  ,  consi-     t 
itérés  comme  neformaht  qu'un  seul  nombre  i  mais  il  en  a  plus  que  cette     ^ 
quotité  moins  le  nombre  de$  faeteurs.  , 
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altérer  le  <{aotient;  6000  :  aoo  et  60  :  21  donnent  le  même  quo- 
tient So.  (  Voy.  p.  16.  ) 

3°.  Si  l'on  multiplie  seulement  le  dividende ,  le  quotient  sera 
multiplié  par  le  même  nombre;  si  l'on  multiplie  le  diviseur, 
le  quotient  ser  a  divisé.  Qu'il  s'agisse ,  par  exemple ,  de  diviser  ^4 
par  3 ,  le  quotient  sera  8,  ou  24  !  3  =î=  8;  mais  si  l'on  double  24, 
ce  quotient  sera  doublé,  4^  •  ^=  i^î  ^^^^  l'<^  double  3,  le 
quotient  sera  lédoit  i  n^oitié,  24  !  6  =  4«  Enfin  48  !  6  =s  8, 
i^est-à'dire  que  le  quotient  reste  le  même  quand  on  double  le 
dividende  et  le  diviseur.    . 

tp.  Jjonqi^on  veut  exécuter  plusieurs  divisions  succesais^ee^, 
Vordfre  dems  lequel  on  les  doit  effectuer  est  arbitraire  ;  on  peujt 
même  n^ en  faire  qu'une  seule ^  en  prenant  pour  diviseur  le  pro^ 
duit€le  tous  les  diviseurs.  Si  l'on  veut,  par  exemple,  diviser  24 
par  2,  et  ensuite  le  quotient  121  par  3,  on  obtient  4  pour  résultat; 
mais  si  l'on  e&t  divisé  par  3  d'abord ,  et  ensuite  par  2 ,  ou  bien 
si  l'on  eût  divisé  24  par  2  X  3  ou  6,  on  aurait  obtenu  de  même  4. 
Cela  résulte  de  ce  que  la  division  par  2  et  par  3  revient  à  sup- 
primer tour  à  tour  les  facteurs  2  et  3  dans  24  9  qui  est  le  pro- 
duit de  2  X  3  X  4'  o^  ^6  ^  X  ^  ^  4*  ^^^  ^A  même  raison, 

(6x4)  •  (3x2)  =  (6:3)x(4:3i)=(6:2x3)x4. 

35 
16.  Le  quotient  de  —  est  5,  puisque  35=7X5;  mais  si  Ton 

veut  diviser  38  par  7  ,  on  décomposera  38  en  35  -f-  3  ,  ou 
38^7X5+3;  la  division  ne  se  fait  plus  exactement  :  35  est 
seulement  le  plus  grand  produit  de  7  contenu  dans  38,  et  3  est 
le  reste  de  cette  division*  Si  Ton  forme  tous  les  produits  consé- 
cutifs d'un  nombre  par  1  ,  2 ,  3 . . . ,  les  résultats  sont  tous  dii>i^ 
sibles  par  ce  nombre ,  ou  en  sont  les  multiples.  C'est  ainsi  que 
35  est  multiple  de  7  ,  ou  divisible  par  7 ,  tandis  que  38  ne  l'est 
point. 

£n  prenant  pour  dividende  et  diviseur  deux  nombres  quel- 
conques, on  doit  donc  dire  que  le  quotient  j  multiplié  par  le 
diviêeurj  donne  un  produit  qui^  ajouté  au  reste^  formée  le- divi- 
dende, V«e  reste  est  tl'aiUéurs  moindre  que  le  diviseur,  puisque^ 
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si  oeltti-ci  y  était  encore  contenu ,  le  produit  du  diviseur  par  le. 
quotient  ne  donnerait  pas  le  plus  grand  multiple  du  diviseur 
contenu  daos  le  dividende.  , 

Soient  24  et  34  deux  nombres  qui^  divisés  par  5,  donnent 
h  même  reste  4»  leur  différence  10  .doit  être  multiple  de  5, 

car 24=4.X54-4>  34  =  6x5-f-4>  ^^  retranclwint  ce»  deux 
équations,  on  a  10=2  X 5. 

'  i7.îja  table  dePjrthagore  sert  à  trouver  le  quotient^  Iorsqu'3 
îi'est  exprimé  que  par  un  seul  chiiiVe,  aussi  bien  que  le  divî-' 
seur.  Veut-on  diviser  35  par  7 ,  par  exemple?  on  descendra,  dans 
la  colonne  verticale  du  nombre  7,  jusqu'à  la  case  qui  contient  35; 
elle  répond  à  la  ligne  horizontale  qui  commence  par  5 ,  en 
sorte  que  35  =  7  X  5  ;  donc  5  est  le  facteur  ou  le  quotient 
<9ierché. 

l^oùr  diviser  65  par  9,  comme  on  ne  trouvé  pas  65  dans  la 
9*  colonne ,  maî's  63  et  72 ,  on  a  65=  7  X  g +2  :  on  voit  que  7 
est  le  quotient,  et  2  le  reste.  Il  faut  se  rendre  ces  divisions  très 
familières ,  afin  de  ne  pas  être  obligé  de  consulter  la  t«èle  de 
Pythagore  pour  les  exécuter. 

1 8.  Venons^n  aux  divisions  composées. 

1  *'  CAS.  Le  diviseur  n  ayant  qu'un  seul  chiffre.  Soit  proposé 
de  diviser  40  761   par  7,  c'est-à-dire  de  trouver  un  nombre 
qui,  multiplié  par  7,  reproduise  4^  761.  Si  ce  nombre  était 
connu  ,  on  le  vérifierait  en  le  multipliant  par  7  ;  les  unités  de*- 
vraient  donner  le  produit  i ,  en  retenant  les  dixaines  pour  les 
joindre  au  produit  suivant  ;  on  trouverait  de 
même  6  au*  dixaines;  le  produit  àé^  centaines    45''      f -2^ — 
donnerait  7;  enfin  celui  des  mille,  4^*  1-*  quo-     5^        ' 
tient  n'a  point  de  dixaines  de  mille ,  puisque     ^ 
10  000  X  7  donne  70  000,  qui  surpasse  4^  761  *       \t 
Concluons  cîe  là  que  4^  contient  le  produit  de       "ai 
7  par  le  cbifire  des  mille  du  quotient,  et  en        21 
outre.  la  retenue  faite  sur  les  centaines.  Le 
pkis  grand  multiple  de  7  contenu  dans  4^  est  35  ou  7  fois  5^ 
et  40  ^t  compris  entre  les  produits  de  7  par  5  et  par  6^  si  l'en 
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maltiplîe  7  par  5ooo  et  par  6000 ,  l'un  des  produit!  lera  donc 
moindre  9  et  Fantre  plus  grand  que  ^o  761  ;  ainsi  le  quotient 
est  entre  5ooo  et  6000,  c'est-à-dire  que  le  chiffre  des  mille  est 
5^  donné  par  ie  piu9  grand  multiph  de  7  contenu  dans  4o*  En 
retranchant  de  4^  ce  multiple  35 ,  le  reste  5  est  la  retenue  faite, 
dans  la  multiplication  par  7,  sur  les  centaines  du  quotient  Si 
donc  on  joint,  à  ce  reste  5,  les  autres  chiffres  761  du  dividende, 
5761  sera  le  produit  par  7  des  parties  inconnues  du  quotient; 
et  poor  trouver  celles-ci,  il  ne  s'agira  que  de  diviser  5761  par 
7,qae8tion  semUable  à  la  proposée,  et  qui  permet  le  même 
raisonnement. 

On  divisera  donc  par  7  les  centaines  57 ,  on  plutôt  le  plus 
grand  multiple  de  7  renfermé  dans  67  :  le  quotient  8  sera  le 
chiffre  des  centaines  du  quotient,  qu'on  posera  à  droite  du  5  qui 
ai  est  les  mille.  Observez  qu'il  est  inutile  de  descendre ,  près 
du  reste  5,  tonte  la  partie  761  du  dividende ,  et  que ,  pour  for* 
mer  le  diyidende  partiel  67 ,  il  sufiEbait  de  descendre  près  du  5 
le  chiffre  7  des  centaines.  £n  multipliant  8  par  7 ,  et  ôtant  le 
produit  56  de  57 ,  le  reste  i  est  la  retenue  qui  provient  des 
dixaine8,en  sorte  que,  si  l'on  joint  61  à  ce  reste,  161  est  le  pro- 
duit par  7  des  dizaines  et  des  unités  du  quotient  :  pour  les  ob- 
tenir ,  il  faut  donc  diviser  161  par  7 ,  et  ainsi  de  suite.  Le  quo- 
tient demandé  est  58a3. 

On  voit  qu'on  trouve  tour  à  tour  chaque  chiffre  du  quotient, 
en  commençant  par  ¥  ordre  le  plus  èlepè  j  et  qu^  il  faut  sans  cesse 
descendre^  près  du  reste^  le  chiffre  qui  suit  dans  le  dividende j 
puis  prendre  le  plus  grand  multiple  du  diviseur  qui  est  con^ 
tenu  dans  le  nombre  ainsi  formé. 

Lorsqu'on  s'est  exercé  à  ce  calcul ,  on  ne  tarde  pas  à  recon- 
naître que,  dans  une  opération  aussi  simple,  il  est  inutile  d'é- 
crire cltftque  produit  à  soustraire,  parce  que  la  soustraction  se 
Ul  de  suite.  Ainsi ,  après  avoir  trouvé  que4o  !  7  donne  le  chiffre 
5  des  mille  du  quotient,  on  prend  5  fois  7,  et  on  retranche  le 
produit  35  de  ^o ;  le  reste  5  s'écrit  sous  le  o  du  dividende;  oa 
y  joint  le  7  des  centaines,  et  on  dirise  57  par  7,  etc.  L'opé-^. 
nAîoB  se  réduit  alors  à  la  forme  que  nous  lui  avons  donnée 
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ci-contre.  Il  est  même  remarquable  qu'on  peut 
encore  l'abréger,  en  n^crivant  pas  chaque  reste   ^2^'     f  _7     ^^ 
iK>ur  le  joindre  au  cbîffre  qui  suit  dans  le  di-   "^îS     ).  ^^ 
YÎdende  :  par  exemple,  4^  !  7  donne  5,  qu'on        ^' 
écrit  sous  40^  le  produit  7  fois  5,  ou  35,  se 
retranche  de  4o>  et  l'on  conserve  dans  la  mé-    .     r    (  n 
moire  le  reste  5,  pour  le  j[oindre  au  7  des  cen-     5  éa3  | 
laines  ;  S7  :  7  ^onne  8 ,  qu'on  écrit  sous  les  7 
<»entaines  :  7  X  8  =  56,  qui,  été  de  57,^ donne  le  reste  i;  ce  i, 
}oint  aa  6  dixaînes,  donne  16  ;  16  I  7  =:=  2,  eta  Ce  calcul  a  la 
forme  très  simple  que  nous  avons  indiquée  ici. 
Voici  d'autres  exemples  de  ces  divisions. 

iQ  538  /  a  8  765  /  5  97  SS?   f  7 

6a69j~  i753|—     #       i3  94!  j-^ 

2*  CAS.  L,e  dipiseur  ayant  plusieurs  chiffres*  Proposons-nous 
de  diviser  1916  par  Ssg.  Puisque  829  X  10  =  8290,  qui  surpasse 
le  dividende  1916,  le  quotient  est  moindre  que  10  :  ainsi  le 
quotient  rûa  qu'un  seul  chiffre  y  supposons-le  connu  ,  et  on  le 
trouvera  facilement  en  faisant  les  produits  successifs  de  829  par 
X ,  Hf  3..,.,  jusqu'à  ce  que  ce  produit  soit  1916,  ou  que  la  diffé- 
rence avec  1916  soit  moindre  que  829.  Soit  5  ce  quotient. 

19 16  étant  =  829  X  5  -f-  le  reste  ,  si  l'on  , 

multiplie  par  5  les  unités  9 ,  les  dixaînes  2  et  '5 

les  centaines  3 ,  et  qu'on  ajoute  le  reste ,  on  ,  Produit    1645 
devra  reproduire  1916.  Le  calcul  indiqué  ci-  ^r^ 

contre  prouve  que  les  centaines  19  du  divi- 
dende sont  formées,  i®.  du  produit  i5  des  centaines  3  du  di- 
viseur par  le  quotient  supposé  5j  2®.  de  la  retenue  i  faite  sur 
les  dixainqs;  3®^  de  la  partie  3  qui  provient  de  l'addition  du 
reste  271. 

Il  suit  de  là  que,  si  l'on  pouvait  ôter  de  19  ces  deux  retenues, 
le  reste  i5  serait  le  produit  exact  des  centaines  3  du  diviseur 
par  le  chiffre  du  quotient;  et  la  division  de  i5  par  3  ferait 
connaître  ce  chiffre.  Mais  comme  on  ne  peut  ôter  de  19  la 
double  retenue    qu'on  ne  connaît  pas  d'abord,  on  divise  19 
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par  3,  prenant  ainsi  pour  dividende  un  nombre  trop  grand:  le 
quotient  qu'on  trouTe  peut  être  fautif;  mais  il  ne  peut  pécher 
qae  par  excës.  Dans  notre  exemple  >  19  !  3  donne  6  ;  mais  comme 
on  trouve  que  6  X  3^9  ==  1974  >  '9*6,  on  reconnaît  que  le- 
quotient  supposé  est  trop  fort  :  on  essaie  5;  et  le  produit  5x329 
est  1645  <^  19 16;  ce  qui  |>rouTe  que  5  n'est  pas  trop  fort,  et 
que  par  conséquent  5  est  le  quotient  cherché.  Otant  i645  de 
19169  ou  trouve  le  reste  271. 

Concluons  de  là  que  si  le  quotient  est  <^  10,  c'est*à-dîre  n'a 
qu'un  seul  chiffre ,  il  faut  supprimer^  à  droite  du  dividende  et 
du  diviseur j  un  égal  nombre  de  chiffres ^  et  diviser  les  parties  qui 
restent  ^  le  quotient  sera  celui  qvfon  cherche  j  ouïe  surpassera; 
la  multiplication  servira  ensuite  à  le  vérifier  (*).  Voici  quel- 
ques exemples  de  ce  calcul.  Dans  le  i*"^ ,  on  divise  72  par  8, 
mais  on  trouve,  par  la  multiplication,  que  le  quotient  9  est  trop 
fort,  et  on  le  réduit  k  8. 


Produit  06 
Reste 


7a  320  r  8  369  ^86  78a   f  99  aS7        823  945   f  8a  476 

5  368   (  qaotîent  87  lai    (  81  661    [ 


(^)  C'est  surtout  lorsque  le  deuxième  chiffre  vers  la  gancLe  du  diviseur 
surpasse  5,  que  la  tentaÛTe  conduit  à  supposer  un  quotient  trop  fort,*  car, 
dans  la  multiplication  du  diviseur  par  le  quotient  pour  reproduire  le  divi- 
dende ,  le  produit  du  premier  chiff're  à  gauche  du  diviseur  doit  être  ajouté 
ta  dixaines  du  produit  du  deuxième  chiffre ,  qui  ont  été'  retenues.  Pour 
f(35  :  287,  par  exemple,  si  Ton  dit  14  S  ^  donne  7;  ce  7  sera  trop  grand ,  at- 
tendu qu'en  multipliant  287  par  7,  le  produit  2x7  des  centaines  devrait  être 
accru  de  la  retenue  6,  provenant  de  87  x  7.  Mais  si  Ton  suppose  5  pour  quo- 
tient, comme  87  x 5  donne  4  à  retenir,  et  que  i4  "4  divisé  par  a  donne  en 
effet  5  y  il  est  clair  que  5  est  le  quotient  cherché. 

^  .       1435 

Observez  que  si  Ton  remplace  287  par  3oo,  le  quotient  ~ —  sera  trop  faible, 

puisque,  ayant  augmenté  le  diviseur,  il  est  contenu  moins  de  fois  dans  le 
dividende  i435.  Si  l'on  veut  éviter  de  longues  tentatives,  ^uan^f  le  deuxième 
chifre  vers  la  gauche  du  diviseur  surpassera  5,  on  ajoutera  i  au  premier 
chifre^  pour  obtenir  le  quotient  supposé  ;  mais  lorsque  ensuite  on  voudra 
vérifier  ce  quotient  parla  multiplication,  il  faudra  rétablir  le  diviseur  tel 
^'il  était.  L'erreur,  s'il  y  en  a ,  consiste  alors  à  donner  un  chiffre  trop  faible 
yo  qaoiicnty  et  cette  erreur  est  manifestée  par  nn  reste  qui  surpasse  |e  di- 
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Proposons  nous  maintenant  de  diviser  igi  667  par  3ig.  Je 
sépare  vers  la  gauche  du  dividende  )a. partie  1916,  qui  soitaasec 
grande  pour  contenir  le  divtâeur  Sag;  je  fais  la  division  de  1916 
par  329  ;  en  suivant  laV^Ie  précédente  :  le  quotient  est  5^  éou* 
liant  le  produit  i645  et  le  reste  27 1  ;  j'é- 
cris ces  nombres  ainsi  qu'on  le  voit  ci-  î^'f     I  ^ 
contre  :  ce  nombre  5  est  le  premier  chifire  itr Reste..  9718    \ 
du  quotient ,  et  désigne  des  centaines  y  ou  ao3a 
fioo,  attendu  que  1916  ^exprime  aussi  des  ^•R^®. .    tÇg 
centaines.  EnefiFet,  puisque  1916  est  com-   30  Reste...  âôo" 
pris  entre  5  et  6  fois  le  diviseur  829 ,  cette 
partie  1916  étant  des  centaines^  le  dividende  proposé  est  lui- 
même  compris  entre  5oo  et  600  fois  829  (n**  i3,  3°.)  >  donc  le 
quotient  cbercbé  est  composé  de  5oo  -f-  des  dixainea  et  des 
unités,  qu'il  s'agit  maintenant  de  trouver. 

£n  retranchant  du  dividende  le  produit  de  829  par  Soo,  partie 
connue  du  quotient ,  c'est-à-dire  en  ôtant  1645  de  1916,  et  joi- 
gnant au  reste  a  7 1  la  partie  87  qu'on  avait  séparée  y  il  est  clair 
que  le  reste  27187  est  le  produit  de  289  par  les  dixaines  et  les 
unités  inconnues  du  quotient ,  plus  le  reste  :  d'od  il  suit  que  si 
Ton  divise  27187  par  829,  on  devra  obtenir  au  quotient  ces 
dixaines  et  ces  unités. 

A  cette  question ,  semblable  à  la  proposée ,  le  même  raisonne- 
ment s'applique^  et  l'on  est  conduit  à  la  même  conséquence. 
Séparons  donc  le  premier  chifiPre  à  droite  *],  c'est-à-dire  descendons" 
seulement  le  8  à  la  droite  du  premier  reste  27 1,  ce  qui  donnera 
2718  à  diviser  par  529  :  le  quotient  8  est,  par  la  même  raison 
que  ci-dessus,  le  chiffre  des  dixaines;  du  dividende  partiel  2718, 
ôtant  le  produit  329X8=:2632,  le  reste  86  provient  du  produit 
de  329  par  les  unités  9  plus  l'excès  du  dividende  total  sur  un 
multiple  exact.  Enfin ,  si  Ton  divise  867  par  829 ,  on  obtient 


TÎMor.  Dans  le  cas  que  nons  considérons  dans  cette  note,  il  y  a  quelquefois  de 
Pavantage  à  doublor,  ou  tripler....  le  dividende  et  ic  diviseur ,  afia  d^amencr 
le  deuxrème  ehiffre  de  ccloi-ct  k  4tre  <  5.  Le  quotient  n*est  point  sltcrc  par 
ce  calcul (no  ï5,  !•.) 
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les  unités  2 ,  et  le  reste  U09.  C'est  le  raéiiie  calcul  qni  se  re-- 
produit  sans  cesse 9  et  qui  donoe  tour  à  tour  les  divers  chif- 
fres du  quotient,  en  Tertu  d'un  raisonnement  qui  diilere  peu 
de  celui  qu'on  a  £stit  dans  le  cas  où  le  quotient  n'a  qu'un  seul 
chi£Fre. 

jyonc,  pour  faire  une  dipision^  il  faut  séparer ^  vers  la  gauche 
du  dividende^  les  chiffres  nécessaires  pour  contenir  le  dipiseur^ 
diviser  cette  partie  par  le  dii^iseur;  le  quotient  v^aura  qu'un 
seul  chiffre,  qui  sera  le  premier  des  chifpks  à  gauche  du  quo- 
tient cherche j  et  son  ordre  sera  le  même  que  celui  des  unités  du 
dipidende  partiel.  On  multipliera  ce  quotient  par  le  diviseur  ; 
on  retranchera  le  produit  du  dividende  partiel;  à  la  droite  du 
reste,  on  descendra  le  chiffre  suivant  dans  le  dividende  pro^ 
posé,  et  on  recommencera  la  même  opération,  qui  donnera  le 
secoruî  chiffre  du  quotient,  de  même  ordre  que  le  chiffre  des- 
cendu.  On  continuera  ce  calcul  jusqu'à  ce  que  tous  les  chiffres 
du  dividende  soient  épuisés. 

Si  l'un  des  dividendes  partiels  ne  contient  pas  le  diviseur,  il 
ne  faudra  pas  oublier  de  mettre  un  zéro  au  quotient^  puis  on. 
descendra nin  second  cliilTre  du  dividende. 

Au  lieu  d'écrire  chaque  produit  et  de  soustraire,  il  est  phis 
court  d'effectuer  à  la  fois  la  multiplication  et  la  soustraction. 
Par  exemple,  lorsqu'il  a  fallu  multiplier  829  par  5  et  ôter  de 
igi6,  Toicî  comment  on  a  pa  opérer  :  5  X 9=4^  unités,  qu'on 
ne  peut  ôter  des  6  unités  du  dividende  1916;  mais  ajoutez  4 
dixaines  à  ce  6,  et  dites  46  —  4^=^  '  9  ^"^  ^^^s  poserez  sous  6. 
Comme  191 6  aura  par  là  été  augmenté  de  4^  >  pour  ne  pas  al- 
térer la  différence  cherchée  ,  il  faudra  de  même  ajouter  4o  an 
nombre  a  soustraire ,  c'est-à-dire  retenir  4  dixaines,  qu'on  join*- 
dra  an  produit  suivant  2  X  5=  10;  on  a  donc  i4  à  ôter  de 
1  dixaioe^on  dit  de  21  ôtez  i4>  il  ^^ste  7,  qu'on  écrit  sous  r, 
et  on  retient  les  deux  dixaines  ajoutées;  enfin  5x34-2=17, 
19 — 17"=3;  et  on  a  le  premier  reste  271. 

De  même,  pour  ôter  de  2718  le  produit  329  X  8,  on  dira 
Sx9'=73;  ajoutant  70  aux  unités  8,  on  a  78 — 72=6,  qu'on 
pose  aux  ooités,  el  on  retient  7.  Ensuite  2  X  8-h  7  =^  23 ,  ôléa 
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de  ï,  OU  plutôt  de  3r,  il  reste  S,  qu'on  écrit  y 

sous  I ,  en  retenant  3  ;  enfin ,  3  X  84-  3=  27 ,    '9^f  l^  f  »» 
étés  de  27  y  il  reste  a;  qu'il  est  inutile  d*é-        S  67  *  ^* 
crire,  etc.  L'opération  prend  alors  la  forme 
abrégée  que  nous  lui  avons  donnée  ici  (*), 

Yoici  quelques  exemplies  de  dÎTision. 

7^3 13.14^  f  836^  386782.67  f.  QQ887 

338  74     ^  7^12  07  l  ^        - 

3986  Reste....    '21998 

Reste 3  98(> 

82394568208.9  ,  8247685671  721.34»  fj§i 

8165307669  9  J  on  i39  3       i^ArS 

Reste.     74248056G0  I  5^  M  Q.i    t  'ï^ 

2  èj2 

Reste. .      24 1- 

'  700200. o3i    /  683679  25677.875  f  2568 

i652i  o3    -{"l^r"  25<)5  8      {   tyoQQ 

2847  451   l        ^  254  67     l  ^^^^ 

Reste. . .     112  735  23  5a5 

Reste. .     443 


(*)  Ce  genre  de  calcal  sert  aussi  h  Tcrifier  chaque  chiffre  du  quotient  :  on 
fait  alors  l'opération  ci-dessas,  en  procédant  en  sens  contraire,  c'est-h-dire 
de  gauche  à  droite  ^  et  si  quelque  soustraction  est  impossible,  à  plus^  forte 
raison  le  sera-t-elle  en  commençant  par  la  droite,  puisque  les  produits  à  re- 
trancher sont  augmentes  des  retenues.  Ainsi,  pour  -t^>  on  a  -^y  et  il  s^agit 

d'éprouver  le  6  qu'on  obtient ,  c'est-à-dire  de  s'assurer  si  le  produit  328x6 

est  ^  1916,  cas  oti  le  chiffre  6  n'est  pas  trop  fort.  Commençons  la  muliipli- 

cation  par  les  centaines,  on  dira  3x6=  18,  de  19,  il  reste  i ,  qui ,  joint  au 

chiffre  suivant  i ,  donne  1 1  dizaines  ;  d'où  l'on  ne  peut  ôter  le  proihiit  des 

dizaines  6  x 2  ou  12 ;  ainsi  le  6  est  trop  fort,  et  on  doit  essayer  5. 

Observons  que,  dans  toute  multiplication ,  chacune  des  retenues  ne  peut 

excéder  le  multiplicateur  qu'on  éprouve  :  s'il  est  5 ,  il  faudrait  que  l'autre 

facteur  fût  au  moins  10,  pour  que  le  produit  surpassât  5o.  Donc,  si  en  fai* 

sant  l'dpreuve,  comme  on  vient  de  le  dire,  on  trouve  quelqu'un  des  restes 

au  moins  égal  au  quotient  éproui^é^  on  est  assure  que,  lorsqu'on  f^ra^'opé- 

ration  de  droi'e  à  gauche,  et  qu*on  arrivera  à  ce  même  reste,  la  soustraction  sera 

25643"  a5 

possible,  Binsi  que  toutes  les  suivantes.  Par  exemple,  pour  ■  ^    ■ ,  on  dira  -r- 
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tg.  Nous  ferons  observer  que,  i^.  la  division  est  la  seule  des 
quatre  r^es  qni  commence  par  la  gauche. 

2?.  Lorsqu'on  a  trouvé  combien  de  fois  un  dividende  partiel 
contient  le  diyisenr ,  ce  chîfTre  est  toujours  précisément  celui 
qu'on  doit  mettre  au  quotient.  Cependant  comme  pour  trouver 
ce  nombre  de  fois ,  le  procédé  indiqué,  p.  24 9  consiste  à  réduire 
le  diviseur  à  son  premier  chiffre  à  gauche ,  il  se  peut  que  cette 
opération  donne  en  effet  un  chiffre  trop  fort  :  mais  l'erreur  est 
dans  ce  procédé  et  non  dans  le  principe  ;  car  une  fois  qu'on  a 
obtenu  le  quotient  de  cette  division  partielle,  on  est  assuré  que 
ce  chiffre  est  juste  celui  du  quotient  cherché. 

3**.  Chaque  chiffre  qu'on  descend  en  donne  un  au  quotient  ; 
r.un  et  l'autre  sont  de  même  ordre,  en  sorte  qu'on  peut  toujours 
donner  à  priori  la  quantité  de  chiffres  du  quotient ,  et  indiquer 
l'ordre  de  chacun. 

4^.  Tout  quotient  partiel  ne  peut  excéder  9,  qui  est  le  plu» 

1 70 
grand  nombre  d'un  seul  chiffre.  Ainsi,  pour  -^,  on  dira,  il  est 

vrai ,  en  1 7  combien  de  fois  i  ?  mais ,  loin  de  mettre  1 7  au  pro- 
duit ,  il  ne  faut  éprouver  que  9 ,  encore  ce  chiffre  est-il  trop 
fort  ici  j  le  quotient  n'est  que  8 ,  qu'on  aurait  obtenu  de  suite  éii 

in         .  in 

disant  —^,  au  lieu  de  — ^,  comme  le  prescrit  la  note,  page  25* 

5®.  Pour  éviter  les  erreurs,  il  conviendra  de  marquer  d'un 
point  chaque  chiffre  du  dividende ,  à  mesure  qu'on  l'aura  des- 
cendu. 


donne  8,  qn'on  reconnatùrB  être  urop  fort  :  il  faudra  ddoe  ëproover  7;  ce 
qu'on  fera  ainsi  qu'il  suit  :  8x7  =s ai  ;  de  35,  il  reste  4,  qn^on  joint  an  6 
des  ccotaîaes  de  35643  ;  on  a  46;  puis 7x6=: 35;  4^ — 35donnennreste^7; 
ainsi  7  est  le  quotient  cfaeccfae'.  En  général,  TépreuTe  doit  être  poufsée  jusqu'à 
nce  soustraction  impossible ,  on  jusqu'à  un  reste  an  moins  ëgal  an  chiffre 
cprouTé.  Si  le  1^  cas  arrive  ,  ce  «rhiffire  est  trop  fort;  dans  le  3«  au  con|/aire 
il  ne  Test  pas.  Il  est  rare  qu'on  soit  forcé,  pour  tériâcr  un  chiffre,  de  pousser 
k  calcul  insqo'anz  oaitéi ,  et  le  plus  souvent  on  reconnaît  s'il  est  bon  dis  Lr 
seconde  soustraction. 
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produit  serait  impossible  exactement.  Donc  |  91  plasieurê  fi 
'     taure  sontpremiers  auee  un  nombre  quelconque^  le  produit  t 
"  aush-i';  et  si  ces  facteurs  sont  premiers  entre  eax,  et  qa' 

Bombre  soit  divisible  par  cbacan  d'eux ,  il  le  sera  aussi  ] 
leur  produit. 

5°.  //  vfy  aqu^un  seul  système  de  facteurs  premiers^  ccpa 
de  produire  m»  nombre  donné.  Par  exemple,  36o=2'X  3*> 
iie  peut  être  produit  par  d'autres  facteurs  premiers ,  tels  < 
7  X  ïi  X  ?'•,  car  on  aurait  2^  X  3*  X  5  =  7  X  ïï  X  2,  e^ 
^ensuivrait  que  le  premier  membre  serait  un  multiple  de 
H  contré  ce  qu'on  a  ru  (i*.).  On  ne  peut  donc  admettre  pour  3( 

'  que  les  facteurs  premiers  2,  3,  et  5,  et  il  reste  à  faire  voir  qu 

se  peut  leur  donner  qu'un  système  d'exposans  ;  qu'on  n'a  p; 
par  exemple ,  3Go  =  3  x  3  *  X  5^  En  eflfet ,  il  en  ré$u1tei 
3? .  3* .  5  =  a .  3^ .  5^  y  ou  y  en  supprimant  les  facteurs  commu 
a^=  3  X  5 ,  ce  qui  est  absurde  (  1**.  )• 
-  6^.  Si  deux  nombres ,  tels  que  7  et  1  ï ,  sont  premiers  en 
eux,  deux  puissances  quelconques  de  7  et  1 1 ,  telles  que  7^  et  i 
sont-  aussi  premières  entre  elles;  'paisque,  si  elles  avaient 
facteur  commun ,  il  le  serait  aussi  de  7  et  de  1 1. 

'7**.  Soit  un  cubé  exact ,  tel  que  o6oo=:2o'*  :  si  l'on  décômp 
20  en  4  X  5,  8000  sera  le  cube  de  4  X  5;  m^is,  coinm^ 
multiplication  permet  d'intervertir  Tordre  des  facteurs ,  o 
8000=4^  X5^«  On  voit 'donc  que  chaque  facteur  se  trouve  él 
aà  cube.  On  peut  en  dire  autant  de  toute  puissance  ^  quels  4 
soient  les  facteurs.  Donc,  si  un  nombre  est  une  puissance  exac 
èh  U  décomposant  en  facteurs  premiers j  chacun  doit  êtreaffi 
d^un  exposant  multiple  de  la  puissance, 

25.  Pour  décomposer  un  nombre  en  ses  facteurs  premie 
on  le  divisera  d'abord  par  2,  autant  de  fois  successives  que  c 
sera  possible,  et  le  nombre  proposé  sera  le  produit  d'une  pi 
sànce  de  2  par  un  quotient  cpnnu ,  non  divisible  par  2.  On 
saiera  de  même  la  division  de  ce  quotient  par  3  j  autant  de  \ 
qu'il  se  pourra  ,  et  il  sera  le  produit  d'une  puissance  de  3  ] 
un  nouveau  quotient  connu,  non  divisible  par  5.  On  continui 
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de  même  li  ^rouyer  si  la  dhrisîon  est  possible  par  tons  les 

nomlwes  premiers  consécutifs  5,  7,11,1 3 Le  xlombré 

proposé  sera  le  produit  de  ces  dirers  nombres  premiers  ^  cfaacmi 
âeyé  à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  dirisions  qu'il 
a  effectuées. 

Par  exemple  y  pour  36o,  on  divisera  par  2  9 
puis  le  quotient  160  par  a^  enfin  90  par  2; 
comme  le  troisième  quotient  4^  n'est  plus 
divisible  par  2^  on  a  36o  =  2^  X  ^5.  On  di- 
visera 4^  P^i*  3  ;  on  aura  45  =  3*  X  5 ,  d'oii 
360=  a^X  3*  X  5.  La  décomposition  est  ici 
terminée ,  parce  que  5  est  un  nombre  premier.  On  dotinc  or- 
dinairement au  calcul  la  disposition  ci-contre ,  afin  de  mieux 
Toîr  la  série  des  facteurs. 
On  trouve  de  même  que  21O;  =  2  X'3  X  5  X  7  (*)• 
Ce  procédé  conduit  au  but  par  un  nombre  limité  d'essais.  On 
sait  d'ailleurs  que  la  résolution  en  £Eu;teurs  ne  peut  produire 
qu'un  seul  résultat  (24,  5^  }. 

26.  Il  arrive  quelquefois  que  les  essais  qu'on  tente  ne  réus- 
sissent point;  et  qu'on  ne  trouve  aucun  diviseur  exact ,  soit  du 
nombre  proposé ,  soit  de  l'un  des  qnotiens  auxquels  on  est  con- 
doit;  alors  ce  nombre ,  ou  ce  quotient ,  est  premier ,  et  on  ne 
peut  en  opérer  la  décomposition  en  facteurs.  Mais  on  doit  re- 
marquer que  ces  tentatives  inutiles  de  division  ne  doivent  être 
poussées  (pxejusqu^à  la  racine  carrée  du  nomhre  qu'on  veut 
diviser.  En  efiet,  puisque  ce  nombre  est  le  produit  de  sa  racine 
par  ieUe-inème^  et  qu'on  ne  peut  faire  croître  l'un  des  facteurs 
sans  que  l'antre  décroisse  pour  que  le  produit  reste  le  même  (  1 3) , 
on  voit  que  A  ce  dividende  a  l'un  de  ses  facteurs  plus  grand  que 

\^)  Soient  «t,  /Sy  y...  les  nombres  de  fois  qn^on  a  pa  diviser  un  nomhre  iV 

A        A        *\j 
par  les  nombres  premiers  a ,  5 ,  c. ...  ;  on  a  iV=  a    x  b    X  c^  x  .„  JYn'eat 

divisiUe  (  n*  27  )  que  par  les  divers  termes  du  produit 

(i+«-Hi*4-. .  .+«*)  X  (i-f-M-i*-*-. . .  ^  )  X  { i-fc-f-c«-f. .  .-f-c^}  X  . . .:. 
k  nombre  des  termes  du  produit ,  ou  la  qaotitc  des  diviseurs  do  JV  est 

I.  3 
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la  racine  I  Vautre  facteur  doit  être  moindre  ;  en  sorte  qu'un 
nombre  pe  peut  être  dÎTisible  par  une  quantité  qui  surpasse  s^ 
^inc  carrée ,  à  moins  qu'il  ne  le  soit  aussi  par  une  quantité 
moindre  que  cette  racine.  Qr,  quoiqu'on  n'ait  essayé  que  des  di- 
irisenrs  premiers ,  on  est  sûr  que  d'autres  nombres  non  premiers 
ne  pourraient  diviser  (n^  24^  4^0>  ^insi  l'on  a  par  U  reconnu 
qu'il  n'existe  pas  de  diyiseifr  moindre  .que  la  racine  du  diTÎ- 
dende  :  il  n'y  en  a  donc  pas  lyon  plus  qui  surpasse  cette  racine^ 
.  Par  exemple,  121  n'est . divisible  ni  par  2»  3,  $^  71  ni  ii,^ 
plusforte  raison  par  4 , 6,  8, 9  et  10  ;  et  compie.|/ 127  est  entre 
II  et  12;  on  est  assuré  que  127  est  un  nc^nbre  premier. 

1 524  est  divisible  par  3  et  4  »  «t  on  a  i524  =  2*  X  3  X  117* 
on  voit  ensuite  que  5,  7 ,  11  ne  divisent  pas  127.  Sans  pousser 
plus  loin  les  tentatives,  on  reconnaît  que  127  est  premier^  et 
la  décomposition  de  i524  est  terminée. 

27*  Cherchons  maintenant  tous  leg  divisêun  d'un  nondbre 
<donnék  On  le  décomposera  en;facteurs  premiers,  et  l'on  est  d'a- 
bord assuré  que  toute  combinaison  là  i|2àa,3à  3..*d€ces 
facteurs  sera  un  diviseur.  IVf ais  comme  ce  nc»nbre  ne  p9ujk  être 
divisible  que  par  toutes  ces  diverses  combinaisons  (24»  4^0»  V^ 
d'ailleurs  on  ne  peut  obtenir  qu'un  seul  système  de  facteurs  pre<- 
miers,  il  est  démontré  que  si  l'on  effectue  toutes  les  oombinai* 
sons  possibles ,  on  sera  assuré  de  n^avoir  omis  aucun  diviseur, 
ypici  un  moyen  de  n'oublier  aucune  de  ces  combinaisons  :  re- 
prenons l'équation  36o  z=  2^  X  3^  X  5  ;  avec  2^  on  formera  la 
somme  1  +  2  +  2*  +  2^ ;  avec  3*  on  formera  1+3  +  3';  enfin, 
5  donnera  i  +  5.  D'abord  chaque  terme  est  diviseur  de  36o. 
En  outre  si  l'on  multiplie  tous  les  nombres  de  la  première  somme 
par  tous  ceux  de  la  deuxième,  et  le  résultat  par  tous  ceux  de  la 
troisième ,  on  aura  visiblement  toutes  les  combinaisons.  Il  fau- 
dra donc  effectuer  la  multiplication  (i+2+4+8)X(  1+3+9) 
X  (  I  +  5  ) ,  et  on  sera  assuré  d'avoir  tous  les  diviseurs  i^ercbés, 
qui  sont 

I,     1,     3,     4,     5,    6,    8,    9,     10,     la,    i5,    18,    10,    a4,    3o,    36, 
40,    Ifif    (Soy     73,    goy     I39,     180,     36o. 
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Four  2io  =  aX3x5X7,on  formera  le  produit  de  1 4  2 , 
par  t  -+-  3 ,  par  i  +  5 ,  et  par  i  +  7  -,  el  on  aura 

I,    a,    3,    5,    6,    7,    10,    14,    i5,   21,    3o,    35,    4^>    ?<>>    'o5,    aïo. 

Pour €75 55: 3'. 5%  formez  (i+3+9+27)X(iy+5+a5),d*oà 

»»    3,    5,   9,    i5,    aS,    a7,    45»    75,    î35,    aa5,    675. 

28.  Soit  |Mropoté  de  trouver  le  plus  grand  nombre  qui  puisse 
diyîser  h  la  fois  3is  et  i3a  :  c'est  ce  qu'on  nomme  le  plut  grand 
commun  dipistur  entre  œs  deux  nombres.  En  les  décomposant 
l'aa  et  l'autre  en  leurs  facteurs  premiers  (aS) ,  on  trouve 

3i2  =  2^X3xi3,  i32=2*x3xii. 

ïl  est  TÎsible  que  2*  et  3  sont  les  seuls  facteurs  communs ,  et 
que  leur  produit  2^  X  3  ou  12 ,  est  le  plus  grand  diviseur  clier- 
ché.  Le  procédé  suirant  est  plus  court  et  plus  direct. 

Obseryons  que  si  i32  divisait  exactement  3 12,  i32  serait 

le  pins  grand  diviseur  de  ces  nombres ,  puisque  i32  ne  peut  en 

avoir  un  plus  grand  que  lui-même.  On  essaiera  donc  cette  di- 

tvinoh  jjl  ;  mais  on  trouve  le  quotient  2  et  le  reste  48^  en  sorte 

qVon  a 

3l2  =  2Xl32  +  48. 

DÎTisoiM  toutes  les  parties  de  cette  équali<m  par  un  diviseur 
qndoouqiie  3  oommun  k  3 12  et  à  i32;  ce  nombre  3  divisera 
aiisfî  a  X  -|3a  ivoy.  n^  21  )  :  ainsi  4^  àoii  être  aussi  nmltiple 

Je  3  j  car  le  quotient  de  ^  ajouté  à  celui  de  — 5 doit  don  - 

3i  2 
œr  le  mAme  nomlnre  que  le  quotient  —^  =104.  Concluons  de 

la  que  toul  dh^iseur  commun  à  deux  nombres  ,  dwise  aussi  U 
reste  de  la  dipision  de  V  un  par  l^ autre.  On  ne  peut  donc  cbercher 

les  diviseurs  communs  à 3i2  et  i32. .,.  A 

q«e  parmi  les  facteurs  de  ^S,  et  par  consé- 
quent que  parmi  les  nombres  qui  divisent 

àUfois. 48  et  i32..,.  B 

3.. 
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I  Mais  la  même  raison  prouve  qae^8  et  i32  ne  peuTeat 

mettre  de  diviseur  commun ,  k  moins  qu'il  ne  divise  aussi  3 
et  par  conséquent  3 12  et  i32.  Donc,  non-^seulement  tous 
diviseurs  communs  au  premier  système  A ,  le  sont  au  second 
maïs  réciproquement  tons  les  diviseurs  communs  au  second 
le  sont  au  premier  A;  en  sorte  que  chacun  de  ces  deux  ajsth 
n'a  que  I^s  diviseurs  communs  de  l'autre ,  et  les  a  tons.  Le  { 

I  grand  des  diviseurs  de  3 12  et  i32  est  donc  aussi  le  pins  gn 

•  entre  48  et  i32 ,  qu'il  s'agit  maintenant  de  trouver. 

La  reclierclie  proposée  est  donc  rendue  plus  simple»  poia 

48  est  ^  3i2.  En  raisonnant  de  même  sur  48  et  i32 ,  on  pr 

verait  que  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  celui  de  4^ 

'  de  36j  reste  de  la  division  de  i32  par  43>  que  celui-ci  esi 

)    même  qu'entre  36  et  12 ,  en  continuant  toujours  de  diviseï 

diviseur  par  le  reste.  On  donne 

au  calcul  la  disposition  ci-con-    3^^  f   i3a    f    48    f    36    f 
tre,  en  écrivant  chaque  reste  à  l     ^    1     *     l     '     1 

la  droite  du  diviseur,  afin  qu'il 

occupe  sur-le-champ  la  place  convenable  pour  la  division  si 
séquente.  Arrivé  au  diviseur  12,  on  trouve  que  la  dîvis 
réussit,  et  36  =  3  X  12;  ainsi  12  est  le  plus  grand  comm 
diviseur  entre  36  et  12;  par  conséquent  aussi  entre  48  et  c 
entre  i32  et  48,  enGn  entre  3 12  et  i32. 

Donc  f  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  en 
deux  nombres  j  dipisez  ^ un  par  Vautre  ;  dipisez  ensuite  le  di 
seurpar  le  reste ,  et  continuez  de  la  sorte  à  rendre  le  divisi 
dividende  ^  et  le  reste  diviseur  ^  jusque  à  ce  que  vous  troup 
un  diviseur  exact;  ce  sera  le  plus  grand  diviseur  comm 
cherché. 

Voici  encore  deux  opérations  de  commun  diviseur ,  l't 
entre  2961  et  799,  il  est  4?  '»  l'autre  entre  1 15  et  69,  il  est  ai 

^'  <  799  f  564   (  a35   C   94    U? ii5f    69    f   46    f    ac 

29.  Remarquez  que,  1°. le  calcul  conduisant  à  des  restes S2 
cesse  décroissans;  on  devra  arriver  nécessairement  à  un  di 
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•enr  exact;  ne  fùt-oe  que  l'onité;  daus  ce  cas,  les  deux  nom* 
inres  proposés  seraient  premiers  entre  eux.  C'est  ce  qui  arrive 
pour  5o  et  21  ^  dont  le  plus  grand  diviseur  commun  est  i.  Il 
est  fâcbeax  de  ne  pouvoir  reconnaître  ce  cas  à  priorij  puis^ 
qu'on  a  £siit  tous  les  frais  de  calcul  pour  arriver  à  un  divi- 
seur inutile* 

2\  Le  plus  grand  diviseur  de  deux  nombres  devant  diviser 
tous  les  restes  successifs  qu'on  obtient  dans  le  cours  de  l'opéra- 
tion j  s'il  arrivait  que  l'un  de  ces  restes  fût  reconnu  pour  on 
nombre  premier  ^  et  qu'il  ne  divisât  pas  le  reste  précédent ,  on 
serait  assuré  que  le  calcul  se  terminerait  à  l'unité ,  seul  diviseur 
des  nombres  proposés  ;  par  exemple  ^  pour  824  et  819  ^  lors- 
qu'on 3era  arrivé  au  nombre  premier  53  ^  qui  ne  divise  pas  i33^ 
il  est  inutile  de  pousser  le  calcul  au-delà. 

8a4  f  319  f  186  f  t33  f    53    nombre  premier. 
t     a     l     I     l     I     l     a 

3^  Pour  obtenir  tous  les  diviseurs  communs  k  deux  nombres, 
il  ne  fiiut  que  former  tous  les  diviseurs  du  plus  grand  diviseur 
commun.  Ainsi,  celui  de  3i2  et  182  étant  12  =  2^ X  3 ,  dont 
tons  les  diviseurs  sont  i ,  2,  3 ,  4>  ^  ^^  '^^  ^^  nombres  sont 
les  seuls  diviseurs  communs  à  3i2  et  i32« 

4^  Si  ,  dans  le  cours  du  calcul,  on  reconnaît  qu'un  nombre 
divise  deux  restes  successif ,  c'est-à-dire  un  dividende  et  un  di- 
viseur ,  ou  le  supprimera  dans  l'un  et  l'autre  ;  on  continuera 
le  calcul  y  et  l'on  multipliera  le  diviseur  commun  trouvé  par  le 
autour  supprimé.  G*est  ainsi  que  3720  et  32 10  sont  divisibles 
pour  10^  et  on  a  372  et  32i  :  la  première  division  conduit  au 
reste  5i ,  multiple  de  3 ,  aussi  bien  que  32 1  ;  ôtant  le  facteur  3, 
il  Tient  107  et.ji7  ,  dont  le  commun  diviseur  est  1 9  ainsi  celui 
^nombres  proposés  est  i*x  10  X 3,  ou  3o. 

Hais  si  l'on  reconnait  qu'un  reste  a  un  facteur  premier  qui  ne 
(Msepasle  reste  précédent  >  oh  peut  le  supprimer  sans  altérer 
lecommnn  diviseur  cberché.  £n  cbercbant  (p.  36)  ic  plus  grand 
lÎTisear  commun  à  2961  et  799  >  on  arrive  au  reste  564,  ^^^ 
^Anltipie  de  12  ;  d/ailleurs  le  diviseur  799  n'est  divisible  ni. 
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par  3  ni  far  2  ;  supprimant  donc  ce  facteur  12  ,  564  pon 
être  remplacé  par  47»  qu'on  reconnaîtra  de  suite  pour  le^m 
bre  cherché.  Cela  suit  4e  ce  qu'on  a  dit  (  n°  28  )  sur  la  1 
composition  des  nombres  en  facteurs  premier»  communs. 

3o.  Puisque  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nomi 
doit  diviser  tous  les  restes  donnés  par  l'opération  îndiqu 
dherchons  les  quotiens  successifs  de  ces  divisions.  Repren 
Fâxemple  de  2961  et  799, 

et  cherchons  combien  47  ^^  f  799  f  56j  f  a35  f  94  f  ^ 
tel  contenu  de  fois  dans  la  t    3    (     i     l    a    |    1    i 

série  des  diviseurs.  Il  eàt     ^         17        la        5         a 
d'abord  visible  qu'il  Cst  i 
feis  dans  47?  et  2  fois  dans  94*,  on  posera  i  sons  4?  ^  3  « 

235  ùS. 

94.  On  a  235  =  2  X  94  +  47  >  ^'^^  7-"  =  2  X  ^  + 

=  2X2-f-i>ou5y  qu'on  écrira  soûs  235.  Ce  chiffre  5  a 
obtenu  en  multipliant  entre  eux  les  deux  chiffres  écrits  t 
94,  et  ajoutant  au  produit  le  i  qui  est  k  droite  datis  ta  d 
nière  ligne.  De  même,  pour  obtenir  le  quotient  de  564 

■'  47>  00  a  564=2  X  235 +94,  d*oi -7^=2X5  +  2=:= 

47 
qu'on  posera  sous  564.  ^^  continuera  à  multiplier  entre 

Il  le^  deux  chiffres  écrits  sous  564  >  et  h  ajouter  le  chiffre  à  dtôi 

Voici  la  série  des  calculs  à  partir  du  chiffre  5. 

axa-hi==5,  ax54-a  =  i2, 

I  X   12  -I-  5  =  17,  3  X   17  +  12  =  63. 

•  ..»•■.-■• 
• 

Ce  calcul ,  auquel  nous  trouverons  par  la  suite  (n*  d&j»  at£ 
une  grande  utilité  ^  peut  ici  nous  servir  &  composer  deux  n 
bres  pour  lesquels  on  donne  le  commun  diviseur ,  le  noa 
de  divisions  nécessaires  pour  le  trouver ,  et  let  quotiens  aoo 
siife.  Apres  avoir  écrit  ces  quotiens  formant  la.  deuxième  lî( 
on  en  déduira  la  troisième  ligne  par  le  calcul  oi-deseua  }  < 
prenant  les  deux  plus  grands  résultats  f  on  les  multipliera 
le  facteur  commun  proposé. 

Voici  encore  deux  exemptes |  l'un  pottr  ii5  et  691;  doi 
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commun  diriseur  est  23  qu'ils  coutienncnt  5  et  3  fois  ;  l'autfe 
pour  3o85  et  91  o^  qui  oontiennerit  617  et  182  îoxà  le  lilivi- 
seur  5. 

ii5  f  ôp^fiifi^        3o85   f91?f355f2cori55r^  f^f^ 
5       3      3       1  617      18a    7,t     4^     ^^  •   îf       4  -i   '   '  . 

•       •  •  ■ 

3i.  R>Qr  obtenir  le  plus  grand  commun  divîseiîi^  '^jiiire'^lÀs 
quatre  nonadbres'iSbi  go^  4^  et  200,  on  trouvera  d^alk^â'èéliâ 
de  i5o  et  go  9  qtrî  est  3o  ;  le  nomln*e  chèi'ché  est  dbnci  àtji  un 
des  facteiirs  de  3o'  ;  ^uis  on  trouvera  lé  plus  grand  commun  dï- 
yiseur  de  3o  et  /^o ,  qui  eét  lOi^  enfin  ceWi'de  10  éï  H^ff'f^ùi 
est  10  :  c'est  le  nonAre  cherché.  L^  Quatre  nomlj^iéï|{i^(ifiiM 
n^oitt  donc  d'aûtresr  diviseurs  communs^ue  i.^  :&)  eft  ixiy(!ii^f6^ 
CàdèVappIiqûé  à  tant  de  nombres  qu'on  voudra.  ' 

32.  Etant  donnés,  plusieurs  nombres,  tels  que  2^  3;  4;  ^9  ^ 
et  1.2,  cherchons ,  le  plus  petit  nombre  divisible  par  fihffcw^  Il 
est  d'abord  daîr  qûe^  puisque  2^3,  4'e^^  sont  contenus  .e^uio- 
tement  dans  8  où  12,  tout  nombre  divisible  par  ces,  dei^x.  der- 
niers, le  sera  nécessairement  par  les^ autres,  auxqûeûjl  est 
par  conséquent  inutile  d'avoir  égard.  En  composant  un  nopil^re 
qui  renferme  tous  les  facteurs  de  8  et  12,  on  est  Rassuré  qu'il 
est  divisible  par  tons^Ies nofxibres  donnés;  et  si ,  6ti  otitr^,  il  ne 
contient  que  les  facteàrt  de'  8  et  l'a ,  il  est  Ib  plus  petit  divi- 
demle^  demandé.  Aiinsi^  on  a  2^>^3|^  6u24>  poui*  lè  nombre 
dierché.  On  toitdunc  i{Xie^pour  ôbtêhir  lé  plus  petit  nombre  di- 
pitSble  par  des  quantités  donnéék],  après  avoir  supprimé  celles 
qui  diuisent exactement  les  autres j  on  ne  s^occûpiYd'qwi'éé  telles- 
A*,  qu'on  déâonvpoéera  en  leiM  fàc^iùrs  pfemieri, ,t^' mhiJbré 
tJimhi  sera- formé  du j^dait  d^totiitceVfactéUr'ij  "cjficûr^iïéifé 
ttla  puissance  la  phH  haute  qui  ^affecté  danS  éks  àîii'irs  ri^ 
sukats.  "      . 

•  De  mâme  pour  2,  3,  5;  ro,  ï5;'  8,  24 ,  12  et  '6;  cdttime 
i^,  3,6,  8  et  12  divisent  24,  et  que  5  divise  i<y,  pA'iS^iura 
èprd  qu'à  10,  iST^et  24,  ou2  xS,  Sx  5  et  2'^x3^i,fc'  plo« 
petit  dîrideiide  cherché  estdcmei'x  3'X'ï=^tîî^o,' 
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I'» 


Des\  Conditions  pour  qa'un  nombre  soit  dii^isible 

par  2,  3,  5,  7.. . . 

33.  ôadît  qu'un  nombre  esVpairj  quand  il  est  divisible  par  2. 
Soit  -un  nombre  quelconque ,  tel  que  47^  >  ^^  ^^  décompose  en 
^ixaii^es  et  unités,  savoir,  47^  +  6=47X10+6:  la  première 
partif,.ij;^  10  est  divisible  par  a  ;  il  faut, donc  que  la  seconde 
le  soit,  pour  que  loi^ombre  proposé  soit  un  multiple  de  2.  Ainsi 
tout  nqn^re  terminé  par  un  chiffre  pair  jouit  8 étui,. de  la  pro^ 
prj^ié  <yétre  pftir^^  ou  dii^iaible  par,  a.  ^  ,  . 
^JÊn.  d^nipQsant  le  nombre  en  deux  pa],*tie9 ,  dont  l'une  soit 
^m^dç^.2^  3^ .,,  derniers  çbifires,  on  voit  de  même  ^e, 
pour  qu'il  soit  diifhiblê  pq^;  ^^  il  faut  que  les  deux  derniers  chif-*- 
Jres  fasserit  un  multiple  de  4  ;  pour  qu'il  le  soit  par  8 ,  que  les 
trots  deniieràjizéiént  un  multiple  de  8 ,  eta 

Dé  iti&ne ,  un  nàrnhre  n'est  multiple  de  S qi^ autant  qu^U  est 
ternnnii'par  o  ou  5.  A  h*ést  divisible  par  10 ,  que  lorsqu'il  l'est 
par  a'ietpitrS,  c^est-à-dire  lorsqrfil'est  terminé  par  un  zéro. 

On  trouverait  aussi  les  conditions  de  la  divisibilité  par  a5, 

.  .  ■     ■  «i  ■  »■ 

ôo ,  etc.  ' 


34.  Divisons  10  par  un  nombr^  donnié;  jtel  que  7  ;  le  reste 
estS;.  celui , de  x,oo,  ou  iq*,  divisé  par.^^.y.est  le  carré  de  3 
(twy.  n**  22)  ,  ou  plutôt  g  —  9  =.2,  De  xKiëme  celui  de  10^,  ou 
10*  X  10,  estaX  3,  ou  6;  cplui.de  lo*  est  6  X  3  =  18,  ou 
18  —  i4  =  4>  ^^^'  ^^  muUipli^nt  cbaque  reste  par  3^  et  ôtant  7 
s'il  est  possible,  on  auradonc  ainsi  l^s  restes  successifs  i,  3,2,^,4»  ^j 
deia  division  par  7,  des  pombreai,.  xo,  to%  10^,  10^  et  10^;  mais 
arrivé  à.  10^,  le  reste.est  $.X  3=  iS^i^  plutôt  i5—  i4==  >• 
Une  fois  qu'on  retrouve  l'i^n  des  restes  .préeédens,  c'est  une  con- 
séquence du  calcul  même  qui  conduit  à  ces  résultats  consécutifs  » 
qu'on  les  verra  se  reproduire  périodiquement ,  en  sorte  qa'en 
poussant;  indéfiniment  les  divisions  par  7  des  puissances  suc- 
cessives de  10  .  on  retrouvera  toujours  ces  restes  dans  le  même 
ordre.  Les  nofnbr^s  (i»;  ^..9  2,  6,  ^,  5)  qui  se  reprod|iJ«eat 
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continaellement ,  sont  ce  qu'on  nomme  la  Période.  Yeat-on 
savoir  le  reste  de  i  o'^  ?  il  est  le  même  que  celui  de  i  o^,  en  étant 
les  multiples  de  6  compris  dans  29,  attendu  que  la  période 
a  6  termes;  ce  reste  est  5.  Celui  de  10^^  est  le  même  que  pour 
iV,  ou  3.) 

On  pouTait  d'arance  être  assuré  de  l'existence  de  cette  pé- 
riode *,  car  le  reste  de  la  division  par  7  étant  ^  7 ,  il  ne  doit  au 
plus  y  aroir  que  ces  six  restes  i  ^  2 ,  3, 4»  ^  >  ^  ^  V^^  Tiennent  seu- 
lement dans  un  ordre  différent  de  celui-ci  :  on  est  certain  de  ne 
pas  trouyer  zéro  (  n°  24  )  9  la  division  ne  pouvant  être  exacte.  Il 
s'ensuit  donc  qu'on  doit  ^  après  six  divisions  au  plus  ^  retomber 
sur  l'un  des  restes  obtenus;  alors  la  période  recommence^  puis- 
qu'il faut  reproduire  les  mêmes  multiplications  par  le  premier 
reste.  Donc,  les  puissances  de  xet  5  exceptées,  quel  que  soit  le  cUr 
viseur  de  la  suite  indéfinie  i,  lo,  10%  10^.  •  • ,  les  restes  successifs 
formeront  toujours  une  période^  dont  les  termes  seront  en  nombre 
moindre  que  ce  diuiseur  n*a  cP unités.  Si  le  diviseur  est  un  nombre 
premier j  lajpériodecotnmence  cm  premier  reste.  En  effet,  prenons 
le  diviseur  7,  et  soient  10'^  et  io'%  deux  dividendes  qui  donnent 
le  même  reste,  la  différence  lo*' —  10'*  =  10**  X  (  10^  —  i  y, 
est  (n**  I  g)  un  multiple  de  7,  c'est-à-dire  que  lo^— r  i  est  divi- 
sible par  7  ^  puisque  10^^  ne  l'i^st  pas  (24,  i°*  )  »  donc  10^  divisé 
par  7  donne  le  reste  i  y  lequel  fait  par  conséquent  partie  de  la 
période,  et  la  commence. 

!•.  Prcions  g  pour  diviseur ,  le  reste  de  —  est  i  :  donc  la  pé* 
•  9 

riode  est  le  ^eol  cbiffre  i  ;  c'est-à-dire  que  toute  puissance  de  10^ 

ditfifée.parQjdonne  le  reste  1 .  Oq  peut  en  conclure  (n°  22)  que  ao, 
200..  • .  y, divisés  par  g ,  donnent  le  reste  2;  que  3o,  3oo..  •  •. 
donnent  3  ;  que  4c  9  4^^*-  *  -  donnent  4  9  etc.  Or,  un  uombsv 
td  que  8753  peut  être  décomposé  en  unités,  dixaines.. . . ,  oij^ 
8qoo  +  700  -j^  $e  -f"  3  ;  en  divisant  par  g ,  les  restes  sont 
8+  7  H*  54"  3<=?a3;  ainsi  le  reste  de  la  dif^ision  d'un  nombre 
pOTQ  est  le  même  que  le  reste  que  donnerait  la  somme  de  ses  chif* 
fns  considérés  coitMne  exprimant  de  simples  unités.  Rien  n'est 
doQfc  plus. aisé  que  de  trouver  le  reste  de  la  division  d'Un  nombre. 
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pfo:  9;  pour  8753^  par  exemple,  ce  reste  est  le  ibéme  que 
pour  2^,ou2^3:rz5,Si  la  somme  des  chiffrée  est  un  multiple 
dégèle  nombre  est  divisible  par  9. 

Lorsque  deux  nombres  sont  exprimés  par  les  mêmes  ohiffires^ 
mais  dans  un  ordre  différent,  ils  donnent  donc  les  même»  restes 
de  la  division  par  9;  leur  différence  est  donc  (n*  i&)  «n  multiple 
de 9*  Ainsi I  74029  —  974^^  =  64287=9X714^. 

a®.  On  verra  aisément  que  œs  propriétés  appartieonent  sHBrasi 
au  nombre  3. 

3^.  Si  le  diviseur  est  7,   la  période  est  '^  ^  ^ 

1,3, 2, 6, 4et5*  Soit  lediTÎdende  13627542  j         JlÉ^^ 


en  le  déoomposan/t  en  2  +  4<^  +  ^^  3  'x 

^7000+. .,  les  restes  de  ces  nombres,  di-  *  1*  ^  ^  i** 


tts   î2 


t  6x7  =  4* 

▼isés  par  7,  sont  respectivement  les  mêmes 

que  ceux  de  la  période ,  répétés,  2,4,5,  gomme  =  io5 

7. .  •  fois;  on  écrira  en  sens  inverse le^  nom-  ,  .     ,-, 

bresde  la  période  sous  les  cbiffre»ooasé-  Bi'aSi  a5i 

eutifs  de  la  quantité  proposée^>  ooàdme  on     T.a==  a  f 

le  voit  ci-dessus;  on  multipliera  ensuite    a.'j^îo  1*1.7=  7 
ebàque  chiffre  par  iceluî  qui  est  au-dessous.     J*^^  fl^'e^ 
La  somme  i  o5  des  produits  a  le  ménaie  reste  "T^        ^ZÎ3 

de  la  dirbibn  par  7,  que  le  nombre  piropoïé         \  -  ^ 
divisé  par  7;  et  comme  celui  de  io5  est  o,  l'un  et  Pautrv»  sont 
des  multiples  de  7.  r- 

Observée  qu'au  lieu  d'évaluer  les  quotiens  par  défaut ,  on  peut 
les  prendre  par  excès ,  c'est-à-dire  qu'il  est  indifférent  de  poser 
10^ égal  k  7X  1428-^4,  ou  à  7X1429— 3.  Des  ndftibife^i,  3,  2, 6, 
4'6t  5,  qilifon^ient  la  période,  on  peut  donc  rempfiuèér  ^'tl*oi9f 
4emiers  ptfleu^  supplément  à  7,  ou  i ,  3  et  2  ,  qiii  seront' té^ 
testes  soustl*aîts  des  multiples  de  7 ,  c'est-à*dH^  leS;  re^cs  négà^ 
êifs  (n^  4)'  ^  période  est  réduite  aux  trois  nombres  r^  3-,  2  ;  seôlé^ 
ment  les  produits  sont  tantôt  additifs  et  tantôt  ^ttsfl^àdtHS^ 
Ainsi  l'on  partagera  lés  nombres- en  tranches  de  t^ots  eh'îffresp 
et  il  faudra  soustraire  des  autres  les  produits- ddhïiés  p^¥  lièiii 
tranches  de  rangs  paires.  Le  calcul  se  dispose  comme  oA  voit  cK 
dessus  y  oii  la  barre  est  placée  sur  1^  facteurs  donlrlér'i^tlkhrHs 
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sont  ftMistractifs.  Ici  le  reste  de  la  division  de  1 352^542  par  7 
est  le  même  que  celui  de  3o  —  23  z=  7,  ou  zéro. 

4°.  De  même  pour  le  diviseur  1 1 ,  après  avoir  trouTé  que  la  pé« 
riode  est  i,  lo^  on  peut  remplacer  10  par  11 — 10^  ou  i,dont  le 
produit  devra  être  soustrait,  c'est-à-direquela  période  est -f- 1 , 
•—  I .  Donc  y  si  Von  ajoute  tous  les  chiffres  de  rrnigs  impairs  d'un 
nombre  proposé^  qu'on  en  retranche  la  somme  des  chiffres  de 
rangs  pairs  ^  le  reste  sera  celui  de  la  diplsion  de  ce  nombre 
jDar  II,  Pour  732931 9  on  a  i+9-|-3=i3,  3+2-f»7s=ia, 
i3 — 12,  ou  i^  est  le  reste  de  la  division  de  732  931  par  11.  De 
même,  pour  4^9  180,  on  aura  o  -|- 1  +  î*  =  3  ;  8+9+4  =  21; 
et^  comme  on  ne  peut  6ter  21  de  3 ,  il  faudra  ajouter  à  3  un  mul^ 
tiple  sufi&sant  de  1 1 ,  tel  que  22;  alors  on  aura  22  +3  —  21  =4 1 
qui  est  le  reste  cberché.  63  61 3  est  un  multiple  de  1 1 ,  puisq-ue 

3  +  6-1-6 — I — 3=i5— ^4=^*' 

5^.  Le  même  principe  montre  que  le  diviseur  37  engendre  la 
période  i,  10  et  26,  composée  de  trois  nombres  seulement  {^)  \ 
et  comme  26  peut  être  remplacé  par  -^11,  qui  en  est  le  supplér 
ment  i  37  ,  la  période  est  (  i  y  10  et —  ii).  D'après  cela,  pour 
savoir  si  17  538  224  est  multiple  de  37,  fa  joute  les  chiffres  d§ 
trois  en  trois  rangs ,  savoir  : 

4  +  8  +  7  =  19,  2  +  3  +  î  ~  6,  2  +  5  =  7. 

Je  multipAîe  ces  résultats  respectifs  par  1  /  t<y  et  <*—  1 1 ,  et  f  aï 
19  +  60  —  77 ,  ou  2,  pour  le  reste  èé  là"  division  du  nombre 
proposé  par  37. 

&*,  Lorsqu'on  divise  un  nombre  impaif  par  6 ,  le  feste  ne 
peut  être  que  t ,  3  ou  ffj  ou  bien  i ,  3  et  -^^  i ,  en  remptâôaAt  5 


i!  .;.    ■  ■    j  .i.i'  '  '^ 


(*)  Quand  la  quodtd  des  termes  de  la  période  d^on  diviseur  premier  nVst 
pis  précisément  ce  diviseur  moins  an,  elle  est  partie  aliquotede  ce  nombre. 
C^ci»  aÎBSi  que,  ponf  f^»  k  période  n-a  pas  la  terhies ,  mats  seufemeht  6  »  et 
6 divisa  la.  De  même,  pdur  la  diviseur  1 1,  la  période  n'a  qne  a  termes  ]  et  a 
m  Êwcenr  de  1 1— i ,  on  10  :  enfih ,  pour  37,  la  ptîrtode  est  fortune  de  3  nôm- 
Ines  seulement ,  et  36  admet  le  faetciur  3.  yùy,  les  Reekerthes  nriih,  de 
GiiMs,  n*  3ia. 
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par  —  I .  Ainsi  le  reste  ne  peut  être  que  i  ou  -^  i ,  sî  le  nemibre 
n'est  pas  divisible  par  3.  On  Toit  donc  que ,  de»  qu'an  nombre 
n'est  divisible  par  2 ,  ni  par  3 ,  il  ne  peut  donner,  pour  restede 
la  diyision  par  6 ,  que  l'unité  positive  ou  négatiTis  (*)« 

Preuves  des  quatre  Règles. 

35.  Comme  on  peut  commettre  des  erreurs  dans  un  calcul,  il 
est'  utile  de  s'assurer  de  l'exactitude  du  résultat  par  une  opéra* 
tion  qui  en  est  la  preuve.  Pour  qu'elle  conduise  au  but  qu'on 
se  propose ,  elle  doit  être  plus  facile  à  pratiquer  que  la  rëgle 
même,  car  elle  serait  plus  sujette  à  erreur.  Ainsi,  quoiqu'on 
puisse  vérifier  une  multiplication  en  divisant  le  produit  par  l'an 
des  facteurs,  et  voyant  «i  1  autre  facteur  vient  au  quotient,  on 
sent  que  ce  procédé  pénible  n'est,  pas  propre  à  faire  distinguer 
si  l'erreur  est  dans  la  multiplication  ou  dans  la  division. 

I®.  On  vérifie  l'addition  par  l'addition  même.  Si  Pon  a  fait  le 
calcul  en  opérant  de  haut  en  bas,  on  le  recommencera  dé  bas  en 
haut,  on  bien  on  coupera  l'addition  en  plusieurs  antres  ;  ou  Poil 
ajoutera  aux  divers  nombres  donnés  des  quantités  qu'on  ôtera 
ensuite. 

On  peut  aussi  commencer  ce  calcul  par  la  colonne 
de  l'ordre  le  plus  élevé.   Ainsi,  dans  l'exemple  ci-  '  ?  ^on 
contre,  la  colonne  ^^s  mille  a 6  pour  somme  ^  et  comme 


ou  en  a  trouvé  7,  7 — 6,  ou  i ,  qu'on  pose  sous  le  7,     ^-^ 
annonce  qu'on  a  reporté  i  à  cette  colonne ,  et  que  par      ,  23^ 
conséquent  celle  des^  centaines  a  donné ,  non  pas  3 , 
mais  i3.  Cette  colonne  ne  donne  que  11,  i3— 11  =  2  est  ^pv^ 
la  retenue  des  dixaiues,  qui  ont  fourni  ^5,  etc/^  à  la  colonne 
des  unités,  on  doit  trouver  o  pour  différence. 


('')  Ou  dit  algébriquement  que  tout  noqibre  pcepaier  (excepté  3  et .3)  est 
compris  dans  la  forme  Qnzizi.,  n  étunt  un  entier  quelconque,  li  ne  serait  pas 
vrai  (l^uvanccr  que^  réciproquement,  tout  nombre  de  cette  (orme  soitpremien 
On  n'a  pu  réussir  encore  h  trouver  une  formule  qui  renferme  tous  les  nombres 
premiers ,  et  ne  comprenne  que  ces  nombres. 
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2®.  La  preaTe  de  la  soustractioD  se  fait  en  ajoutant  le  reste  au 
nombre  soustrait  ;  on  doit  retrouver  le  plus  grand  des  deux 
sombres  donnés. 

3\  Four  la  multiplication,  on  échangera  le  multiplicateur  et 
le  multiplicande  (  n^  1 1  )  ;  ou  bien  on  multipliera  ou  on  divi- 
sera les  facteurs  par  des  nombres  arbitraires ,  et  le  produit  aura 
éprouvé  un  changement  déterminé  par  ce  qu'on  a  dit  n^  i3  ;  il 
sera  aisé  de  vériGer  si  cette  condition  est  remplie. 

4^  Si  Ton  multiplie  le  quotient  par  le  diviseur ,  et  si  l'on  ajoute 
le  reste,  on  devra  trouver,  pour  résultat,  le  dividetide  (n^  i6).  Il 
est  aisé  de  vériGer  ainsi  toute  division.  On  a  encore  une  autre 
preuve  de  cette  rëgle,  en  multipliant  ou  divisant  le  diviseur  et 
le  dividende  par  un  même  nombre;  le  quotient  doit  rester  le 
méme(n®  i5,  i®.  ). 

5®.  On  pourra  aussi  vériGer  la  division  et  la  multiplication , 
en  divisant  par  un  nombre  quelconque ,  les  deux  facteurs  et  le 
produit  9  puis  voyant  si  le  produit  des  restes  des  facteurs  est  égal 
aaresteduproduit(n'*22);comme  les  restes  sont  faciles  à  trouver 
pour  les  diviseurs  9  et  1 1  (u®  34,  i".  et  4**0>on  les  préfère  ordi- 
nairement pour  cet  usager  Nous  en  donnerons  ici  un  exemple. 
On  a  trouvé,  page  19,  que  53  687  X  908  =  4^  ^i^  796.  Pout 
▼érifier  ce  calcul,  ajoutons  tous  les  chiffres  de  ces  trois  nombres 
et  supprimons  9  chaque  fois  qu'il  se  rencontre  ;  les  restes  se- 

16 
ront  2 , 8  et  7.  Or,  2  X  8=  16,  et  7  est  le  reste  de  — ,  puisque 

y 

6  -|-  I  =  7  ;  donc  l'opération  n'est  pas  fautive ,  k  moins  cepen- 
dant qu'il  n'y  ait  quelque  compensation  dans  les  erreurs ,  ou  des 
chifires  déplacés,  etc. 

Si  l'on  veut  prendre  11  pour  diviseur,  il  faut  retrancher  les 
cliifires  de  rangs  pairs  de  ceux  de  rangs  impairs  dans  les  trois 
nombres(n''  34,  4**0>  on  a  18  —  11  =7,  17  —  0=17,  ou  6, 
25  —  27  =  —  2  ou  9  (supplément  de  2  à  11).  Pour  que  la 
multiplication  soit  exacte,  il  faut  que  7  X  6,  ou  4^  divisé  par  1 1 , 
donne  le  reste  9  ;  ce  qui  a  lieu  en  effet. 

En  divisant  700  200  o3i  par  683  679,  on  a  1024  pour  quo- 
tient, et.  1 12735  pour  reste  (p«  28)  :  ajoutons  les  chiSres  qui 
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ûompoieftl  ces  nombres,  pour  tron^er  les  restes  de  leur  division 
-piar  9  :  ces  restes  sont  4  pour  le  dividende,  3  pour  le  dhrifleïir ,  7 
pour  le  quotient,  et  i  pour  le  reste;  le  produit  7  X  3 ,  ou  21 , 
ajouté  à  lin ,  donne  aâ ,  ou  4  :  ainsi  4  doit  être  le  reste  de  ta  divi- 
sion du  dirideadie  par  9;  ce  qui  se  vérifie.  On  disfiose  le  catcut 
iê  ces  deux  prewes  comme  il  suit  : 

Mulf^'    a   1  Diuid^*   4  1  Divis'  S    ai  -|-  i  on  4 

l  16007         ^ V7^ 

Multr      8  j  Reste...   1  I  Quot.    7 


Prod. 


IL    DES   JfOMBHES   FRACTIONNAIRE. 


Nûture  et  transformation  des  Fractions. 

4 

36.  Mesurer  une  chose,  c'est  donner  l'idée  précise  de  sa. 
grandeur ,  en  la  comparant  à  celle  d'une  autre  de  même  espèce, - 
qui  est  déjà  connue,  et  qu'on  prend  pour  uniié.  Si  Punité  est 
contenue  un  nombre  de  fois  exact ,  cette  quotité  est  la  mesure  j 
sinon  on  peut  prendre  une  autre  unité  qui  remplisse  cette  con- 
dition-, car  sa  grandeur  est  absolument  arbitraire  et  indépen- 
dante de  la  chose  qu'on  veut  mesurer;  en  sorte  qu'on  peut  ex- 
primer la  grandeur  de  celle-ci  par  des  nombres  très  dtfférens, 
suivant  qu'on  prend  telle  ou  telle  unité. 

Pour  acquérir  la  connaissance  préalable  de  plusieurs  gran^ 
deurs  ou  unités  de  chaque  espèce,  on  divise  l'unité  primitive  en 
portions  égales, dont  le  nombre  soit  tel ,  que  l'une  dci  divisions 
soit  contenue  exactement  dans  la  chose  à  mesurer;  et  c'est  cetto 
partie  qu'on  prend  pour  nouvelle  unité.  La  mesure  est  alors  c6 
qu'on  appelle  une  Fraction  j  c'est-à-dire  une  ou  plusieurs pmtiei 
de  r unité.  Lorsqu'on  dit  d'une  chose  qu'elle  est  les  cinq  sep- 
tièmes de  l'unité ,  il  faut  entendre  qu'après  avoir  partagé  l'unité 
en  sept  parties  égales,  cinq  de  ces  parties  ont  formé  un  assem- 
blage égal  à  cette  chose.  / 

Il  suit  de  là  que  toute  fraction  doit  être  énoncée  à  l'aide  de 


deux  nombres:  l'un  qu'on  nomme  fiinominateur ,  marque  en 
combien  de  parties  l'unité  est  divisée  ;  l'autre  j  qiyi  est  le  Numé^ 
rateur,  indique  combien  on  prend  de  ces  parties  :  dans  cinq 
septièmes  y  5  est  le  numérateur,  7  le  dénominateur.  On  écrit  ocfe 
deux  nombres  en  les  séparant  d'un  trait,  le  numérateur  plaoé 
en  dessus,  le  dénominateur  en  dessous,  |.  Les  fractions  iy-f,  i> 
s'énoncent  une  demie,  un  tiers,  un  quart.  Pour  tontes  les 
antres  on  lit  les  deux  cbifPres,  en  ajoutant  la  finale  ième  au  dé<- 
nominateur;  § ,  tV  ^  lisent  5  huitièmes ,  7  onziètties. 

87.  Pour  multiplier  ^  par  7,  comme  chaque  septième  pris  7 
fois  donne  l'unité ,  nos  f  produisent  5  unités ,  ou  f  X  7  =  S; 
donc  toute  fraction  multipliée  par  son  dénominateur  produit  le 
numérateur, 

II  suit  de  là  que  f  est  le  quotient  5  divisé  par  7 ,  d'après  la 
définition  (o^  5] ,  c'est-à-dire  que  tûwkê  fraction  est  le  quotient  de 
la  division  du  numérateur  par  le  déno/ninateur  ;  et  c^est  pour 
cette  raison  qu'on  a  écrit  de  même  une  fraction  et  une  division. 
Le  quotient  de  4?  >  divisé  par  7 ,  est  donc  6  -f"  f  9  puisqu'en 
mnltipHant  cette  quantité  par  7 ,  on  a  4^  -f-  5^  ou  47*  Donc,  ei 
au  quotient  entier  d^  une  dipision^  on  ajoute^  une  fraction  qui  ait  le 
re^tâpoUr  numérateur  ^et  le  diviseur  pour  dénominateur ^  on  aura 
le  quotient  exact»  72312146  :  8369  donne  864o  pour  quo-r 
tient,  et  SgSG  pour  reste  \  le  quotient  exact  est  donc  864o-4-  ff||* 

Donc,  i^.  si  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  égaux,  la 
fraction  vaut  i;   ce  qui  est  d'ailleurs  visible  de  soi-même  : 


11  .  r*  ___  _ 

77  —  is *• 


2^  Si  le  numérateur  surpasse  le  dénominateur ,  la  fraction  est 
^os  grande  que  l'unité;  on  l'appelle  un  Nombre  fractionnaire  ^ 
le  mot  fraction  s'appUquant  plus  ordinairement  aux  nombres 
qoi  sont  ^  i*.  On  extrait  les  entiers  contenus  dans  une  frac^ 
tûm^  en  dirisant  le  numérateur  par  le  dénominateur  :  ^ ,  ou  37 
dhisé  par  5^  est  =  7  +  £•  H  est  en  effet  évident  que,  notre 
unité  étant  partagée  en  5  parties ,  la  fraction^contiait  autant 
d'onités  qu'on  prend  de  fois  5  parties ,  ou  autant  que  37  con- 
tient 5. 
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Réciproquement  y  pour  convertir  les  entiers  en  fractionBj  U 
faut  les  multiplier  par  le  dénominateur  :  pour  réduire  7  en 
cinquièmes  9  on  multipliera  7  par  5 ,  et  on  aura  7  =  ^  ;  de 

même  8  +  f  =  ^  4-  f  =  ^. 

3^  Diviser  un  nombre  par  297,91  ''*  *  *'  ^^  ®^  prendre 
la  moitié 9  le  7*,  le  9*,  le  1 1*. . . 

4*'-  Prendre  les .  |  d'un  nombre ,  c'est  le  couper  en  7  parts 
égalas  9  et  prendre  cinq  de  ces  parts.  Il  faudra  donc  diviser  ce 
nombre  par  7  »  et  multiplier  le  quotient  par  5  De  ces  deux 
opérations,  on  peut  faire  celle  qu'on  veut  la  première  (  p.  2 1 ,  4^.  ). 

Ainsi. les  |  de 8i sont  5 fois  —  =5x  ia  =  6o,ou  = ^  : 

'        ^  7  7 

les  ^de4o  valent  ^-^J?  =  ^  =  lof?. 

38.  Lorsqu'on  augmenta  le  numérateur  seul,  la  firaction  croit, 
parce  qu'on  prend  un  pInS  grand  nombre  de  mêmes  parties  de 
l'unité.  Si  l'on  augmente  le  dénominateur  sans  changer  le  nu-* 
mérateur,  la  fraction  diminue;  car  l'unité  étant  divisée  en  plus 
de  parties,  elles  sont  plus  petites,  et  on  en  prend  un  même  nombre. 
Ainsi  on  peut,  dans  certains  cas,  recouEiaitre  de  suite  quelle  est 
la  plus  grande  de  deux  fractions  :  7^7,3:>5,3  ^f» 

Il  est  aisé  de  voir  qu'en  doublant  les  deux  termes  d'une  frac- 
tion ,  sa  valeur  demeure  la  même  ;  car  si  Ton  double  le  dénomi- 
nateur 7  de  f ,  chacune  des  parties  sera  partagée  en  deux, 
puisque  l'unité  en  contiendra  14  au  lieu  de  7.  Pour  avoir  la 
même  grandeur  y  il  faudra  donc  prendre  deux  parties  au  lieu, 
d'une ,  4  au  lieu  de  2. .  •  .^  enfin  10  au  lieu  de  5  ;  et  yf  sera  =  f. 
En  triplant  7  et  5 ,  on  aurait  de  même  ^  =  f  ,  etc.  Donc  la 
valeur  (Tune  fraction  ne  change  pas  lorsqu'on  en  multiplie^  et 
par  conséquent  lorsqtûon  en  dipise  les  deux  termes  par  un  même 
nomore  .3  —  |  —  7^  —  ,y  —  -^^  ,  y%^  —  Ta  —  ï« 

Nous  conclurons  de  U  que,  i*.  pour  amener  les  fractions  f  et  \ 
à  être  affectées  d'un  même  dénominateur ,  multiplions  les  deux 
termes  5  et  7  de  la  première  par  4»  et  les  deux  termes  3  et  4  de 

la  seconde  par  7  ,  nous  aurons  — %  et  7——  ou  77  et  f^  ;  il  est 
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[ue  ce  calcul  ^  qui  ne  change  pas  la  Taleor  des  fractions , 
onne  le  même  dénominateur  4  X  7  "==  7  X  4*  I^onc  on  ré* 
deux  fractions  au  même  dénominateur ^  en  multipliant 
ux  termes  de  chacune  par  le  dénominateur  de  Vautre 
on*  Il  est  donc  bien  facile  de  distinguer  quelle  est  la  plus 
e  de  deux  fractions  données  ;  par  exemple^  îç >|f  équivaut 

même  raisonnement  prouve  que ,  si  l'on  a  plus  de  deux 
ons  ^  en  multipliant  les  deux  termes  de  chacune  par  le 
it  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres  ^  on  les  réduira 
ême  dénominateur  ^  qui  sera  le  produit  de  tous  ces  déno- 
teurs.  Soient  f,  f  et  |;  on  multipliera  les  deux  termes 
>ar  4  X  7  =^  3*-8,  ceux  de  f  par  3x4=  '^ ,  enfin  ceux 
>ar  3  X  7  =21  ;  il  viendra^,  f|«tf^;  JonCï>  f  >|. 

réduction  au  même  numérateur  se  fait  aussi  facilement  y 
turrait  également  servir  à  distinguer  quelle  est  la  plus 
le  de  plusieurs  fractions. 

On  amène  aisément  toute  fraction  à  recevoir  pour  déno« 
teur  ua  nombre  donné,  qui  est  un  multiple  exact  de  son 
minateur  actuel.  Ainsi,  7^  peut  prendre  60  pour  dénomi- 
ir ,  car  60  =  5  fois  la  ;  et  en  multipliant  les  deux  termes 
»  on  a  77 — çj. 

iraqne  les  dénominateurs  ne  sont  pas  premiers  entre  eux , 

Uuction  au  même  dénominateur  peut  donc  beaucoup  se 

ilifier.  Pour  ^  et  ^,  on  voit  de  suite  qu'en  multipliant  par  a  les 

L termes  de  i,  on  a  1,  qui  a  même  dénominateur  que  |.-  De 

le  I  et  f ,  deviennent  \  et  |.  Pour  r:  et  | ,  on  multipliera  7  et 

«r  a ,  puis  5  et  8 ,  par  3 ,  et  il  tiendra  ^j  et  i|.  En  général ,  on 

rdiera  (n**  Sa)  le  plus  petit  nombre  divisible  par  tous  les  déno^ 

ateitrs  proposés  j  et  on  pourra  faire  sentir  ce  nombre  de  déno^ 

\ateur  commun.  Par  exemple,  soient     i    f    |    i    -J    -^ 

h  «voir  troayé  que  ^4  est  le  plus  petit  nombre 

■Uepar  3,  3,  4,  6,  8  et  la,  on  diviseraa4par 

fiiott  nombres,  et  l'on  aora  pour  quotkns. . .  «  •   id    8    6     4     3     a 

KpGant  les  denz  termes  de  chaqne  fraction  par 

fMintqDilnicomspondion. ...•.    li  Ifi  if  ^  ^  if 

I.  4 
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La  r.éductioii  au  même  dénominateur  est  ainsi  faite  sous  b 
forme  la  moins  composée. 

3**.  Toute  fraction  dont  les  deux  termes  contiennent  le  ménie 
facteur,  prend  une  expression  plus  simple  par  la  suppres* 
sion  de  ce  facteur  >  et  elle  conserve  la  même  yaleur.  Si  Fonamèm 
la  fraction  à  ne  plus  ayoir  de  diviseur  commun  à  ses  deuxtemiasi 
il  sera  désormais  impossible  de  lui  faire  prendre  une  forme  plu| 
simple;  car  si  7  et  1 1  étant  premiers  entre  eux,  on  admettait,  |^ 
exemple,  que  ^ï  P^^^  être  réduit  à  la  valeur  moins  composée  |j 

(m  aurait,  en  réduisant  au  même  dénominateur  '  '-  =      ^/»% 

44         44, 

ou  7  X  4=  3  ^  '  **  ^^  ^^^  ®^^  absurde  (n^  24 >  5°) •  puisqjbe 
3  X  II  devrait  être  divisible  par  7. 

Ainsi  ,j[>oz^r  réduire  une  fraction  à  uns  valeur  égale  plus  sirmph 
et  irréductible  y  il  suffit  de  supprimer  tous  les  facteurs  communs 
à  $es  deux  termes. 

Four  cela ,  on  décompose  ces  nombres  en  leurs  facteurs  pre^ 
miers  (n**  25),  et  on  ne  laisse  subsister  que  ceux  qui  ne  sont  p^ 
communs.  Il  est  plus  simple  de  chercher  le  plus  grand  commun 
dipiseur  des  deux  termes  (  n®  28  ) ,  et  de  diviser  ces  termes  par 
ce  diçiseur.  Ainsi,  pour  t^i  on  a  trouvé  (p.  36)  que  47  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  799  et  2961  :  divisant  ces 
nombres  par  47  >  on  a  -g^  pour  la  plus  simple  expression  de  â^^* 
^us  avons  même  indiqué  (n^  3o)  un  procédé  facile  pour  dé- 
duire les  termes  cberchésde  la  série  des  quotiens  qui  conduîseait 
au  commun  diviseur.  Voici  le  calcul  pour  lesdeux  fractions  ^^ 
«t 'fohy  q^'on  réduit  à  ^etfgr,  les  plus  grands  communs  di- 
viseurs étant  27  et  Sg.  (  F".  »•  3o.  ) 

34^9  fSgi  fTSef  i35f8i  fM/22        '°^^  [^[^[^[l2l{h  • 
ivj     33     38     5      3     !»     I  18       II      7       4       3       I 

Une  fraction  peut  «e  mettre  sous  une  infinité  de  formes^ 
et,  sans  changer  de  valeur,  on  peut  l'exprimer  par  des  nombrcÎL 
très  différens  ;  inaiis  il  est  plus  aisé  de  se  faire  une   idée  j'ust*. 
de  sa  grandeur ,  lorsqu'elle  est  mise  sous  la  forme  la  plus  ^mpfe^ 
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4^  Lorsque  deux fmctUma  sont  égalés j  lafraûtionqtûonforme 
avec  la  somme  ou  la  différence  des  numérateurs  et  celle  des  dé- 
nominateurs ^  leur  est  encore  égale.  En  effet,  ^=||-,  car  ces 
fractions  éqniyalent  à  •n'«  ^^  niimérateurs  sont  des  multiples 
de  7,  et  les  dénominateurs  ^  les  mêmes  multiples  de  i  f  :  or  ^  il 
est  dair  que  35  -f*  i4  est  également  un  multiple  de  7,  et  que 
S5  -f-  aa  est  le  même  multiple  de  1 1  ;  donc  ff  =  •^. 

La  soustraction  réitérée,  terme  à  terme,  simplifie  déplus  éti 
plus  la  fraction  composée ,  qui ,  sans  changer  de  ii^aleor ,  finit 
par  devenir  l'expression  là  plus  simple,  si  l'une  est  irréductible. 
En  effet >  tant  que  les  termes  de  la  première  sont  plus  grands 
que  ceux  de  la  seconde ,  la  soustraction  est  encore  posssible  ;'  e€ 
Iorsqu*enfin  on  ne  peut  plus  soustraire,  si  le  résultat  était  diffé* 
rent  de  la  seconde  fraction  qu'on  suppose  irréductible ,  il  s'en- 
saivrait  que  celle-ci  pourrait  ayoir  une  expression  égale,  conçue 
m  termes  moindres,  contre  l'hypothèse.  Donc ,  de  deux  fractions 
égales ,  si  Vune  est  irréductOfUj  les  termes  de  Vautre  sont  les 
nkêmes  multiples  de  ceux  de  la  première  (^). 

Addition  f  Soustraction^  Multiplication  et  Division^  ^ 

3g.  Rien  n'est  plus  aisé  que  d'ajouter  ou  de  soustraire  deS' 
fractions  qui  ont  même  dénominateur  *,  on  ajoute  ou  l'on  re« 
trandie  les' numérateurs,  et  le  dénominateur  reste  le  même. 
£*i|  ia-i ^nii  1-  -Z 2- — ^ûi,  « .  JL-L-3.4-Ji*— — £>=îi4 


^ii-L 


»     ti  > 


IC* 


[*}  Cherchons  les  nombres  x  et  y^  qu'on  peut  ajouter  ou  âter  aux  deux  termes 
fine  frtclion  r  mi^  ^^  changer  la  valeor,  ou  7:$=  fX-'""  J^^  ràJiiisMK  au 

Béme dénominaceur,  il  vient  af=^hx ,  et  diTÎsant  par  hy^  ^  =  -^ :  c((^c,  la 


«u  an  ckan^i 
N^On 


q1«I  <^fiit  ajouter  on  6ter  leméme  nombre  aux  deux  termes  d'une  fraétfon,  ijuè 
|**«|i'«ae estas I.  .  '-  ..'  •■''■■  ■■'*•  ■  ■•■■-  ■  ■--'■■ 

4.. 


Sa  ARITHMÉTIQUE. 

Si  les  dénomîiiAteors  ne  sont  pas  les  mêmes,  (on  oommtenctfi  i 
à  rameper  les  fractioiis  à  cet  état  (n®  38,  i^  et  a^).  Aiiiâ         i 

f  +  l  +  î  valent iî+|f  +  îioui|^=2  +  H-  i 

PottP4+î.+  f-f-T^+l%+l~i-i~A,ontro^, 

¥era  120  pour  le,pliiS4imple  dénominateur  (n®  32  )  :  les nmné-  .^n 

rateurs deriendront  60^80+  72  +  84  +  86  +  100  —  4S 

7-  3o^^  5o  on  327  :  ainsi  le  résultat  cherché  est  t£|  ou  2  +  |fw  ^ 

Lorsque  les  fractions  sont  accompagnées  d'entiers ,  on  opèva  4 
séparéinent  sur  les  unes  et  sur  les  autres.  Pour  ajouter  3  +|  ^1 
«wc4+ If  oa  pï«ndi  +  î=^  ou  .  . 

*+i»)W^po«C5etonretâent-i,  qui,    ^|     'jf**'*    9       ^ 
ajouté  avec-3  et  4»  donne,  pour  la    i-A-     ^  |***'  /J' 

sommi;  cherchée,  8  +  j,  _LJ     o  -i-l!  ! .     n 

De  même  pour  ajouter  11  +  J,  3  'A*!!,    i       ^ 

4  +  ti»  +  l»À«*3+i,ontrouTe  liS  J. . . •  4o       I^ 

f^  0^3 +j  pour  somme  des  fractions;  .^ii 

on  pose 3,  et  on  prend  3  +  11  +4+2  +  3=^23;  donc. la ^^ 
scxEume  est  23  +  ^.  ^]i 

Pourôter  i  +  ^  de3 +^,onôleideiet  i  de  3;onapour^ 

reste  -2  +  7.  De  i3  +  î  si  Pon  veut  ètcr  7  +  J,  comme  on  ne 

peut  ôter  J  de  5 ,  on  ajoute  i  i  î^ ,  et  \^i 

i3  I     % 

soustraire(p.i2)yetondit  i3 — 8=5;         2^....   1        5|     ^ 
.  ainsi  5  +  j  est  la  difiérence  cherchée.  ju*^ 

4®-'  Multiplier  |  par  3 ,  c'est  ajouter  3  fois  f ,  ou  |  + 1  +  ^  ^«< 
ce  qui  se  réduit  à  répéter  3  fois  le  numérateur  2;  |  X  3  =  f.,  ^ 
Pëûr  mùUipUer  une  fraction  par  un  entier,  il  faut  multipUn^ 

le  numérkiieur  par  Fenti^r;  on  pourrait  aussi  dipiser  le  dénomikÊi* 

.  .  3X2  ^'«c 

iS0»r^  s'il  était  un  multiple  de  l'entier^  car  |  X  2  donne. — v^ki, 

et  supprimant  le  facteur  2  commun  aux  deux  termes ,  on  a  i  î^ 
Topé  ration  ^est  réduite  à  diviser  par  2  le  dénominateur  de  l*^^ 
On  à;ettYeden^eii:;x 

Réciproquement ,  pour  dipieer  une  firaction  par.  un  eniier.*it^ 


on  cherche  y— ^  :  on  trouve  |j  puis        3  j.,..  2 
on  ajoute  de  même  i  au  nombre  7  à     ""L_£.'  •  •  '   * 
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faut  muUiplier  le  dénominateur  ^ou  dipiser  le  numérateur  par 

cet  entier.  Car,  si  le  numérateur  est  un  multiple  du  diviseur, 

comme  pour  ^f  î  5 ,  le  quotient  est  visiblement  -^^  puisque,  si 

l'on  multiplie  -^^  par  le  diviseur  5,  on  retrouve  le  dividende.  Mais 

ai  ]&  numérateur  n'est  pas  un  multiple  du  diviseur,  comme 

pour  f  :  5,  on  peut  aisément  le  rendre  divisible  par  5,  en  mul- 

■  •    .  6x5 

tîpliant  les  dçux  termes  par  5  ;  outa =  ;  la  division  par  5 

donne  donc  •^,  calcul  qui  a  consisté  à  multiplier  ledénorainar 
tear  7  piar  5. 

4i'  Venons-en  aux  cas  ou  le  multiplicateur  et  le  diviseur  sont 
fractionnaires;  prenons,  par  exemple,  3  X  f*  D'après  la  définition 
(a°  3}  de  la  multiplication,  on  veut  donc  répéter  le  multipli- 
cande 3  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplicateur  |; 
mais  puisque  ce  dernier  facteur  n'est  que  les  |  de  l'unité,  il  est 
daîr  qu'on  ne  veut  ici  prendre  que  les  |  de  ce  que  donnerait  i 
lois  3,  savoir  les  f  de  3.  Donc  en  général  multiplier  par  ^fC^est» 
prendre  les  ^  du  muitiplicande  (*). 


(^  On  voit  qne  le  mot  multiplier  a  denx  acceptions,  soîvant  que  le  mnlti' 
plîcaienr  est  ^  on  ^  i  :  <m  répète  le  multiplicande  pinsienrs  fois  dans  nn 
css,  tandis  qne,.dans  l'antre  cas,  on  n'en  prend  qo'nntf  partie  marquée  parla 
fcaction  mnltqilicatenr.  Le  produit  contient  le  multiplicande  autant  de  foi» 
qne  le  multiplicateur  contient  1 ,  quand  ce  facteur  est  entier^  et  le  multipli- 
cande contient  le  produit  autant  de  fois  que  i  contient  le  multiplicateur, 
quand  celui-ci  est  <C  i«  Par  exemple,  pour  ia=:3  X  4>  il  ^î  clair  que  la 
contient  3  qoatre  fois,  et  que  4  contient  i   aussi  qaatre  fois^  et  pouc. 

69  .6  3 

s  =  3  X  g  •  1^  mnltipiicande  3  contient  -=  autant  de  fois  quq  i  contient  s,  car 

5 
ilcst*^^Ie  qne  c'est  -  de  fois ,  on  a  fois  et  demie  des  deuxxôt^.  Donc  si, 

a 

ToaconTient  de  donner  an  mot  composer  l'acception  activent  passive  de  coa-^ 

fenir  et  être  contenu ,  on  ponrrA  dire  que  le  prodUfit  est^  dans  tous  les  cas, . 

composé  ayec  le  multiplicande ,  comme  le  multiplicateur  l'est  auec  l'w- 

nité.  (Test  ainsi  que  M.  Lacroix  expose  les  principes  delà  multiplication  des 

fractions;  on  roit  qu'il  y  suppose  tacitement  les    deux  acceptions  du  mot 

mmltiplierj  en  donnant  an  mot  composer  la  double  définition  dont  il  TÎeni^ 
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Kpus  anms  yu  (u""  3?^  4^0  que^  ponr  prendre  les  J  de  3,  3 
faut  multiplier  2  par  3  et  diviser  par  5  ^  f  X  3  =?  f  =  3  X  5.  De 
même  multiplier  ^  par  f ,  c'est  prendre  les  $  de  |  ;  il  iauï  doue 
former  7  parts  dans  la  grandeur  |,  dt  en  prendre  5,  oanuiltî-* 
plier  I  par  5  et  diviser  le  résultat  par  7  t  la  première  de  ces 
opérations  donne  ^  >  et  la  seconde  îf  • 

Donc,  i^  pour  multiplkr  deux /racdojis ,  U faut  nmUipU^r 
terme  a  terme  ^  c'est-à-dire  diviser  le  produit  de%  numirateufê 
par  celui  des  dénominateurs. 

2?.  Le  produit  est  plus  petit  que  le  multiplicande^. quand  k 
multiplicateur  est  une  fraction  moindre  que  i. 

3°.  On  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs^  comme  dans  la 
multiplication  des  nombres  entiers  (n*  1 1  )• 

4^  Lorsqu'il  \y  a  des  facteurs  communs  ^  il  convient  de  les 
supprimer  avant  d'effectuer  les  multiplications^  par  exemple  ^ 
pour  a  voi  r  les  |  des  |  des  |  des  |  de  l'uni  té,  c'est  ce  qu^on  nomme  une 
Fraction  de  fraction  j  il  fau  t  effectuer  le  produit  ^XjX  |X|> 

2X3x5x4       2        I  .       ^%    c  ^^\.  % 

ou  ^       ,      A  vx"^  ^^  ^  ^^  "â  *^  supprimant  les  facteiii»s  3, 

4  et  5. 

5° .  Le  carré ,  le]  cube ,.  et  en  général  toute  puissance  d'une 
fraction  se  forme  en  élevant  les  deux  termes  à  cette  puissance: 
par  exemple,  le  carré  de  ^  est  |  X  |  =  |;  k  cube  est  |  X  f 
=s=  ^,  etc.;  donc  si  la  fraction  proposée  est  irréductible ,  la  put» 
sance  F  est  pareillement  (n**  24  j  6^) . 

6^.  Pour  multiplia  534&  par  7^  ^  en 

pourrait  multiplier  6348  paf  1 3  et  divi-  MuU^ .  •  6348 

ser  le  produit  par  i6f  mais  cocoBiie  le  » ^24 

multiplicande  est  un  nombi^  assez  fort,,  ï 'ao?  1 

il  est  plus  court  de  décomposer  ri  en      «   "TV*  ;^  .1;  f 

^•7-      *         >    *  ^   j-  c  Produit..  4345  i 

parties  euîquotea  j  c  est-^a-'Oire  en  frac«-  -r    a     ♦ 

tions  qui ,  réduites ,  aîi^t  i  au  numéra-  / 

teur,  savoir: 

TT  —  ib*^  i^r^  i,jT-ftT4"T"  Te  • 

On  prendra  donc  d'abord  la  moitié  de  5348,  puis  le  quart; 
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qui  ealt  la  moitié  èa  résaUat  qu'on  TÏetit 

detrouTer^  pms  le  seisième  (quart  du  ^^ 

profeit  précédent).  ■  ^    t 

On  foit  ci.omtre  le  prodoit  de  356  ^ J-  -  •  •   '^ 

ptr  ^$1  y  o&roaadéd€fnpodé  I  enjon^  i*.\'     in8 

i,et|o«i.  };;;;  jjgj^ 

Le  quotient  de  |  dfyisé  par  f  est  une  g^g/  • 

fraction   qui ,  multipHée  par  f ,  pro- 
duit I  :  il  est  TÎsible  qu'il  suffit  d'introduire  dans  |  les  fac- 
teurs 5  et  7,  l'un  en  bas,  l'autre  eta  kaat;  car,  lorsqu'on 

Youdra  muMplier  7 L  par  ^j  après  que  les  facteurs  com- 
muns auront  été  supprimés»  on  retrouvera  \.  Donc ,  pour  dipieer 
partêne/ractionj  on  la  reriperse^  et  l'on  multiplie» 

8*  ^  fts^S  4.0 t^l*         3«Jl 3's^it  SS 
•  5  *^«^3. X  **'   3>         4»    11  X^^X  —   »ô* 

Le  quotient  est  d'ailleurs  ptns  grand  que  le  dividende,  quand 
le  diviseur  est  moindre  que  l'unité. 

Si  les  fractions  renferment  dea£icteurs  communs ,  il  ne  faut 
pas  attendre  que  la  multiplication  soit  effectuée  pour  les  sup- 
primer, f  :  f.est  la  même  chose  que  a  :4  =  3  0u^;  fl  :^ 

Ifk.  JLorsqt^U  y  U  deu  entiers  joints  aux  fractievta,  on  Us 
eem^rtit  en  nombn9  fractionnaires  (n^  87 ,  2®.).  Ainsi 

3|X7Î  =  TX^=^  =  23if 
45|  X 17  5  = -4*  X ^  =  â||l=  808 i 

^î*44  — â.  «"f  — îXrï  — f7> 

CMMerres  qu'il  est  souvent  plus  court 

f  csLccuter  séparément  la:  multiplication  4^  | 

et  ciiaqae  partie,  et  d'ajouter.  Pour  ■'7„| 

3^X8,  on  multiplîera  par  8 d'abord. 21  Yk 

et  ensuite  3;  €ui  aurai  étt  2 1  et  24;  le  «  ^^  1              1 

produit  est  donc  2&  I/exempleci-cotttre  45  x  t. ...  3a 

«onkre  le  développement  du  calcul  de  17  X  |.  •  -  •  la  | 

4S}xi7 7  •  oia  muiiipfie 45  par  17,  f  par  80&  ^ 
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1 ,  45  par  f  y  et  17  par  I  :  la  somme  de  en  résultats  est  808 1, 
produit  cherché. 

Dans  la  division ,  on  peut  chasser  le  dénominateur  du  divi- 
seur^ en  multipliant  les  deux  quantités  proposées  par  ce  même 
dénominateur,  ce  quin'altëre  pas  le  quotient  (n*»  i5,  i*>,).  Pour 
diviser  2  ^  par  3  |,  je  multiplie  ces  deux  nombres  par-6;  j'ai  i4 
à  diviser  par  aS  ou  14*  ^^  même,  laS  J  :  18  |  =  601  5  :  78 
=  ^  +  âh  =  6  +  Jîf;i  :2i  =  3:7  =  f 

Des  Fractions  décimales. 

43.  L'embarras  qu'entraînent,  dans  les  calculs,  les  deux 
termes  des  fractions ,  a  inspiré  l'idée  de  fixer  d'avance  le  déno* 
minateur  et  de  le  sous-entendre,  ce  qui  donne  lieu  à  deux  sortes 
de  dispositions ,  les  fractions  décimales  et  les  nombres  com- 
plexes ;  mais  les  unes  et  les  autres  sont  assujetties  aux  rigkt 
données  précédemment ,  qui  seulement  deviennent  plus  simples. 
Occupons-nous  d'abord  des  fractions  décimales. 

On  a  vu  (n*^  6)  qu^un  chiffre  vaut  dix  fois  moins  que  s^il  oc* 
cupait  la  place  qui  est  à  sa  gauche  ;  si  l'on  continue  la  même 
convention  à  la  droite  des  unités  dont  le  rang  sera  marqué  par 
une  virgule ,  on  verra  que  le  premier  chiffre  après  les  unités 
représentera  des  dixièmes  y  le  deuxième  des  centièmes,  le  tfoi- 
sième  des  millièmes,  etc.. .  3,3  désignera  3  entiers  et  -^.j  fyi^ 
vaudra  42  et  7^  ;  o,4o3  =  -r:  +  rkz  =  7^- 

Ainsi  la  partie  qui  suit  la  virgule  est  le  numérateur,  et  il  est 
inutile  d'écrire  le  dénominateur ,  qui  est  toujours  i  suivi  d'au* 
tant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  après  la  virgule.  Il  est  donc 
bien  facile  de  lire  une  fraction  décimale  écrite ,  ou  réciproque- 
ment d'écrire  une  fraction  décimale  proposée,  puisque  l^énoncé 
même  est  le  numérateur  ou  la  partie  qui  suit  la  virgule,  et  qae 
le  dénominateur  est  marqué  par  le  rang  de  la  dernière  décs^ 
maie ,  qui  indique  combien  on  doit  écrire  de  zéros  à  la  droite 
de  I.  Par  exemple,  8,700201=8  et  700201  millionièmes;  parcs 
que  I  étant  au  sixième  rang,  le  dénominateur  est  loooooo:  ds 
même  354>oo63  =  354  +  ^3  dix-millièmes.  Réciproquement 
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3dix-milliëmes  s'écrit  o^oooS^  parœque  dixmiUe  porte  42éros^ 
et  que  la  dernière  décimale  doit  être  au  quatrième  rang. 

Mille  entiers  et  4  centièmes  =  iooo,o4- 
i3  mille  cent-millionièmes  =  o^oooiSooo. 

44*  On  remarquera  que,  i\  en  déplaçant  la  yirgule,  suivant 
qu'elle  recule  vers  la  droite  ou  Tcrs  la  gauche  ,  le  nombre  est 
multiplié  on  divisé  par  lo  pour  un  rang  i  par  loapour  deux 
rangs  y  par  looo  pour  trois  rangs,  etc. ,  parce  que  chaque 
chiffre  a  pris  une  place  qui  lui  donne  une  Taleur  multipliée 
ou  divisée  par  lo,  loo,  looo  ;  ainsi  342,53  est  lo  fois  34,253  ; 
100  fois  3,4253  ;  1 000  fois  0,34253. 

2'.  On  peutj  sans  changer  la  valeur  d'une  fraction  déci" 
male^  meHre  ou  ôter  un  ou  plusieurs  zéros  à  sa  droite;  car  on 
multiplie  alors  les  deux  termes  dé  la  fraction  par  10,  100, 1000... 
0,3  +  o3q  =  o,3oo.. .  revient  à  ^  =  ^  =  ^^.. . . 

3*.  Deux  fractions  décimales,  formées  d'autant  de  chiffres, 
ODt  même  dénominateur.  Pour  réduire  au  même  dénomina- 
teur f  il  suffît  de  rendre  égal  le  nombre  des  cliiffres  des  frac- 
tions décimales,  en  ajoutant  des  zéros  à  la  droite  de  l'une  d'elles. 
4*.  Pour  distinguer  la  plus  grande  'de  deux  fractions  déci- 
males y  ce  n'est  pas  le  nombre  de  chiffres  qu'il  faut  consulter, 
mais  la  grandeur  des  chiffires,  à  partir  de  la  virgule.  o,4<Co,5i , 
0,7^,54321,  parce  que  7  >  5j  0,004  >  0,00(178^  0,09^0,1  ; 
0,687  >  0,6839. 

45.  Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  les  règles  de  l'ad»- 
dition,  la  soqstraction.. . .,  lorsqu'il  s'agit  de  fractions  décimales. 

Pour  ajouter  ou  soustraire,  complétez  les  nombres  dé  déci* 
naks  en  ajoutant  des  zéros  à  la  droite  (n°  44  9  3^*)  ;  puis  fsiitei 
le  calcul  k  Pordinaire,  comme  s'il  n*y  içtK 

avait  pas  de  virgule ,  sauf  à  la  placer  au       ^^^ô  4'^45' 

même  rang  dans  le  résultat.  Observez      ^'^  ^'7.     i 

qifl  poprement  parler,  les  zéros  qu'on     -^      18^34745 
^o«te  sont  inatiles,  et  qu'il  suffit  de 
JmmA  k  eliagoe  chiffre  la  jdiaoe  qui  convient,  eu  ^ard  k  son 
raag  compté  de  la  vii^ule. 
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Toici  quelques  coKmple»  de  toustraotmi. 

57,03     4»Sa74     6,00435  3,942 

4^»»           3,0109          0,17  1, 0^4554 

^            a,8i35            S, «3435  a,8S7446 


46.  Pour  mnltvplier  les  deax  quantîtésr  43>7  et  3^i  ,  oIm 
vons  qu'elles  équiyalent  ii  ^  et  HJ.  Le  produit  des  nnmé 
teurs  (n^  4'  )  ^^^  ^^^  dhrisé  par  celui  des  dénominaien 

437X391  170867  o/:       TV.  L.       •     / 

ou  •^— ^ ^-  =  -^ ^  =  1 70,807.  Donc ,  pour  obtenir  le  1 

1000  1000  é  '     s.  JT  r 

duit  de  deux  nombres  décimaux  j  il  faut  multiplier  sema  ai 
égard  à  la  virgule j  et  séparer j  à  droite  du  produit  ^  àutam 
chiffres  décimaux  qu^il  y  en  a  dans  les  deux  feuiteurs. 

Voici  diyers  autres  exemples  de  multiplication  t 

s,4^|9  3,7  «,3a  0,04 

o,oo53  4»^^  o,iooio3  0,007 

736a6  74  63g6  o,oooa8 

laayid  37  ai 3» 

o,oi3ao7a6  '4»8  a  i3a 

i5,a44  3,13419596 

On  pourrait  exécuter  la  multiplieatioa  en  commençant 
le  chifiPre  de  Tordre  le  plus  élevé  \  alors  chacun  des  prod 
partiels  devrait  être  avancé  d'un  rang  vers  la  droite  ;  la  \ 
miëre  ligne  serait  celle  qu'on  a  coutume  d'écrire  la  dernii 
l'avant -dernière  deviendrait  la  deuxième,  etc.  C'est  ce  qi 
peut  remarquer  daud  Popération   ci- 
contre;  on  a  méttie  cet  avantage,  qu'on  ^lanl 
ti*dUTe  Sabord  les  chiffrés  de  plus  liaute        3. .  râ8b3575 
iMitetir  et  leur  orcEre ,  C^  qtti  suffit  quel-        4-  •  •  •  ^^55^^ 
quefois.  Par  exemple,  le  premier  pro-        7- ••'•••  65}i675 

doiît  ayant  don  né  7  chiffres ,  et  les  quatre        ° 56o7i5o 

autres  multiplicateurs  partiel»  exigeant  ^    ^IT^^R^ 

qu'oQ  recule  les  produits  de  quatre  rangs,  il  y  aura  en  1 
7  -{-  4  chiffres  au  produit.  Le  nombre  28  qui  commence 
première  ligne  cet  done  suivi  de  9  chiSreS|  ou  28  suivi  ( 
zéros.  (  Voy,  p.  19.  ) 


.a 
.a 
.1 
.1 

•7 
•9 


DéaMAtES»  59 

On  peut  donc  arrêter  chaque  mtiltiplioatkm  k  tel  rang  qu'on 
Teut,  et  par  conséquent  obtenir  au  produit  tant  de  chiffres 
qu  on  juge  à  propos.  Par  exemple ,  pour  obtenir  le  produit 
15,7343a  X  322,1 179 9  je  déplace  les  Tirgules  et  je  fais  en 
iorte  que  dans  l'un  des  nombres,  il  n'y  ait  qu'un  seul  chiffre 
eatier  :  le  produit  sera  donc  =  i573,432 X  3, 221 179,  puisque 
favrai  déplacé  la  yirgule  d'autant  de  rangs  Tcrs  la  droite  dans 
l'an,  que  vers  la  gauche  danç  l'autre.  Je  fais  d'abord  la  multi- 
plication par  l'entier  3 ,  et  la  place  de 
k  virgule  se  consente  yisiblement  la  1 57^,432 
aéme  que  dans  le  multiplicande.  Sup-       -7 — ^-g  0 

puons  qu'on  -veuille  quatre  décimales  au         3 14' (âKi| 
|irodait.  Je  multiplie  par  le  2  des  dixîè-  ^\  '|^  ' 

ma  y  et  je  recule  d'un  rang  k  droite,  ce  iM  • 

^me  donne  3i4i6864.  Lamultipli-  ,i| 

cation  par  le  2  des  centièmes ,  ne  doit        5o6d,3o59 
commencer  qu'au  deuxième  chiffre  (3) 

ia  multiplicande,  dont  on  supprime  le  dernier  chiffre  2  à 
icoîte,  en  le  marquant  d'an  point.  On  voit  en  efiet  que  si  Ton 
fonbît  eanserref  le  pi^dnit  eii  totalité,  il  faudrait  encore  le 
reculer  d'un  rang  à  droitCi  et  qt^  lê  produit  4  se  trouvantdans  la 
p(4onnede$  cinquièmes  décimales,  devrait  ensuite  être  négligé.  I^ 
(acteur  I  des  millièmes  exige  qucAi  supprime  un  second  chiffre 
ia:miiltip4icattde,  on  n'a  donc  pas  égjard  au, 3,  et  le  multipli- 
csndeest  i5734  :  pour  le  .1  suivant^  il  est  de  même  1673.   Le 

EnieDr  7  donne  iioi;  leg,  i4i«  ..     .^j.. 

Pour  plus  d'exactitude ,  il  est  convenable  d'ajouter  au  pro«- 
iuit  du  premier  èbiffre  les  dixaiftiès  coàt^iiesdans  le  produit 
in  chiffre  n^ligé  à  droite.  Par  exemple ,  pour  le  facteur  7 ,  le 
■■llîplbeande  est  réduit  *  167  ;  ibais  li  7  X  7  on  doit  ajouter  2^ 
pmenant  du  produit  supprimé  de  7  par  3.  De  méme^X  i5 
csiaeera  di^ây  qui  est  la  rteteauedu.  produit  9X7.  Dans  notre: 
ttaspie,  le  produit  demandé  est  5068,306^  ainsi  qu'on  pisut  s'en 
M^LU  eveixéaaUuiit  la  mttlti]plicatioii  en  totali^^  et  réduisant 
Wrétultat  aux  seuls  millièmes»  .  . 
Voioi  un  autre  exemple  ou  l'on  a  multiplié  deux  nombres  de 
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sept  chiffres  décimaux»  et  oii  I'od  n'a  touIi»  cooflerrec  que  ^pt 
décimales  au  produit.  ^ 


12»; 

3,54â83i9 

5i,g73o58i  produit  par  3:  '*" 

89D631764.  .  • 5  augmenta  de  4- 

4 » 

a «^  I  _ 

4 8 2  ■ 

5i92 3 I  9 

173  i», o 

i56 9 .,...5  1 

G 1 ,  3772693  produit  61 ,  3771G9  ^ 


Lorsque  les.  facteurs  ne  sont  qu'approchés ,   cette  rigle  ertr  ^ 
surtout  utile;   car  le  procédé  général  aurait  l'inoonYénioil 
d'allonger  le  calcul  pour  donner  au  produit  plus  de  dbîffres  cpà^i^  l 
ne  faut ,  attendu  qu'on  n'y  doit  conserrer  au  plus  que  des  par- 
ties  décimales  de  même  ordre  que  dans  les.deux  facteurs  {fy       '^ 

5 


(*)  Lorsqa^on  roaltiplie  entrt  enz  deax  nombres  approcha ,  'le  .prodoil 
n'est  lui-m^me  qu'approche ,  et  il  importe  de^connaltre  jasqa'à  quel  point   ^ 
cette  approximation  est  portée,  pour  juger  dénombre  de  décimales  exactei 
du  produit,  et  né  pas  faire  des  calculs  superflus,  en  cherchant  des  chii&es 
de'cimaux  qu'on  doit  nécessairement  négliger  ensuite  ponr  être  consëqneiA   ^ 
avec  les  principes  admis  daiiftlea  données.    ,• 

t     . 

Soient 'â  et  b  deux  facteurs  entiers  approchés  h  moins  dedi--.(car  si  fe   )fi 

chiffre  des  dixièmes  est  ^  5,  on  le  rejette  en  ajoutant  i  au  chiQrç  des  unit^).: 
le  produit  exact  est  compris  entre 


»> 


.  ,  :       •  t 


,  \       2/  \       a/  a         a         4 

. .  L'errenr ,  comme  ot^  voit^'  peut  s?^ever  jusqu'à ^  (»  dt:  b).  Ainsi  qûtmà'  ^ 

^n  multiplie  l'un  par  l'antre  deux^cteurs  approchés ,  l'errenr  est'^inoîndrt  ^ 
Itaque  l'un  est  pris  par  excès  et  l'antre  ptir  défaut  y  que  loréqn'ils  solU  tous- ,_ 
deux  trop  graiids  ou  trop  peflis.  J\  convient  de  se  mâiager,  lorsqn'oii  Ift  peotf  .:= 

cette  sorte  àe  compensation::  sans  celfti  l'errenr  peut  aller  jusque  «^  (tf +^}f  ^ 


^  t 


c'est'h-dire  la  demi-somme,  ou  la  moyenne  des  deux  f acteurs. Ceite  moyenne  ^ 
a  autant  de  chi£&cs^  que  le  plus  ^grand  des  facieni^ ,  on  autant  — - 1^*  en  ks  g 


\ 
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La  dernière  décimale  qu'on  obtient  par  ce  procédé  est  un  peu 
fautÎTe ,  à  cause  de  la  retenue  qui  provient  des  colonnes  négli- 
gées. On  remédie  à  cet  inconvénient  en  calculant  une  figure  dé- 
cimale^ outre  celles  qu'on  veut  conseryer^  sauf  à  )a  négliger 
ensuite. 

47<  Pour  diviser  des  quantités  accompagnées  de  cliiffres  dér 
cimaux ,  on  en  complète  le  nombre  par  des  zéros  pour  qu'elles 
en  aient  autant  l'une  qu^l'autre,  et  l'on  supprime  la  virgule;  par 
la  le  quotient  reste  le  même  ^  puisque  le  dividende  et  le  diviseur 
lont  multipliés  par  la  même  puissance  de  lo  (n°  i5,  i^).  Soit 
i^7  à  diviser  par  3>22  ;  j'écris  3, 220 ,  et  j'ai  844?  À  diviser 
fut  3220  f  le  quotient  est  2^  et  le  reste  2007.  Ainsi , 

3,22  3220 

20,074        20,074      20074  20074* 

Cette  règle  se  simplifie  {*)  lorsque  le  diviseur  n'a  pas  de  fractions, 


toujours  comme  entiers  j  tel  est  le  nombre  des  chiffres  dontcnz 
h.  droite  da  produit  complet,  et  qu'il  est  inutile  de  chercher.  Ceci  s'ap^^ 
pliqpe  aux  fractions  décimales,  puisque,  dans  la  multiplication,  on  fait 
dbsbactioii  de  la  Tirgnle.  Dans  Texemple  ci-dessus,  la  demi-somme  des  fac- 
leflcs  a  9  chiffres ,  et  le  produit  complet  i4  décimales  ;  il  n'y  a  donc  que  les 
5  premières  décimales  dont  on  soit  sûr  :  on  n'en  doit  chercher  qne  6  (on  7 
an  plos),  et  en  n^;liger  ensuite  une.  Le  produit  est  61,37726. 

(*)  La  division  éprouve  une  simplificalion  ana- 
logoe  à  celle  de  la  multiplication  :  par  exemple,         ^î^^^^'o  «f  — Ë^^ 
310^1768  àdiTÎser  par  93,45a5 ,  si  l'on  ne  vent         ^^{  |  l  3,4^76 
que ^ chiffres  décimaux,  après  avoir  trouvé  les  7101  3 

piemicis  chiffires  3^â  li  l'ordinaire ,  on  snp-  SSg  7 

a  Je  dernier  chiffre  5  du  diviseur  ;  de  là  le 

partiel  a ,  et  l'on  aura  à  multiplier  9345a  par  a  ,  et  à  soustraire  de 
aSjgiS;  H  restera  71013.  On  supprimera  de  nouveau  un  chiffirean  livisenr, 
cToB  aura  Je  quotient  7  et  le  reste  5597,  etc.  On  aura  soin ,  chaque  fois  qu'on 
■%Egeni  im  chiffire,  d'aocrdtere  le  produit  suivant  des  dixaines  qne  donnerait 
ctafaK  chiffre.  Da  reste,  les  derniers  chiffres  du  quotient  sont  défectueux. 
Ttttœïi  t'explique  facilement. 
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car  on  peut  dÎTiser  à  part  les  entiers;    ^^      =  2^31 1 5.  S'il  j 

plus  de  décimales  dans  le  dividende  que  dans  le  diviseur ,  on  c 
ramené  à  ce  dernier  cas ,  en  déplaçant  la  virgule  d'autant  < 
rangs  des  deux  parts,  de  manière  que  le  diviseur  devienne  i 

nombre  entier  j  8447  •  3^2  =  844>7  1 322 = 2 -|-^ — -. 

Des  ^approximations  et  des  Périodes. 

48.  L'erreur  que  l'on  commet ,  en  négligeant  le  dernier  chtfl 
d'une  fraction  décimale  j  est  d'autant  moindre  que  cette  fracti< 
a  plus  de  figures.  Ainsi  ^  lorsqu'on  prend  0,4  9  au  Heu  die  o,^. 
on  fait  une  erreur  de  3  centièmes  ;  elle  n'est  que  de  3  millîèiii 
quand  on  pose  0,04 ,  au  lieu  de  o,o43.  Lorsqu'on  se  contente  1 
deux  ou  trois  décimales  j  et  qu'on  néglige  les  autres ,  c'est  qu'< 
suppose  qu'il  n'en  résulte  que  des  erreurs  trop  petites  pour  m 
riter  qu'on  y  ait  ^ard  ;  il  est  rare  qu'on  emploie  plus  de  a 
ou  sept  figures  décimales. 

Le  résultat  d'un  calcul  étant  4)837 1 23,  on  peut  prendre  4 
ou  ^fiZy  on  4337.  .  .  .  pour  valeur  de  cette  quantité; 
comme  elle  est  ^  43  ^t  <  4^9  »  on  voit  que  ces  deux  expre 
sions  sont  approchées  à  moins  de  7^9  l'une  par  défaut,  l'aut 
par  excès.  De  même  4>83  et  4*84  le  sont  à  moins  de  7^ , 
même  on  préférera  4)84  »  attendu  que  le  chiffre  suivant  est  • 
et  que  4984  approche  plus  que  4>83.  En  général ,  si  le  premier  à 
chiffres  qu^on  supprime  est  5  ou  plus  j  on  doit  augmenter  cfu 
unité  le  dernier  chiffre  conservé. 

49.  Il  arrive  souvent  que  le  résultat  d'un  calcul  est  une  frai 
tion  irréductible  compliquée  ;  on  se  contente  alors  d'une  a] 
proximation  dont  le  degré  dépend  de  la  nature  de  la  questio 
Ainsi  y  au  lieu  de  ffj ,  supposons  qu'on  demande  une  autre  fra 
tion  plus  simple,,  et  qui  en  diffère  de  moins  de  ^.  Il  est  cla 
que  si  l'on  connaissait  deux  fractions,  telles  que  |  et  |,  do 
le  dénominateur  fût  8,  et  dont  les  numérateurs  ne  différasse 
que  de  i ,  elles  rempliraient  l'une  et  l'autre  la  condition  exigé 
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si  II7  était  oomprî$  entre  elles;  il  s'agît  de  trouver  ces  numéra* 

teurs  5  et  6.  Multipliant  ces  trois  fractions  par  8 ,  celles  qu'on 

diercbe  seront  réduites  à  leurs  numérateurs  inconnus  dont  1 

ot  la  différence,  et  la  proposée,  qui  devient  8  X  Ht  ou  ^^^, 

sera  encore  comprise  entre  ces  numérateurs  :  mais ,  en  extrayant 

I  les  entiers,  on  trouve  que  ^^  est  entre  5  et  6;  ce  sont  donc  les 

!  nuroérateurs  demandés.  En  effet,  on  vérifie  aisément  que  |  ne 

Jifffere  de  fjj  que  de  j^,  bien  moindre  que  |.  De  li  cette 

Multipliez  la  fraction  proposée  par  le  dénominateur  donné  ; 
fmtier  approché  du  produit  {par  excès  ou  par  défaut")  est  le 
wmirateur  demandé.  Pour  approcher  de  |y  à  moins  de  -p7,  on 
multiplie  par  1 1 ,  et  on  a  ^  =  6  ou  7  en  nombre  entier;  donc 
•;^  et  77  sont  les  fractions  cherchées.  Pour  approcher  de  "^  à 
aïoîns  de  5,  on  a  ^  ==  4  7  9  01*  7  ^  moins  de  ^  est  entre  |  et  i  ; 
donc  4  f  6t  5  sont  les  nombres  demandée  « 

Appliquons  cette' règle  aux  fractions  décimales.  Proposons- 
nous  d'approcher  de  f  à  moins  de  0,1  ;  et  multiplions  f  par  10, 
il  viendra  ^ ,  qui  est  entre  5  et  6;  donc  o,5  et  0,6  sont  les  frac* 
tîons  démandées.  Pour  approcher  à  moins  de  0,01 ,  il  faut  mul- 
tiplier par  100,  et  on  a  ^,  entre  67  et  58;  donc,  0,67  et  o,58 
ne  diffèrent  pas  de  0,01  de  y.  En  général,  dipisez  le  numérateur 
parle  dénominateur  j  et  ajoutez  au  reste  de  chaque  dipision  un 
téro^fusqu'à  ce  que  vous  ayez  obtenu  au  quotient  un  chiffre  de 
fùtdre  de  V approximation  demandée. 

Ainsi  ^- ,  soumis  à  cette  méthode  d'approximation ,  donne  3,5 
00  3,57 ,  ou  3,571,  on  3,5714*  •  •  •  9  suivant  qu'on  veut  que  la 
valeur  soit  approchée  à  moins  de  ^j»  î4ô>  tstôô-  -  •  •  De  même 


I  I  I  I    I  I      I  I       I    '   I  .<!   »     ■*  — 


I 


{*}  Pour  approcher  d'une  fraction  7- ,  à  moins  de  —  ;  il  faut  dëccrminer  x 

i>irkeoii^tkmqne-<f-<î ;  multipliant  tout  par  ^,  il  faut   que 

'  ^      q       0  q 

2^%^x  -f-  i)  c'est-à-dire  que  les  numérateurs  inconnus  de  nos  fractions 
loiLks  qaoliens  enticrf  or  eft  «^i,  par  di-faut  et  par  fSKkp^  de  aq  divise  par  h. 
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^wéi^f  aprks  «voir  donné  le  quotient  entier  ^o^j,  en  continuai 
la  diTision  à  Faide  d'nn  zéro  placé  après  chaque  reste,  dont 
^o^y3o^«  •  •  • 

5o.  Lorsqn'apr^  ayoir  ajouté  un  nombre  suffisant  de  sénx 
la  dirision  amène  le  reste  séro,  la  fraction  est  exprimée  exacti 
ment  en  décimales.  On  a  exactement  ^  =  0,5,  ^  =  0,7) 
I  z=z  ofistS,  Se  =  0,65.  n  est  aisé  de  prévoir  dans  quel  cas  ce 
arrivera  ;  car  la  division  ne  pouvant  ^effectuer  qu'après  avo 

multiplié  le  numérateur  par  10,  100,  1000 il  &ut, 

la  fraction  est  irréductible,  que  cette  puissance  de  10  soit  divi 
sible  parle  dénominateur  (n^  24,  4^0i  oe  qui  suppose  qu' 
n'a  dPantres  diviseurs  premiers  que  a  et  5.  Donc,  pour  qt/ju 
JraeiianirréduciibU  puisse  éire  conçertU  exactement  êncUcimalê 
il  est  nkeêêaire  et  U  suffit  Ijue  le  dénominateur  ne  contiem 
que  des  puissances  de  %  et  de  S  j  quel  que  soit  ePailleurs  le  na 
mêratèur  :  le  nombre  de  figures  décimales  est  ^al  à  la  pli 
haute  puissance  de  a  et  de  S.  Si  ce  dénominateur  est  a^  X  t 
ou  aoo,  il  7  a  3  figures;  par  exeçiple,  iH  =  0,785.  Et  obaervij 
que  si  FA  multiplie  ^  par  1000  ou  a'  X  5',  en  supprimai 
les  facteurs  a^  X  5*  =  200 ,4>n  a  i47  X  5  =  735,  qui  est  1 
numén^teur  de  la  fraction  décimale  {*).  Tout  ceci  Qst  cooâiraî 
à  ce  qu'on  a  vu  (n®  38,  3®.). 

5i.  Dans  tout  autre  cas,  une  fraction  ne  peut  être  exprimé 
en  décimales  que  par  approximation  ;  mais ,  comme  les  resta 
des  divbions  successives  sont  nécessairement  moindres  que  1 
diviseur ,  et  que  le  nombre  de  ces  restes  est  indéfini,  on  ne  tarA 
pas  à  retrouver  l'un  d'entre  eux#  On  a  alors  une  seconde  fois  le 
même  dividende,  qui  conduit  au  quotient  et  au  reste  subséquent 
qu'on  a  obtenus  alors,  et  ainsi  de  suite.  On  retrouve  donc  sa 
quotient  périodiquement  les  mêmes  chiffres  dans  le  même  ordn| 

• 

{*)  La  ferme  gënérale  des  fracdons  rédactiblef  exactement  en  decimalei IK 

'-^ r;,  le  nombre  dei  fignret  est  le  plat  grand  des  deux  exposant  m  cf  «;* 

si  Ton  surpasse  Tantre  de  A ,  la  partie  décimale  est  a  X  5*,  on  a  X  9^ 
qne  m  est  >  on  <n;  si  m  :=n ,  la  partie  décimale  est  a. 
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et  puisque  cette  période  Rétablit  lorsqu'on  retrou?e  le  mèxae 
teste,  et  que  ces  restes  sont  moindres  que  le  dénominateur,  la 
quotité  de  restes  diffiérens  qu'on  peut  trouver ,  est  au  plus  ce  di- 
Tiseor  moins  un  ;  donc  lapériode  estcomposée  de  moins  de  chiffres 
que  le  dénominateur  n'a  d'unités  •  Nous  indiquerons  k  l'ayenir  la 
période ,  en  la  plaçant  entre  deux  parenthèses. 

Par  exemple,  f  =  0,666. . .  =  0,(6);  «^  =;  0,27  37  27. .  » 
=  0^(27);  rh  =  o,(34a). . .  f  =  0,(571428)...  I  =3 o,83333.., 
=5  0,8(3)  ;  "^  =  0,58(3)  •  •  •  •  :  la  période  est  tantôt  de  i,  tantôt 
dea,  de  3.  • .  chiffres;  là  elle  commence  des  la  yirgule;  ici  elle 
ne  prend  qu'un,  deux. .  •  •  rangs  au-delà. 

52.  Si  le  dénominateur  n'a  ni  2^  ni  5  pour/kcteUr,  la  pé- 
riode commencera  dès  la  virgule.  Car  supposons  que  pour  j  on 
ait  trouTé  le  même  reste  après  12  et  18  divisions,  c'e8t-à*-dire 
que  10'*  et  10^*  divisés  par  7  aient  donné  le  même  reste, 
L  leur  différence  10^*  — -  10'*  sera  donc  (n^  16)  un  multiple  de  7  ; 
4  comme  cette  différence  a  10^'  pour  facteur,  en  le  supprimant 
(n*  24»  4^0  »  ^^  ^^^^  V^^  '^^  —  I  est  multiple  de  7 ,  ou  que  10^ 
ËTisé  par  7  donne  i  pour  reste,  c'est-à-dire  que  1^  reste  i , 
f/on  aTait  trouvé  à  la  première  division,  revient  après  la  6*. 
Ponr  f  qui  s  5  X  79  la  sixième  division  reproduirait  pour 
reste  5,  c'est-à-dire  aussi  le  même  dividende  qu'à  la  première 
division  (  voy.  n®  34)  •  Donc,  etc.  (^) . 

Supposons  qu'une  fraction,  telle  que  f  fi=3  o,(7i 4285),  ait  à  sa 
période  le  plus  grand  nombre  possible  de  chiffres ,  c^est-à-dire 
sntant  qu'il  7  a  d'unitéi  dans  son  dénominateur  moins  i*  On  a 


1     C)  Poor  réduire  une  fraction  ?■  en  décimales,  il  faut  ajouter  nn  Eéro  près 

Aicbqiie  rette  :  admettons  que  loD  et  loZX  soient  deux  diyidendes  partiels 
^""iteant  an  même  reste  r;  les  quotiens  étant  g  et  </',  on  a 

.^^i  IoZ>  =  &ç  +  r,   loiy  z=:  bq' -h  r, 

\fo^nicanchant,  io(2>— Zy)  =  ô  (47— ^). 

^1,  i^  â&n*a  ponr  facteur  ni  a  ni  5 ,  10  et  6  sont  premiers  entre  eux;  7—^  est 
Ki*i  puisque  chaque  quotient  partiel  n'a  qu'un  chiffre  ;  le  second  membre 
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<tà  oblenir'daiiiles  diirûticNE»  sôeoeitifei  tous  las  restes  i ,  %^  3..^ 
JQëqi^à  &imk\»AmA  un  imtrem^re  :  si  donc  on  Teàt réduire  f 
en  déeidiftlesr,  3«»t  ifnitile  dé  .re«imitténcer  le  calcul ,  il  snffit 
de  le  iNSftfH^Até  4t  Veiidroit  oà  Ton  a  obtenu  le  resté  3,  et  de 
faille  eômmeAOM<'tki'  |)élri6de' w  terme  iju^on  a  déduit  de  ^, 
qui  est  4»  on  a  de  Mite  jp «si  %(J!fi^^j).  On  ytsAt  qu'on  a  seub- 
ment  fé\4kà  t  tâ%<let  HifA  premier*  ckiffrês  7 1  de  la  première 
p^ïôdè;  >Dé=%iémé^-^*fâ:  é^^  et  pour 

If  M  rc^éltei'à'fe^  G^ôis ^premiers  cbiSreft  o&i  à  la  jfin ,  et  Pan 
àWrtt  (63t.  ••  2165s)',  c^ëst  œ  qui  se  toit  aisément,  en  ooAi- 
mençant  le  calcul  pour  «ff ,  puisqi^ôn  trouye  que  les  premiers 

chiffri9  8ontQ3.r^^-.^  ô   v.  ..:• 

On  p^  fiiire«Ia  jméiiiediose^  lorsque  la  fraction  proposée, 
n'a  paa  autant  de  chiifres  que  d'unités  dans  le  dénominateiap 
moji^  X,  poui*TU(  que  le  numérateur  de  la  demifeme  fra^ion 
soit  un  de»  reafetf  obtjipua  pour  la premi^re^r. Awi  77=09(037); 
Pfcioc  ^  osL a  o^  (3.79);  pour  if  o»  a  0|  (  703);  purce  que  10 
64  le..]^r«wier'r«8^y  jQt,ig  le  deuxièyiQ  daiu  la  diTinw  de  l 
par  ag^  P4ir  'èffS^  suffi^de  douM^f  les.  q^otiens  ei  les  restes^ 
aî«|îr5T?ïP.9>fe74ijff.5^0,(74o),||iW 
Qn  ^UJMpiit  de  même,  en  multipliant  par  &,  i^^?:Or(i85)| 
1^=1.0,(851),  i^=i«», (0x8).  " 

Yoîci  dijerses  périodes  dans  le  cas  oji  le  numérateur  est  i  ;  on  1 
ya  lÂk'éfU^'^péùi^  chaque  cbifire  dé  la  période,  le  reste  qui  Fa 
donné ,  a£n  d'en  poutoir  tirer,  les  périodes,  quand  le  numéra* 
téur  n'est  piià  I. 


ne  peut  donc  être  an  multiple  de  lo,  ce  qcfl  démontre  qne  cette  ëqnatioa  ne 
petft  tfttWisCftr  que  pte  éf  :^'il*=^  o  ;  d'o&  t)±ziy:  c*e«t-k-dîre  que  le  même  r 
ne  se  reproduit  qu^atitanè  que  le  dMdéflde  partiel  est  Inî-méme  revenu,  et 
que  q  fait  partie  de  la  période  >  pmqn'elle  t'annonce  ^u  retonr  de  Tnn  des 
restes  déjà  obtenus.  Ft  comme  le  reste  D  doit  aussi  provenir  d'un  dividende 
qui  a  déjà  e'té  emplb;^^il  s^ensùit  qn^  faut  remonter  au  premier  dividràdo 
arpourtrGAT«rroâ9ÛLeds.,lapéEÎod|e9  laquelle  commence  par  cont^gguql 
4è»la  virgult. 


PÉRIODES   DÉCIHALES.  ^ 

J  =  o,(3),        |=o,(i4a85  7).      ^7=0,(0  9) 

Aette....  I  i3a64S  iio 

-!j=0,(0    76923), 
Restes.*.,  i   lo  g  la  3  4 

r 

-yso,(o  588235294117647).    - 

.,*.  1  10  i5  14    4    ^    9    ^    '^7    3    3    i3  II  8    13. 


1^  =  0,(0    2    7)  jV=0,(o    243   9),  etc. 

Rmccs....  X    10  a6  I    10   18  16  37. 

53.  Il  est  facile  de  remonter  d'une  fraction  décimale  à  sa  gé- 
nératrice. I*.  Si  cette  fraction  est  finie ,  comme  0^75,  on  l'écrira 
sons  la  forme  ^,  qu'il  s'agira  ensuite  dé^réduire  (11®  38,  3**.)  à 
k  pins  simple  expression  |. 

2f .  Si  la  fraction  décimale  n'est  qu'approchée ,  et  qu'on  n'en 
eoimaîsse  pas  la  période  en  totalité ,  le  prdblème  admet  une  in- 
finité de  solutions.  C'est  ainsi  que  0,76  0,756  0,755  0,7512,  etc. , 
répondent  aux  fractions  |,  |||,  ~|^,  etc.,  qui,  réduites  en  dé- 
eimales ,  ont  0,75  pour  premiers  chiffres. 

3*.  Mais  si  la  période  est  connue,  et  qu'elle  commence  dès 

la  Tirgule ,  comme  pour  0,666 0,2727.. .  etc.. . .,  on  ob- 

terrera  que  ^f^,  'g^^  •  •  >  réduites  en  décimales  ,  donnent 
Q,  (i),  o,  (oi)i^  0,(001)..  • .  On  peut  donc,  par  exemple,  regar- 
der o,  (27)  cœnme  le  produit. par  27  de  o,  (01  )  ou  -^^  ainsi 
«,(27)  =  f^  ou  -^.  De  même,  0,(6)  est  le  produit  par  6  de 
0,(1)  ou  ^'y  ainsi  0,(6)==  |  ou  |.  Donc,  pour  remanier  d'iàne 
fraction  décimale  périodique  à  la  fraction  génératrice  ^  iljàut 
dwiter  la  période  par  le  nombre  formé  d^ autant  de  9  auoeeseifs 
que  la  période  a  de  chiffres. 

On  trouvera  ainsi  que  ©,(34^)  =  fff  =  ^;  0,(571428) 

999999  7>">V"*'"^ 999  lii' 

4*.  Si  la  période  i|e  commence  pas  dès  la  virgule,  on  peut  dé- 
composer cette  fraction  décimale  en  deux  autres  dont  elle  soit 
h  somme  ou  la  différence,  la  période  prenant  à  la  virgule, 
•àbsî,  o;5333  =  0,333.. .  .4-0,2, ouf  +  i^  =  J-4-f  =  ^.  De 
mène  o,5888revientào,(8)  — 0,3=1  — ^  =  f|. 

5.. 
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Oïmenet  que  toute  firaction  dédmale ,  oomprue  darnt  le  cas 
présent ,  est  la  somme  ou  la  différence  de  deux  fractûmJB ,  dont 
Tune  a  pour  dénominateur  9999*  •  •  •,  l'autre  une  puissance  de 
10 ,  ou  de  2  et  5.  D^oii  il  résulte  que  toute  fraction  qui  a  pour 
facteur  de  son  dénominateur  une  puisaance  de  ^  ou  de  S ,  conduit 
à  une  période  décimale  qui  ne  commence  qu*à  un  rang  aurdetà 
de  la  virgule  ^  marqué  par  lapku  haute  puisêonce  de^oudeS. 
il  est  bien  entendu  que  le  dénominateur  peut  bien^  après  la  ré- 
duction à  une  plus  simple  expression  »  ne  pas  être  le  produit  du 
nombre  999. . . .  par  une  puissance  de  vo  {*), 

Des  Nombres  concrets  et  complexes. 

54.  Jusqu'ici  les  nombres  que  nous  aTons  introduits  dans  nos 
calculs  yovXahetraitB,  <^est-à-dire  que  Funité  n'a  pas  été  définie. 
Mais  ces  nombres  ne  peuTcnt  faire  acquérir  la  notion  de  la  gran« 
deur  des  objets^  que  quand  Funité  est  connue.  Par  le  nombre  34f 
on  marque  bien  que  la  grandeur  à  mesurer  est  formée  de  ^4^ 
l'unité  :  mais  lorsqu'on  dit,  par  exemple,  que  le  jour  est  ooiik* 
posé  4/à  s4  heures j  on  énonce^  i^  que  l'unité  de  temps  est  h 
durée  S  une  heure;  ^.  que  24  de  ces  unités  durent  autant  qu'wi 
jour.  Ces  sortes  de  nombres^  composés  d'une  unité  particuliërOi 
qu'on  répète  autant  de  fois  que  l'indique  une  quantité  abstraite^ 
sont  ce  qu'on  nomme  des  Nombre  concrets  :  ce  sont  de  yéritabbi 
produits  9  dont  le  multiplicande  est  l'unité,  et  le  multiplicateur 
un  nombre  abstrait  :  l'énoncé  a4  froncs  reyient  à  24  ^^  ^^ 
frxinc^  K  ■  ■ 

Nous  derons,  avant  tout ,  faire  connaître  les  dénominatioBf 
qui  seryent  à  désigner  les  diverses  unités. 


(^)  On  remarqae  que  lorsque  le  diviseur  est  un  nombre  premier,  si  la  ptf- 
viode  n'a  pas  autant  de  chiffres  que  ce  nombre  a  d'unités  moins  i ,  du  mois» 
elle  en  a  une  quotitë,  qui  est  facteur  {partie  aliquote  )    de  cette  diffârenc^  . 

Ainsi  -^  n'a  que  6  chiffres  à  la  période  j  mais  6  est  facteur  de  i3  —  1 .  (  VV^^Z- 

la  note  page  43i,  et  VArilh.  compl.  de  M«.BertlkeTin<} 
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i**.  Uunitéde  longueur  se  pomme  Mètre;  c'est  la  dix-millio- 
nième partie  de  l'arc  du  méridien  de  Farfs,  et  qui  s'étend  du 
p61e  à  l'équateur. 

2t^.  Un. carré  dont  le  côté  a  10  mètres  est  l'unité  de  surface; 
on  le  nomme  Are, 

3®.  Le  cube  qui  a  pour  côté  la  dixième  partie  du  mètre  est 
Funité  de  Tolume  ;  c'est  Je  Litre,  On  se  sert  aussi  du  mètre  cube , 
00  Stère,  pour  mesurerile  bois  de  cbau£Fage. 

4°.  Le  poids  d'un  cube  d'eau  qui  a  pour  côté  le  centième  da 
mètre  est  l'unité  de  poids.;  c'est  le  Gramme,  Comme  le  poids 
d'un  Tolume  croit  a^vec  la  densité  y.  il  faut  ajouter  que  l'eau  doit 
être  pure  ^  et  au  maximum  de  densité^  qui  est  vers  4.  d^és  du 
thermomètre  centigrade. 

5°«  L'or  et  l'argent  monnayés  doivent  contenir  -^  d'alliage, 
c^est-à-dire  être  à  0^9  de  fin»  L'unité  mohétaire  est  le  Franc, 
pièce  d'argent  du  poids  de  S.grammes. 

Mais  ces  unités  sont,  pour  diyers  usageS;  ou  trop  grandesyou 
trop  petites  :  par  exemple  ^  la  distance  de  deux  yilles  et  Fépais- 
fleor  d'un  livre  ^  exprimées  en  mètres  y  sei^i^t  d'une  pafrt  un 
trop  grand  nombre  ^  et  de  l'autre  une  fràctiàii  gênante  ;-  on  a 
réoni  plusieurs  de  nos  unités  de  cbaque  espèce  en  une  seule  pour 
mesurer  les  grandeurs  considérables,  et  sous-dirisé  cbacune  en 
parties  propres  à  mesurer  les  petites  quantités.  La  longueur  de 
dix  mètres  forme  le  Décamètre  ;  la  capacité  de  dix  litres ,  le 
Décalitre;  le  poids  de  dix  grammes  y  le  Décagramme^  etc.  La 
kffigueur  de  cent  mètres  est-  VBectomètre  >*^  le  yolume  de  cent 
KtreSy  Y  Hectolitre;  cent  grammes^  V  Hectogramme;  cent  ^r es  y 
^Hectare,  etc.;  mille  mètres  îorxX.  \e. Kilomètre  ;  mille  litres^  le 
KiîoUtre;  mille  grammes^  le  Kilogramme ,  etc.;  dix  mille  mè- 
tres valent  un  Myriamètre  ,  etc. ,  ces  nouvelles  unités  devenant 
anni  de  dix  en  dix  fois  plus  grandes. 

On  partage  de  mêipe  le  mètre  ,  le  litre..  > . ,  en  dix  parties  | 

on  nomme  Décimètre,  le  dixième  dji  mètre;  DécUitre,\e  dixième 

^'^^  in  litre ^  Décime,  le  dixième  du  franc,  etc.  Chacun  de  ces 

fiùèmes  se  partage  de  même  en  dix;  le  Centimètre  est  le  cen-- 
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tjèmeda  mètre;  le.CeiiAHn#^  le  centième  da  fraic»«*.;IeJftf- 
ttmèire  est  le  millième  du  mètre,  etc: 

Ainsi ,  en  se  réglant  toujours  sur  l'ordre  décimal,  la  nomeiif 
dature  s'est  trouvée  comprise  dans  nos  six  noms  d'unités  princi- 
pales, deyant  lesquels  on  place  des  addltifii  empruntés  i  la  langue 
grecque  pour  désigner  des  mesures  de  dix  en  dix  fois  plus 
grandes  :  déca,  dix;  ïucto^  cent;  kUoj  mille;  myria ,  dix  mille; 
et  les  adjectifs  dérÎTés  dû  latin  :  de<d,  dix  ;  cêuH^  cent;  nnOi^ 
mille,  pour  indiquer  des  unités  de  dix  en  dix  fois  plus  petites. 
Par  exemple,  un  kilogramme  raut  mille  grammes  ;  un  centi» 
mèfi'e,  le  centième  du  mètre,  etc.  De  même  8827/»  grammes 
Talent  3  kOogrammes,  8  hectogrammes,  a  décagrammes,  7  gram- 
mes etâ  décigrammes}*ou,  si  Pon  Tcut ,  38,^75  liecU^;nanuMs» 
ou  3>8a75  kilogrammes.  On  énonce  ceagrandenrs  de  la  manière 
lu^eoutumée  aux  fractions  décimalea;  la  seconde,  par  CGiemple,, 
ae  lit  ainsi  :  38  hectogrammes  et  ^^ 

Il  s'en  faut  de  beaucoup  qi^oa  ait  besoin  de  tontes  lea  espèces 
4*i||dt44  coippriseiydanii  .«^tt^  expositioç;  mais  on  rejette  ijelles 
qui  n'ont  ms  d'usage»  Noos  dirona  dçfic  que  U  mètn  0ê$fa  diah' 
miUùmièmfparfy^^J^arc  du  miridùn  qid  va  du  pôb  à  tjfuor^ 
Uur;  Pare  ^tlf^^(l^mèt^  carré  i  h  litr€j  un  décimètre  çubê  s  It 
êtère,  un  mètre  cube;  le  gramme  est  le  poid$  d*un  centimètre 
cube  d'eau  distillée  au  maximum  de  densité;  le  franc  est  le 
poids  de  S.  grammes  d'argent  à  -^  de  fin  C).  La  conception 

III  I  "■    ■  ■'       ■  J.'   I      ■■■-      ■  ■'■'■  I  I  ■  I  I  ■         Il  II  I        ■■!         1 

{*)  Les  pièiset  4e  5  francs  pèsoDt  a5  gtammes  ;  4  d^  ces  pièces  pèsent  nn  hec- 
togramme; MO  francs  pèsent  ua  demî-kîIogranuDe.  On  accorde,  sar  le  poids  et 
le  titre  des  pièces  de  j5  francs., .  njoe  tolérance  de  d,oo3  en  plos  et  en  moins.  Le 
kilogramme  d'argent  pur  van  t  environ  aaa  franco.  Les  pièces  de  5  francs  ont 
37  millimètres  de  largeur  diamétrale;  37  de  ces  pièces,  plac^  sur  une  même 
ligne,  bont  à  bout,  donnent  la  longnenr  du  mètre;  8  pièces  forment  à  pe« 
près  3  décimètres. 

Les  pièces  de  40  fr.  pèsent  la^QoSaagrainmcs  ;  ceUesde  ao  &•,  6,45idi  gram- 
ipei f  ou  x^  pièces  de  ao  fraqca  pèsent  nn  kilogramme,  valant  3ioo  fomcs. 
On  accorde  une  tolérance  de  0,00a  sur  le  ^vn  et  stfr  le  poids ,  soit  en  plus,. 
soit  en  moins.  34  pièces  de  90  fr.  et  11  de  fyi  fr.,  placées  bont  à  bont  sur  une 
ligne,  fonoeat  la  longueur  du  mètre.  La  kilognmèie  dV»  por  vaut  envirea 
3444  fr,  La  valeur  de  Tor  monnayiest  i5  foi«  d  demie  ceUe  dt  ruqgeot.  / 
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simple  et  grande  qui  a  donné  naissance  à  ce  système  repose  sur 
cette  idée,  qu'il  faut  prendre  dans  la  nature  un  terme  inTariable, 
U  mètre  ^  et  déduire  eiuuUe  de  cette  mesure  toutes  les  autres  : 
si  quelque  catastrophe  Tenait  à  détruire  tous  nos  étalons  ^  iU  se- 
raient faciles- a  retrouTer. 

CSet  admirable  système  a  rencontré  vne  opposition  devant  la- 
quelle on  a  crn  devoir  fléchir  ;  on  permit  l'usage  des  anciens 
noms  :  ainsi  on  traduit  le  mot  hectare  par  arpent  >  décalitre  par 
?elte  >  litre  par  pinte  1  hectolitre  par  septier ,  décalitre  par  bois*- 
leau;  kilogramme  par  livre  >.  etc.  Ce  ne  fut  pas  une  idée  heo* 
reose  ique  de  céder  ainpi  sur  la  nomenclature  *,  oe  ne  sont  pas  1^ 
noms  dont  l'usage  eçt  gênant^  c'est  une  habitude^  contrs^ctée  /dèb 
l'enfance  >  qui  a  mis  nos  besoins  en  relation  avec  des  mesures  qu'il 
&at  dianger.  Ainsi  Poj^.pe  ^Qoi^dia  qu'à  un  mal  imaginaire»  et 
l'apposition  demeura  4a9,^  toute  sa  force. 

55.  Le  plus  bel  éloge  quf on. puisse  faire  des  nouvelles  mesures 
est  l'exposition  des  anciennes;' Nous  présentons  ici  le  tableau  de 
celles  qui  étaient  en  usage  \  Paris  ;  car  elles  changeaient  avec 
les  provinces,  et  même  avec  les  villes  d'un  ihèiiie  État  (*). 

L'nnité  de  longuei^r,  se  npxiuuait  Tow  i  elle  se  divisait  en 
6  Pieds  ^  chacun  de  12  Pouces  ^  et  chaque  pouce  de  12  Lignes. 

L'unité  de  poids  était  la  X»ii'r^&;^  partagée  en  16  Onces  ^  « 
chaenne  de  8  Gros  ou  Dragmes  ^^  dirigés  chacun  en  72 
Grains  gr,  ou  en  3  Scrupules  9  (de  ^4  gr^îi^)*  ^  lî^i'C  était 
encore  part^ée  en  2  Marcs  ^  de  8  onces  chaque ,  etc.  Le  signe  fi 
désigne  une  demie;  ainsi  3  iifi  veut  dire  2  gros  et  demi. 


[*)  Ces  irrégularité iiennem y  soit  aax  besoins,  soit  aux  usages  des  p^ys. 
Tantôt  ou  préférait  la  soos-dÎTision  par  la,  ti^ntftt  par  ao  :  on  choisissait  de* 
nesnrès  en  relation  icf  àyec  les  traTanz  de  ragricolture,  là  arec  les  con^om- 
muions.  Par  exemple,' le ^boisseaa  ras  de  ble  en  grain  pesait  ao  &;  an  septier 
d»fiiiine  pcfait  aaolb,  etc.  )  la  Hvre  de  Lyon  avait;  §4  oncevj  ailleurs  elle  n'en 
coatenait  qqe  ia,  etc. 

£11  {^jinint  disparaître  tontes  ce»  variations,  le  nouveau  système  a  i>wdu  on 
Mrvîce  incontestable  aux  hommes  j  mais  il  a  malheureiiseiyent  Viniconvénl/mt 
^  ne  pat  être  devenu  par  Fasage  en  relation  avec  nos  besoin^. 


7^  ARITHMlftTIQUB. 

Ba  liTre^ndbfmaîe,  dite  Tournois,  était  composée  de  ao  Sousj 
chacttn  de  la  Deniers. 

L'unité  pour  peser  les  diamans  était  le  ITara^^ poids  de  3,876 
grains  poids  de  marc^ou  2  décigrammes  ;  il  se  divise  en  4  grains  (^). 

Le  Jour  se  partage  en  24  Beures ,  l'heure  en  60  Minutes' j 
ebacone  de  60  Secondes  '  •  •  • . 

Les  étoffes  étaient  mesurées  avec  une  longueur  nommée 
^unej  d'environ  44  pouces  (43^>9028=  43^  10",  8333). 

Le  Boisseau,  capacité  de  655, 78  pouces  cubes,  contenait  16 
litrons  (de  4o>986  pouces  cubes  chaque).  Le  SepHer  valait 
1 2  boisseaux,  c'est-à-dire  7869,36  pouces  cubes;  la  Mine,  6 
boisseaux;  \e  Minot,  3;  le  Muid,  i44>  c^est-&-dire  12  sep- 
tiers.  '  •   .-a.  ...r 

'  La  Pinte  y,  qai,  selon  l\>rd(Hinanee  des  Échevins,  devait  con- 
tenir 48  pouces  cubes ,  n'en  &vaît  fééltèment  que  4^>9^*  ^ 
Felte  valait  8  pintes;  le  iRfi^  288;  il  se  divisait  en  2  i^#tfî/2tf/^ 
ou  4  Quartauts.  Le  Toms^au  valait  2  muids  ou  £76  pintes.  A 
Sordeaux,  le  tonneau  contenait  3  muids  ou  864  pintes  ;^]a 
Queue  d'Orléans  valait  432  pintes. 

Récapitulons  les  mesures  ci*dessus  énoncées. 


Toise.     Pieds.    Ponces.     Lignes. 
1    =    6    =    72 
I     =    la 


=    864 
-    144 
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Jonr.    Henret.    Minutes.    Secondes.. 
I    =    a4    =    ^iio    =   86400 
I    =       00    =     3ooo 
I    =         60 


{*)  La  valenr  d'nn  diamant  dépend  de  son  poids,  de  sa  taille,  de  sa  figure, 
de  son  eau  (  son  éclat  et  sa  transparence).. .  Pour  rëyaloer,  d'après  la  règle 
de  JefiPeries ,  on  exprime  d'abord  le  prix  du  poids  d'un  karat,  et  Ton  multiplie 
ce  prix  par  le  carre  du  nombre  de  karats.  Par  exemple,  si  le  karat  Taut 
5o  francs,  un  diamant  de  i33  karàts  vaut  5o  X  (i33]*,  ou  884  ^So  francs.  Le 

3 

Pitre  f  diamant  de  la  cosionnCy  du  poids  de  i36  karats  7,  fut  paye  »  mil' 

lions  et  demi ,  ce  qui  revient  à  i34  francs  le  premier  karat.  Le  Sancy',  autre 
diamant  de  la  couronne,  pèse  106  karats.  An  reste,  la  règle  de  Jefferies  ne 
subsiste  que  jusqu^à  un  certain  poid<»  pass<^  lequel  le  diamant  n'a  qu'on  prix^ 
d'affection^ 
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Litie.     Marcs,      Onces.     Gros.      Scrapales.      Grains, 
a     =     16    =:    ia8    =     384      =    gaiS 
I      s=:      8    =s    64   s      19a      =    4608 


I    =     a     =     16    =:    ia8    =     384      =    gaiS 
s=:      8    =s    64   s      loa      =    4608 

1      =:        S    z=z         214        =::       576 


Mnid.    Septiers.    Boisseaux.    Litrons. 
1    =     la      =      144      msa    a3o4 
I       =;         la       =       iqa 
X       =        16 


I    =        3      =       7a 
X      =       a4 

LÎTre.    Sols.    Deniers. 
I    =s  ao  =    a4o 
I   =      la 


Quant  aux  rapports  entre  les  anciennes  et  les  nouyelles  me* 
I,  Toyez  à  la  fin  de  l'Aritlimétique ,  page  I25« 

n  nous  reste  à  parler  des  moyens  de  faire  les  quatre  règles  sur 
iu  nombres  complexés  :  on  nomme  ainsi  ceux  qui  sont  formés 
f  unités  principales  et  de  sous-diyisions.  Nous  n'avons  rien  à 
dire  pour  les  nouyelles  mesures  qui^  n'admettant  que  des  frac* 
tions  décimales^  rentrent  dans  ce  qu'on  a  enseigné  (  n^  4^^  4^ 
et  47). 

56.  Pour  ajouter  ou  soustraire  les  quantités  complexes ,  on 
farity  ui^essous  les  unes  des  autres ,  les  parties  qui  ont  une 
nème  dénomination ,  et  l'on  opère  suobessiTement  sur  chacune  t 
en  coaunençant  par  les  plus  petites.  Si  la  somme  d'une  colonne 
lorpasae  le  nombre  d'unités  nécessaires  pour  former  une  on  plu- 
ôeus  anités  de  Tordre  snqpérieury  mi  les  retient,  et  Fon  ne  pose 
(pie  Fexoédant. 

Exemples  d'additicm^ 

Toises.    Pieds.    Pouces.    lignes       Mares.    Onces.  GnM.   Giains. 

i54  3          7         g  i  i5  '  3  .     6  &» 

s3  a          o        II  I  317  7  '     7  DO 

i3a  5        10     .     3  I  4'  D  5  17 

o  a 7 i^  4  ^  ^  '^ 

Su  7t         10          I  I  280  o  i  $7 


8x2         17  s.  2        10         4*         54 


43         «i  î  5         9 

.2 


84  o         SI  i  Jf^ 


^ 16 


i         2-^ 
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Dans  le  premier  de  ces  exemples ,  U  colonie  des  lignes  doime 
25  lignes  §y  ou  2  pouces  i  ligne  |,  parce  que  12  lignes  yalent 
I  pouce;  on  pose  donc  seulement  i  f  9  et  l'on  reporte  2  à  la  co* 
lonne  des  pouces,  qui  donne  34>  ou  2  pieds  10  pouces;  poses  10 
et  rétenez  2,  etc. 

Voici  quelques  soustractions  : 


Toises.    Pieds.   Ponces.   Ligna. 

487         O         00 
319         J^  3         lO 


Livres. 

32 
12 

Onces. 

9 
12 

Gros.    Grains. 

2     44 

5        la 

ï9 

12 

5        3a 

Livres/ 

349 

127 

Sons. 

• 

DénÎPfs.    •' 

4 

7 

222 

8 

9 

167 


8 


Jours.      Heures.    Minute*.  Seeomks. 
17       ■      Il  4?  ^ 


l3 


18 


a 


40 


16 


5i        25 


On  Toit  qu'après  aToir  soustrait  12  grains  de  44  r^^  passe  aux 
gros;  mais  comme  2--njS.  ne  se  ;peut)  on  ajoute  i  onoe  ou  & 
gros  9  et  l'on  a  iot«yv:&bcirS;  puis  on  ajoute  pareiUement  une 
once  aux  12  qu'il  fautéter  de  9;  desùrte  qu'oh  dira  9—  i3  ne 
se  peut  ;  ajoutant  uiie  lirre  ou  16  6nces>  on  a  25— i3?s:iia>  etc.  *  « 
Cette  opération  est  fondée  sur  le  même  principe  que  pour  les 
nombres  entiers.  '.  .       .1 

Descartes  y  péje  3  avril^  iSgG,  e^t  mort  le  ii  février  i65oj 
Pasc£^l,  né  le  19  juip  i6s^S.,  est  mort- le  19  août  i66i^;  Ne>^9n, 
né  le  1 S  décembre  T642y  "est mort  lé  b6  mari  -i  727.  On  deîaande 

la  durée  de  là  vie  qe  ces  grands  géortrètres. 

■  •         »  '         • .  .' 

57.  Pour  la  mul^ipli<^tjb>n  des  lïo^brëS  q^mplexes  ,  d,*^près 
les  principes  dônnéâC^i*  4^)  >  on  "Opérera  séparément' S^nr  les  * 
entiers  et  sur  les  fracttoii^.  On 'remarquera  que  le  multiplica- 
teur doit  toujours  èti^W  nopbre  abstrait  (n^  54  ),  d^tné  à 
marqmçr  corolbien  de  rojs  on  répète  le  muUiplicaude.  MiiJtiplier 
12  francs  par  3  auntes  ,^  ce  ne  peut  être  répéter  12.  francs  ^^unes 
de  fois^  mais  bien  répéter  12  francs  autant  de  fois  querl'unité 
est  comprise  dans  trois  aunes,  c'est-à-dire 3  fois.- Ainsi,  brsque 
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les  deox  facteurs  paraissent  concrets ,  c'est  que  la  question  est 
mal  interprétée.  An  reste  i  ceci  s^éclaircira  par  la  suite ,  n^  76. 

Il  se  présente  deux  cas,  suivant  que  le  multiplicateur  est  ou 
n'est  pas  complexe. 

i*'^  CAS.  On  voudrait  savoir  le  prix  de  17  aunes  §  d'une 
étoffe  qui  coûte  4^  livres  12  sous  6  deniers  l'aune;  il  est  clair 
^'il  faut  répéter  ce  dernier  nombre  1 7  fois  et  3  >  de  sorte  que 
le  multiplicateur  1 7  |  cesse  de  représenter  des  aunes ,  et  de- 
vient un  nombre  abstrait  (n°  54).  On  multiplie  d'abord 
45  livres,  puis  12  sous,  puis  enfin  6  deniers  par  17.  Le  pre- 
mier de  ces  calculs  n'offre  pas  de  difficultés.  Décomposons  12 
sous  en  io-|^2  :  puisque  i  livre  répétée  17  fois,  donne  17  HvreS| 
10  sous  ou  £  livre  doit  donner  la  moitié  de  17  livres;  2  sous  en 
donne  le  dixième,  ou  le  cinquième  du  produit  de  10  sous.  On 
a,  pour  6  deniers,  le  quart  du  produit  que  donne  2  sous^  on 
prend  ensuite  les  deux  tiers  du  multiplicande ,  et  l'on  ajoute  le 
tout 

Voici  l'ordre  qu'o^  suit  dans  ce  calcul:  ^ 

45*     la**"    6^ 
«7f 


8  • .  lo*^.  .M....  pour  for'',  la.ipoitié  de  17#.'         '  .   ^ 

I..  •  14 pour  2^^,16  io^dex7^, ouleStdeS^  lùXé^ . 

o. .  •  8. .  6^. .  pour  6^,  le  ^  du  produit  qu^k  donné ft^. 

i5.  • .  4-  ^  ^*  •  •  pou>^  i»  ^  tiers  du  moltiplicandc.  . 

i5...  4- •  2...pour§. 


806*       0^10^  »;^.ic.:. 


.»• 


■      ,-  :i 

J  '  • 


Jkm  pe  genr^  d'opérations  tout  se  réduit  i  ^écaomposer  cha- 
îne ÉBÊfAion  en  d'antres  qui  w^\Vumté pQurJiup^rqtBur  (c^Q^ 
eeqi^oii  nomme  Fraction^  aliguoies) ,  c'est-à-dii:;e  à  partager 
le  uumétwtçur  4n  facteun  du  (Umminatèw*  ,A\uak  19  sous^ 
(m^delirr^^  «e  ^^oomposçea  jr;^?«ïk^;^/st  i^=c;  j^;  U 
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faudrait  donc ,  pour  ig  sons,  prendre  la  7 ,  le  \  et  le  |  de  Fentîer 
mulliplicatenr,  considéré  comme  des  liyres.  On  pourrait  aussi 
prendre  if  =  i  >  ^  ==  4  et  deux  fois  -^  =  -j^.  De  même  pour 
|on  prendra  5  =  f ,  ^=1  et  ^ 

On  Yoit  donc  que ,  pour  multiplier  une  fraction  complexe» 
après  l'avoir  exprimée  en  fractions  à  deux  termes ,  il  faut  dé- 
composer son  numérateur  en  parties  qui  divisent  le  dénomina- 
teur ;  les  fractions  composantes  seront  donc  réduites  à  d'autres 
dont  le  numérateur  est  i.  Par  exemple,  pour  10  pouces,  ou  -j—de 
pied ,  on  coupera  ioen6-|^2-f-2,  ce  qui  fera,  en  réduisant, 

i*  I  et  -J;  ou  bien  en  4  +  4  + ^>  V^^  ^^^^  î>  5  ®*iî  ^^  ^^ 
6  +  3  +  I ,  qui  donnent  i ,  ^  et  y^j ,  etc. .  •  • 

Observons  que  si  le  multiplicateur  v 

/  n*a  qu'un  seul  chiffre  ,  il  est  plus        ^^'  ^f'  ^'^'  ^*'^*- 

simple  d'opérer  commô  pour  l'addi-*       ^ 

tion.  Dans  l'exemple  ci  -  contre ,  on       40»       ^      ^       54 
dira  7  fois  18  grains  s=  126  grains  = 

I  gros  54  grains.  On  pose  54  et  on  retient  i.  Passant  au  produit 
de  4  gros  par  7,  on  a  4  X  7  +  '  =  29  gros,  ou  3  onces  5  gros; 
on  pose  5  gros  et  l'on  retient  3  onces ^  etc. 

Pour  multiplier  i4  s.  par  4^3,  il  faut  prendre  les  ^  ou  les  ^3 
de  483  livres  j  on  a  ^^  ou  338,  i ,  ou  enfin  338  liv.  2  s.  Cet 
exemple  prouve  que ,  pour  multiplier  un  nombre  pair  de  sous, 
il  faut  eri*prendre  la  moitié  j  faire  le  produit  de.  cette  moitié  ^  en 
mettant  au  rang  des  sous  le  double  des  unités,  de  ce  produit. 
Pour  i8  s»  X  56,  comme  56  X  9=  5o4 ,  on  a  5o  liv.  8  s.  ; 
80  pièces  de  12  s.  font  8  X  6  =  4^  li^* 

2"  CAS.  Cherchons  la  valeur  de  36  marcs  6  onces  4  gros  d'ar- 
gent à  5i  liv.  i5  s.^5  den.  le  marc.  On  répétera  d'abord  5i  liv. 
i5  s.  5  den.  36  fo^;  et  ensuite  autant  de  fois  que  6  onces  4  gros 
sont  contenus  dans  le  marc  :  le  multiplicateur  est  abstrait  et 
cesse  de  représenter  des  marcs.  Ainsi  on  ne  multipliera  d'abord 
Si  liv.  i5s.  5  den.  que  par  36,  ainsi  qu'on  le  voit  ci -contre, 
d'après  la  règle  exposée  ci-dessus.  Il  reste  ensuite  à  multiplier 
par  la  fraction  6  onces  4  gros;  en  prenant  d'abord  pour  4  onces 
la  moitié  du  multiplicande  total  5i  liv.  i5  s.  5  den. ,  parce  que 
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4  onces  éqnWaut  k  j,  ou  la 

moitié  d'un  marc;  pour  2  onces,  ^^^    *^    y^ 

on  prend  ensuite  la  moitié  de  r— t^ — 

j  •*     *  3o6* 

ce  produit,  etc.  f^^ 

Il  arrive  souvent  que,  pour  p^^^  ,^j- ,  ^^5  4-^ 

faciliter  les  ^calculs ,  on  fait  un  i  *^ . .  •   i  16 

faux  produit  :  par  exemple  ,  4^-*  •  •   o  12 

si  l'on  aTait  eu  i4s.au  lieu  de  !?   *  "  2               q  1 

i5 s.,  il  aurait  fallu  de  même  J©  '  '  * .-.       .2    .     F 

.      ,  1  .    -i  2".  • . la       10    10  4 

faire  le  produit  de  1  s.,  qu  on  4»' ...  3        4     8  -Ir 

aurait  effacé  après  avoir  trouvé  joôS'     16     si 

le  produit  des  5  den. 

Voici  deux  autres  exemples  : 

12*   18^  8^  37*    iS-^     8^ 

42*       ffl   4P°  9*      3^    iiy' 

24*  340*      i^    o^ 

48  p'3P     18      17     lo 

ç'  i8«^. . . 37     16J"  F.  pr.  de  i^      fi        S    "  ï 

F.  pr.de    i-^..,  z      z  p'  4^      2         in  | 

p'  4^-"  o     i4  4P0      2        I     II  I 

4*...  o     14  3^      1 II       5  I 

4P0...0    14  41 

554     i3  II  ^  .       0 

58.  Puisque  le  quotient ,  multiplié  par  le  diviseur,  produit  le 
dividende,  la  division  doit  offrir  aussi  deux  cas ,  suivant  que  le 
^potient  ou  le  diviseur  représente  le  multiplicateur,  et  doit  être 
considéré  comme  abstrait. 

I*'  CAS.  Si  le  diviseur  est  le  multiplicateur,  le  quotient  est  le 
multiplicande  et  doit  être  de  la  même  espèce  d'unités  que  le 
dividende,  qui  représente  le  produit* 

Lorsque  le  diviseur  n'est  pas  complexe,  on  opère  tour  à  tour 
mr.diaqne  espèc&d' unités  du  dividende,  en  commençant  par  la 
{fais grande.  Ainsi,  pour  diviser  234  ^i^*  i5  s.  7  den.  par  4>. 
<a  prendra  le  quart  de  234  liy-y  qui  est  58  liv.»  avec  le  reste 
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2  Ut.;  qu'on  réduira  en  sous  pour  les  joindre  aux  i5  s.* du  divi- 
dende f  4^  +  i3  =  55 ,  dont  le  quart  est  i3  s.  ayec  le  reste  3  s. 
ou  36  den.  ;  36  +  7  =  4^  ^^^«  f  ^^^^  ^^  quart  est  10  |  den., 
le  quotient  est  donc  58  Ht.  i  3  s. 

10  î  den.  .  ^5*     ^  iîTîTnî: 

Un  ourrier  a  reçu  1 5i  liv.  1 48.  SooJ* 

6  den.  pour  4»  jourf  de  traTaîl  j  ^î|j- 

pour  savoir  ce  qu'il  gagnait  cha-  g4 
que  jouryOndiyisera  i5i  liy.  i4s. 


10 


6den.parlenoinbreabstrait42.  6 

On  Toit  ci-contre  le  détail  du       126 
calcul.  ^ . 

Quand  le  diviseur  n'a  qu  un  seul  chiffre ,  comme  dans  le 
premier  exemple ,  au  lieu  de  suivre  tous  les  détails  de  ce  type 
de  calcul  9  il  n'est  besoin  d'écrire  que  le  quotient ,  attendu  que 
la  miémoire  suffit  pour  retracer  les  restes  successifs.  C'est  ainsi 
qu'on  en  a  usé  (p.  24)  y  et  même  dans  les  exemples  de  multi- 
plications complexes  >  lorsqu'il  a  fallu  prendre  la  moitié^le  tiers  9 
le  quart. .... 

Si  le  diviseur  est  complexe ,  mais  qu'on  doive  encore  le  re- 
garder comme  abstrait,  il  faut  d'abord  faire  disparaître  les  frac- 
tions qui  l'àfîectent  :  pour  cela ,  on  multipliera  lé  dividende  et 
le  diviseur  par  le  nombre  qui  exprime  combien  la  plus  petite 
espèce  d'unités  de  celui-ci  est  contenue  dans  la  plus  grande. 
Cette  opération  n'altérera  pas  le  quotient  (n®  i5);  et  comme 
chaque  espèce  d'unités  du  diviseur  produira  des  unités  entières, 
il  sera  rendu  entier.  Ainsi ,  4^  toisés  5  pieds  4  pouces  ont  coûté 
554  liv.  i3  s.  II  den.  |;  on  demande  le  prix  de  la  toise?  II  £sint 
diviser  ce  dernier  nombre  par  le  premier  >  considéré  comme    : 
nombre  abstrait.  Comme  4  pouces ,  ou  ^  de  pied ,  est  contàin    1 
18  /ois  dans  la  toise,  on  doit  multiplier  les  deux  îiombres  pro-    : 
posés  par  1 8.  La  question  devient  :  7  72  toises  ont  coûté  9984  liv^    1 
10  s.  8  den.  ;  quel  est  le  prix  de  la  toise?  La  division  de  9984  liv.    i 
10  s.  8  den.  par  le  tiombre  abstrait  772  donne  pour  quotient    \ 
i2liv.  18  s.  8  den.  I 

t)e  même,  pour  Aviser  8661iv«os.  10  den.  par  17  |,  il  faut   ; 
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multiplier  par  3,  et  Tod  a  2418  Ut.  a  s.  6  den.  à  diviser  par  53. 
SiledÎTiseur  est  3°^  7®  4^,  on  multipliera  par  16 ,  parce  que 
4  gros  ou  la  moitié  de  l'once ,  est  contenu  16  foid  dans  le  marc. 

2'  CAS.  Si  le  diviseur  est  le  multiplicande  y  il  doit  être  de 
la  même  espèce  que  le  dividende;  le  quotient  est  abstrait^  et 
indique  combien  de  fois  l'un  contient  l'autre*  On  fera  dispa- 
raître les  fractions  du  dividende  et  du  diviseur,  ainsi  qu'il 
TÎent  d'être  dit,  puis  on  les  regardera  l'un  et  l'autre  comme 
des  nombres  abstraits  :  en  effet ,  12  liv.  contiennent  3  liv.  autant 
de  fois  que  12  contient  3. 

Par  exemple,  pour  diviser  364  ^î^*  ^4  ••  3  den.  7^  par  37  lîv. 
i5  s.  8  den.,  on  multipliera  ces  deux  nombres  par  20X12X18 
00  4320 ,  parce  que  le  dix-huitième  de  denier  est  contenu  432o 
fois  dans  la  livre.  Il  faudra  donc  diviser  i  57$  565  par  i63  224, 
ce  qui  donne  9  rrlHI.  Pour  foire  la  preuve  de  la  mnltipli<m- 
ti«n,  p.  77 ,  il  faut  évaluer  la  fraction  \lllil  en  parties  dé  la 
toise,  comnie  on  va  le  dire. 

Combien  de  fois  i43  liv.  17  s.  6  den.  contient-il  11  liv.?  Il 
£aat  multiplier  par  40  >  et  diviser  entre  eux  les  produits  S'jSS 
et  44^9  on  trouve  x3  fciis  et  ^. 

Sg.  Les  Exactions  k  deux  termes ,  les  décimales  et  les  com-* 
plezes  sont  les  trois  sortes  de  fractions  en  usage.  Nous  savons 
d^  convertir  les  deux  premières  l'une  en  l'autre  (  p.  63  et  67  )  ; 
voyons  à  les  changer  en  la  troisième ,  et  réciproquement. 

Onrédnit  une  fraction^n  nombre  complexe,  en  divisant  le 
numèratear  par  le  dénominateur.  Ainsi ,  pour  avoir  les  f  de  la 
litre,  on  divisera  5  liv.  par  7,  et  Pon  aura  1 4  s.  3  den.  f . 

Biciproquement,  pour  convertir  un  nombre  complexe  en  frac- 
tioBS  a  dmxÈ  termes ,  il  faut  le  réduire  à  sa  plus  petite  espèce. 
Ainsi  14  8.  3  den.  f  tant  171  den.  f ,  ou  — ^  de  den.  :  comme 
k  Kr.  viiat  240  den. ,  on  divisera  par  240 ,  et  Pon  aura  f|||  ou 

fdelir. 

Pod^éfâlner  en  sotis  et  deniefs  la  fraction  a,^i 5  liv.,  il  fout 
mtfeplier  pat  20 ,  et-  Pta  àf  1 4  9  3  s.  ;  ^  méméimillIpTiânt  o ,  3  s. 
ptt  i2,ona3,6den.j  donco*,7i5=3i4'^  3^,6.  ~    * 
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On  réduit  une  fraction  complexe  en  décimales  »  .en  la  coi^ 
yertissant  d'abord  cfn  fraction  k  deux,  termes^  pnis  ceUfr-d  et 
décimales  (n^  5o). 

m.    t»UISSANGES   ET   RACINES. 


Formation  des  Puissances. 


.  60.  En  multipliant  nn  !nombre  par  lui-même  »  i  ^  2,  3««  •• 
fois  successiYes ,  on  en  obtient  les  puissances  a,  3 ^  4*  •  •  m  comme 
on  le  Toît  dans  le  tableau  ci-contre* 


4 

3« 
8 

4» 
16 

5« 

6« 

7« 

8« 

9* 

33 

64 

138 

356 

5l3 

3 

9 

37 

81 

343 

729 

3187 

656i 

ig683 

4 

16 

64 

356 

X034 

4096 

16384 

65536 

363144 

5 

35 

135 

635 

3i35 

ï5635 

78135 

390635 

1953 135 

6 

36 

316 

1296 

7776 

46656 

379936 

1679616 

10077696 

7 

49 

343 

3401 

16807 

II 7649 

833543 

5764801 

4o3536o7 

8 

64 

5l3 

4096 

3376S 

363144 

3097153 

16777316 

1343 17738 

^ 

81 

739 

656i  59049 

53i44i 

4783969  43046731 

387430489 

Le  carré  (n°  4i,  5°.)  de  ^  est  g  X  f  =  1^  ;  le  cube  est  ^. ... . 

Lorsqu'on  Tcut  former  une  puissance  éleyée ,  on  peut  enter 

de  passer  successivement  du  carré  au  cube^  du  cube  à  la  qua* 

triëme  puissance Soit  demandé  3"  ;  comme  il  s'agit  de 

rendre  3  onze  fois  facteur^  je  décompose  11  en3-f~4~f*4>  ^ 
Tient  3"  =  3^  X  3*  X  3^.  On  Toit  donc  t^ il  faut  décomposer 
la  puissance  proposée  en  df  autres  dont  elle  soit  la  somme ^  et 
multiplier  ces  résultats  entre  eux;  en  sorte  que,  dans  la  muLti' 
plication  j  les  exposons  s'ajoutent  Ici,  3^  =  27,3^s=8i ,  en 
multipliant  on  s^  3^  =  2187^  multipliant  de  nouTcau  par  81» 
on  trouve  3"  =3 177  147-  • 


r 
f 
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(Mbsenrez  que  ^^  X  3^  n'est  autre  chose  que  le  carré  de  3^,  ou 
8i*=656i;  ainsi  4  muhipliant  (3^)%  ou  656i  par  3'''=279  on 
obtient  de  même  3^'.  La  puissance  12  est  3^X  3^X  3^:^  le  cube 
de  3*  du  (3^)^,  on  trouye  3**=8i^  =  53i  44^  >  divisant  par  3 , 
il  Tient  3"==  177  i47*  £n  général ^  décomposest  la  puissance 
proposée  en  deux  facteiats  ^  fomu%  la  puissance  indiquée  par 
l^uuj  et  éleife%  le  résultat  à  la  puissance  marquée  par  l^ autre; 
oa  autrement,  j90zir  élever  à  une  puissance  j  multiplient  l'expo^ 
Mntpar  le  degré  de  la  puissance.  {Foy.  n^  124O  Par  exemple  t 
pour  5'%  faisons  f  X  5'».  Or  i8  =  2  X  3  X  3  ;  5'«  =5»-3  «  .  on 
fera  donc  le  carré  de  5,  on  l'élëvera  au  cube ,  puis  le  jiésultat 
tncare  au  cube,  et  l'on  aura  la  dix-huitième  puissance ;(  après 
quoi  on  divisera  par  5  pour  avoir  la  dix-septième.  Yoici  le  calcul  : 
5*=25,25^=5^=:i5625,  dont  le  cube  est5**=3  814657  265625;'. 
enfin  5*^=762  939  453  I25.  On  remarquera  avec  quelle  ra- 
pidité les  puissances  croissent.  La  soixante-quatrième  de  2  est 

18446  744  ^7^  7^  ^^'  ^'^« 


Extraction  des  Racines  carrées  : 


t  î 
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61  •  Le  carré  d'un  nombre  de  2  chi£Pres,  tel  que  35,  se  forme 
par  la  multiplication  de  35  par  35 ,  opération  qui  exige  quatre 
produits  partiels;  i^  5  X  5 ,  ou  le  carré  des  unités  ^  2^  3o  X  5 , 
on  le  produit  des  dixaines  par  les  unités^,  3®.  une  seconde  fois 
3o  X  5;  4^-  3o  X  3o ,  ou  le  carré  des  dixaines.  Donc  le  carré 
d'an  nombre  de  a  chiffres  est  formé  du  carré  des  dixaines  j  deux 
pÂs  k  produit  des  dixaines  par  les  unités  j  plus  enfin  le  carré 
des  unités.  Ainsi  35*= 900  +  3oo  -f-  25  =  i225. 

Four  multi^ier  7+5  par  7+5,  on  multiplie  7  et  5  d'abord 
ptr  7,  puis  par  5,  et  l'on  ajoute;  ce  qui  donne  7^  +  7  X  5  d'uoe 

part,el  7X5+5' de  Pautre.  Donc  i2^est=49+â5+2X35=:i44» 
Boue,  pour  £dre  le  carré  de  7  +  5,  il  ne  suffit  pas  de  carrer 

7  et  5,  il  faut  encore  ajouter  le  double  du  produit  de  7  par  51 

Le  carré  iffun  nombre  composé  de  deux  parties   se  forme  des 

carrés  de  chacune^  augmentés  du  double  de  leurproduiL  (^Foy, 

=•97,  «••  ) 

I.  6 


8it  ÂIUTHMÉTIQDE. 

6a  «  Les  carrés  de  lo,  loo  looo....  sont  nyo,  lo  ooo,  ifiooùao^ 
ou  I  suivi  de  denx  ibis  autaiit.de  séros  qu'il  y  en  a  à  la  racine: 
ainsi  tout  nombre  d'un  seul  chiffre,  ou  oomjhria  entre  i  et  kO| 
a  son  carré  entre  a  et  loo,  c'est-à-dire  composé  de  k  cfti  11 
chiffres  :  de  même  tout  nombre  de  a  cbij^rres  e^i  a  3  ott  4  ^  sou 
carré,  etc*  £n  général^  le  carré  a  le  double,  çu.lâ  doublé  m/çâm 
I;  <ieê  chiffrfSB  de  la  racine  (p.  19). 

Procédons  au  calcul  de  l'extraction  des  racines  canrées.  Callii 
des  nombres  de  i  ou  a  chiffres  sont  comprises  dans  les  taUiss 
n**  <4  et ^60  :  quant  au&  autres,  il  £ïut  distinguer  denxcÉS« 

i^'cJRb/' Si  le  nombre  proposé^tel  que  784/ft3.oa4cliiffireSf' 
sa  raéitte  en  a  deux  *,  et  784  est  composé  du  carré  des  dizaines 
de  la  racine ,  de  celui  des  unités ,  et  du  double  du  produit  des 
dixaîneâ  par  les  unités.^  Or,  la  premiër&dè  ces  piwtiea  ae  fiirmt 
en  ajoutant  denx  zéros  au  carré  du  chiffre  de8dixainës(n^  x3,  S^r^ 
d'od  il  sttit  que  ce  carré  n'entre  dans  l'addition  de  joes  trois  pairikt 
qu'au  rang  des  centaines.  £n  séparant  le»  denx^diiffres  84»  M 
Yolt  que  7  contient  le  carré  du  chiffre  des  dixaines^  considérées 
comme  des  uuijtés  simples ,  et  en  oatr^lcf-  Kç^taines  produites 
par  les  autres  parties  du  carré. 

.On  prendra  la  racine  du  plus  grand  carré  4  contenu  dans  7, 
elle  sera  le  chiffre  des  dixaines  cherché  :  car  7  étant  compris 
entre  left  carrés  de  2  et  de  3 ,  le  nombre  proposé  784  l'es|  entra 
ao^  et  3p^  *^  ainsi  Ja  rtcine  est  entre  90  et  3o  ^  et  l'on  a  2  pour  I9 
chiffre  des  dixaines. 

£n  retranchant  4  de  7,  le^te  3  est  la  retenue  ;  ainû  384.est 
composé  d a  carré  des  unités,  plus  du  double  des  dixaines  mul- 
tiplié par  les  unités.   -    ;  ..  _ 
. .  On  forîna  le  produit  du  double  des  dixaines  par  les  unité^  en 
multipliant  le  double  du  chiffre  des  dixaines  par  les  unités,  et     ) 
mejjttant  un  zéro  à  excite.  Ainsi ,  dans  l'addition  ,  .ce  produit 
est  c<»npris  au  rang  des  dixaines^,  et  cont^iu  par  conséquoal 
dans  38  >  en  séparant  de  384  le  chiffre  4  des  unités  :  38  eonltienlT  ' 
en  outre  les  dixaines  produites  par  le  carré  des  unités,  et  oelfai'  "  4 
qui  proviennent  de  ce.  que  784  peut  n'être  p^s  un  carré  ^eftS^A 
Si  ces  dixaines  étaient  connues  ^  en  les  étant  de  38  ;  le  reste,.,  trr*  ^ 

«*  .1 
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a.i 


■Il 


ai 
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rait  le  double  prodnit  doat  il  est  ici  question  ;  donc,  en  le  diyi- 
tant  par  4>  double  du  cbifiPre  des  dixaixies,  le,  qoelient  serait  Iqs 
anîtéi.  Divisons  donc  38  paii^4y  ^^  diridende  sera  plus  grand  qae 
cdni  qo'oir'doit  employer ,  et  le  quotient  pourra  être  trop  grand  ^ 
mais  il  sera  facile  de  le  rectifier. 

Car  si  le  quotient  ^^  ou  g  en  nombre 

entier,  représente  en  effet  les  unités,  en 

plaçant  9  à  côté  du  double  4  du  chiffire 

des  disLaines,  49  ^^^  ^^  double  des  dixai- 

Ms  s^até  aux  unités  ;  et  49  X  9  sera 

le  donUe  du  produit  des  dizaines  par 

lei  unités,  pins  le  carré  des  unités.  Or, 

^X^sEs  44'  ^  384;  donc  g  est  trop 

grattdir  On  éprourera  le  cbiffire  8  de  la 

sème  manière;  et,  comme  48x8=384, 

qii^  itêlraiiclié  du  reste,  donne  o ,  on 

Toit  qme  784  est  le  carré  exact  de  28. 

On  a  mis  ici  le  type  du  calcul ,  ainsi  que 

cdoi  de  |/  2^35,  qui  est  52,  avec  le  reste  «B-i-;  de'  aorte  que 

52  est  la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  2735,  c'est- 
à-dire  celle  de 2735— 3i ,  ou  2704.  On  tro\i?e  aussi  V/  i2i=îx. 
2*  cas.  On  raisonnera  de  même  si  le  carré  a  plus' de  quatre 

chiffirea  ;  car  alors,  bien  que  la  racine  en  ait  plus  de  deux ,  on 
peut  encore  la  r^arder  comme  composée  de  dixaines  et  d'unités; 
par  exemple ,  523  a  52  dixaines  et  3  unités. 

Ain^i ,  pour  273  52g,  on  yerra,  par 
la  même  raison,  que  le  carré  des 
dixaines  ,  considérées  comme  simples 
laitéa ,  est  contenu  dans  273S  (  en 
séparant  les  deux  cbifires  à  droite, 
39),. et  que  la  racine  du  plus  grand     '  .       '^ 

enrécositenu  dans  2735  donne  les  dixaines..  On  a  tfqnfr^  cfr 
Jesfos  5a  pomr  cette  racine,  et  3i  pour  reiste;  cle.;^>it€  4U4S 
IsMendant  29- à  ûftté  de  .3>i ,  .3 12g  est  le  dojuiblei  :pv^mt>  4es, 
tittines  5si  par  les  unités  inconnues.,  plus  le  oansé  de  ces^  unités  « 
«yprnaasrat  le  dûffre  g,  on  dinsera  3»  par.io4>  4orU0  de» 

6.. 


3  h'%'9 
3  I  a  9 


a  3 


a^;  3i99 
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dixaines  5a  ;  on  aura  le  quotient  3 ,  qui  est  les  unités  de  la  ra*' 
oine,  ou  un  nombre  plus  grand. 

EnBn ,  plaçant  ce  quotient  3  à  droite  de  io4i  et  multipliant 
1043  par  3 ,  on  retranchera  le  produit  3129  du  reste  3129;  ainsi 
523  est  exactement  la  racine  cherchée. 

Ce  raisonnement  s'applique  à  tout  nombre  ;  on  voit  qu'il  &at 
le  partager  en  tranches  de  deux  chiffres ,  en  commençant  par 
la  droite  9  ce  qui  ne  laissera  qu'un  seul  chiffre  dans  la  dernière 
tranche ,  lorsque  le  (nombre  des  chiffres  sera  impair.  Chaque 
tranche  donne  un  chiffre  à  la  racine ,  en  opérant  sur  nhy<*nnf 
comme  il  yient  d'être  dit.  I]  est  donc  bien  facile  de  ^uger  (^priori 
du  nombre  de  chiffres  de  la  racine  d'un  nombre  donné.  QaaiwL 
cette  racine  n'est  pas  exacte  ^  le  calcul  conduit  à  un  resto^  novs 
allons  montrer  l'usage  de  ce  reste  pour  approcher  de  la  v^ejgte» 

Observez  aussi  qu'il  est  inutile  «d' écrire  les  divers  produits .i 
soustraire  ;  et  qu'on  peut,  comme  pour  la  division  (p.  28},  ftire 
à  la  fois  chaque  multiplication  et  la  soustraction. 


II. I  i.o  8.8  8.9/9 
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6  663 
3 
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On  peut  aussi  s'exercer  sur  les  exemples  suivans  :  V'  7  283  291 
=  2698,  reste  4087;  et  v/ 3  179089=1783. 

63.  On. appelle  CommenaurahUs  ou  Rationnels  les  nombres 
qui  ont  une  commune  mesure  avec  l'unité  :  tel  est  |,  parce  que 
le  5*  de  l'unité  est  contenu  cinq  fois  dans  i ,  et  deux  fois  dans.}* 
Mais  tout  nombre  entier ,  qui  n^estpas  le  carré  exact  d'un  enr 
tier  y  ne 'saurait  Vitre  non  plus  d'un  nombre  fractionnaire  j  ii 
par  conséquent  sa  racine  est  incommensurable  avec  Vunité.  Caç^ 
s'il  y  atait  une  commune  mesure ^  contenue ,  par  exemple,  dnif: 
fois  dané  Funité  et  treize  fois  dans  v/7 ,  en  sorte  que  (36)  k 
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Ttcine  de  7  fût  représentée  exactement  par  •2^=1/7,  en  éle- 
vant au  carré  on  aurait-^  =  7  ;  ce  qui  est  absurde,  ces  deux 
fractions  étant  irréductibles  (n°  4'  >  ^^0* 

Puisqu'en  divisant  l'unité  en  parties  égales ,  on  ne  peut  ja- 
sais prendre  celles-ci  asses  petites  pour  que  l'une  d'elles  éoit 
contenue  exactement  dans  v/7 1  et  qu'aucune  fraction  ne  peut 
èbre  la  yaleur  juste  de  V^7 ,  si  l'on  veut  la  mesure  ^exacte*,  il 
frot  prendre  une  autre  unité  (36  )  ;  k  moins  qu'on  ne  se  cour- 
teote  d'une  approximation ,  en  rendant  les  parties  de^  Pnnité 
aan  petites  pour  que  la  difiérence  entre  V^7  et.  un  certain 
nombre  de  ces  parties  puisse  être  négligée  comme  de  peu.d^im- 
portanoe.  Par  exemple^  si  l'unité  contient  looparties,  et  qu'on 
tmtre  que  a  unités + 64  de  ces  parties  soiit  <C  V^  7  ;  tafidîs  que 
65  surpassent  V^  7 ,  c'est-à-dire  que  7  soit  entre  les  carrés  de 
itfi/^  €^  ^fiS  y  on  dit  que  {/*]  est  entre  ces  nombres,  et  qu'on 
a  cette  racine  à  moins  de  iin  centième.  Cest  ce  qniiîxplique 
œ  paradoxe,  qu'on  peut  approcber  autant  qu'on  reut  de  ^^7 , 
quoique  I/7  n'existe  pas  numériquement. 

Si  Ton  yeut  négliger  lès.  quantités  moindres  que  le  cinquième 
de  Pnnité  i^  il  faudra  donc  trouver  combien  I/7  contient  de  ces 
cinquièmes,  c'est-à-dire  cbercber  deux  fractions,  telles  que*^ 
et  -payant  5  pour  dénominateur ,  dont  les  numérateurs  ne  dtf* 
ftrent  que  de  i ,  et  qui  comprennent  V^7  entre  eltes ,  ou  plîitôt 
7  entre  leurs  carrés.  Pour  obtenir  ces  numérateurs  i3  et  14,  con- 
cevons les  carrés  de  nos  fractions  et  cehii  de  V/7  multipliés  par 
25;  25  X  7  sera  compris  entre  les  carrés  dès  numérateurs  in- 
connus,  et  par  conséquent  |/(25  X  7)  on  \/i']5  sera  com- 
pris entre  ces- numérateurs.  Or,  V^i 76  tombe  entre  i3et  i4^ 
donc  ^  et  ^  sont  les  fractions  cbercfaées',  ou  les  yaleurs 
ipprochées  de  V^7 ,  à  moins  de  | ,  l'une  par  défaut,  l'autre  par 
eicèsO. 


(*}  L'tkoîUî  cUnt  divisa  en  g  parties  ^alei ,  pour  eonoalcre  le  plot  fjnnd 
Moibre  X  de  i  ces  parties  conteno  .dans  ^JY,  c^est^à-dire  ponr  obtenir  o^ 

Wtion  —  approchée  de  ^]Vh  moins  d^un  q*  de  l'anité,  il  faut  de'iermintr ar, 


Pf(inAiiiepoiira?oiri/<3f)à«imitde-;V»  rr-m^iw 
3  f  par  1 1*  oa  lai  )  m  aam449  f ,  dont  ilfaadraeKtrmE^  l*ram 
en  nombre  entUr  ;  die  e«t  ai  »  «n  mMb  f|iie  |/3f  fli* «ompriie 
^V^  M-f  et  77  M  2i»OlMer?eB  qa'on  avpprinie  dana  449  f  '■^'^ 
aeslenieiit  lafnotieiily  mais  nême  toute  1*  partie  449^^>^ 
oUe  k  earréde  ai.  Pitur  «slroûv  la  racine  d'un  nmmhBmm 
\ûn^  apprtmmatien  déÉÊrminéê  j  oi»  (9  àutUpUê  par  le  cmrrédÊt 
-dinomÙ9aimr  donné j  H  fon  ^àtraiim  nombre  mUUr  la  témm 
dtâfrodmiê :  elle  êêi lonmnéraiear ohêrché. 


4, 
i  i 


.    .  ^.g ^  .^^,  ^pprodier  A.raide.def  décimaleai  f?qit?Jtr 

aire  à  inoîi^,de  ç^fi,  o/>.i«»  • . ,  3  Ant  multipliée  le  ^ponA^jpr 
le  oirrf  de  ^o,  de  foo.«  »  •  ^  6e  qui  rei^t  à  reculer  fa  P^^ffjjf 
yerêla  dfoUe  iPaulant  deJUi  dêux  range  gvfon  veut.çb$^iair^ 
diàmaiee  j^.tm  aiogatant  un  nombre  lOonTenable  de  jeéiioa.  ai  pik  -^ 
ef.tnécqM¥|^  |/^>  mf|ii»;4eo>j  eit xèa  V'*>eo,jpiB«eiiI# 


|/ô,7 ,  à  moins  àej^^j^^^f/ Ç.700P ,  Qu'a^SS. 


fr 


3 


& 


>p  liei^.de  plaçai;. l^le  Im^ioe 
suite  de  serons  api^  le  ptombt^  prc^. 
posé,  on  peut  jeioonienter  d'ad-. 
joindre  ces  aéros  par  couple,  après 
dh^que  reste-  Cest  ce  qu'on  ob- 

serYei;a  dfins les  calciyls  ci<-oontre.  r  p,4i4«i356     * 

del/3aiet|/a.  Onyoitqoepour    j;^^  j  ~|  ^,   '' 

aypir  une  décimale  4  op.se  contente      ,4o*o  1  ^'     ..    .  .    ^ 

de  pUcer.ime  tr^ipcb^  de.^^^  "^|o.o     ^^a         •   '^ 

^ros  pris  du  premier  sraste^  Pour  3  83  600  289841     .  .    *■ 

A      '\       :kZr   1^       I  '  1  00  759  etc.  ••   ^ 

vme  deuxième  décuoE^^, 4m  plane  .  ».^^ 

de  niiéme  deux  xéros-  ap;ç^  le,  second  rep^ ,  ^etc.  • .   On  iniurm  ^ 
de  suite  la  place  de  la  yirgule  dans  la  racine,  et  Vonpoqs^^  ^ 


is 


donc...  ar<;  •(iV^*)  <jr-hi ,  c'att-lhcliK  qne  «est  le  plus  grand  entier 
conienaësnt  ^-(i^^*).  1  .     ■" 


• 
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aileul  de  Fappmimatioii  jusqu'au  degfé  nécessaire  ^  en  mettant 
deux  xéros'  après  chaque  reste  sucoessift 

JLa  mcine  d'un  produit  est  le  produit  des  racines  des /acteurs,' 
ainsi  de  i44=9Xi6,  oii  tire  1/144  =  ^/9X1^ '6  =:3x4=i2i. 
Cette  règle  y  qui  est  fondée  sur  ce  qu.'on  a  dît  (n^  60) ,  peut 
serrir  àaimpliBer  les  extractions  de  ^racines^ 

|/8=  i/  (î»  X  4)=»  V/^=?c><tï4i42f=a,8^4a7i?. 

65.  Jai  racine  cf une  fraction  e^tjbUent  en  extrayant  la  racine- 

de  chacun  de  ses  deux  terme».  Cet»  sésulte  de  la^  manière  dont 

<m  forme  le  carré  (n<>  ^i ,  6*.).  |/ 1  =  | ,  |/  -^=3^. 

'  Lai  tncine  est  iltetîonnellè  /  lorsque  les  deux  termes  ne  sont 

pas  diei^  t^tMs  esMtk\  si,  par  efiempléy  i/'f  pourait  être  une 

autre  fraction ,  telle  que  -j^  ;  il  en  résulterait  f  ==  -^ ,  ce  qui 

est  impossible  (n^  '4U^^)-  ^<^  liHê'pent  doâc  àTohr  la  racine 

^'en  aj^pktHshjsnt  è  un  degré  donné  |>ar  làtiatUJhe  de  la  question  ; 

on  procède  alors  coMme'  il  é  été  dit'(h^^3).  Par  exempte^  y^f  à 

moins  de'-^V  se  trouVte'énMmûltiplittntf  pai*  lai  =  n^etTon 

ay/^=|/5i  I;  êtisé  preiftant racine de^i  qu'à  moins  d'une 

unité,  t>n  a  V*  I  Comprise  'eiltré?^^  et  ^. 

1/3       . 
Obserrez  que  Vf  |:B^?t  ^^  ^^^  pri»  ^^  '■ — ^puisqiiie^  si  l'on 

multiplie  cette  exprèssfclripap^lle^mémé  >  on  tron^re  f  pou^' pro- 
duit Hais  outre  que  cette  double  extraction  exigerait  deux  ya« 
leurs  approchées/  le'degrë  d'appft^imation  du  résultat  serait 
incjertamr  II  atriTe  sburènt  que  cê^'diegi*é  n'eMr  déterminé 'qu'à 
la  fiÀ  da  calcul  ;  ëettè  partie  de  Topératiôn  doit  donc  être  di- 
rigée dé  manière  à  pêfibetttle  ûhe  apprdximattôn  illiniilée.  Pour 
odà ,  on  multiplie  l^deài  térines  de^la  fraction  par  son  déno- 
minatenr /afin  de  rendre  celiii-cî  ùii  carré/  f  deriènt  |^,  en 
audtipliant  haut  et  bas  par  7 ,  et  |/  f  =  7  V^  ^*  >  ^^  poussera 
V^iai  jusqu'au  degré  exigé.  Par  exemple,  si  (/  2:1  est  prise 
^4f^^>  c'est-à-dire  à  moins  de  0,001 ,  le  septième  est. . . 
V^l  ==0,654  }  valeur  qui  né  di&ere  pas  d'un  sept-millième. 

S  Pon  eAt  demandé  i^  7  à  moins  de  y,  le  calcul  eAt  de  même 
conduit  à  I  V/  21 ,  entré  f  et  ». 


) 
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Pour  1/  (3  f  ),  on  écrira  ^/^  =f  ï/aôx  7;of  V^i8t 

=  13^907.. . . ,  dont  le  septième  est  |/  (3  f)  =  i^g^'j», .  <  4  - 

.  \     .         .     . 

66.  Lçs  équations, 8uiYante3  se  démontrent  en  él^ant  tout 
au  carré  : 

4X  1/7=1^7x4=1/(16x7) ;  {/Sx |/2=ï/2X |/3è=V6. 


■  •>..■■■■■  •    ■— • 


|/f:i/|=v/fxv'l=v^l=-fVai 


!■.'«'    .     '» 


.  Ainsi  on  peut  interrertir  PordtQdes^jTwteurs  irratioQif^^  et 
multiplier, par  le  même  £Eicteur.  les  deux  teirmes  d'une  iràddon 
irrationnelle.  .  .     , 

fTous  terminerons  p^  plusieurs  .reo^^ques.  . ,  ^  ;  ; 

i^  On  doit  touj[Qfi|:f  prépareir  1^.  n^imbr^de  maiMibre.à  Ae 
soumettre  que  defl(entil0p^au  calcul  de  l'extraction*.     .  ;  .<: 

2^  Lq  nombzMsdef  déqimalea d,'un  carré  est  toujouca  piair  et 
double  de  celui  de  jU  (racine  :  €faiipi%  ajiputer  der  zéros  ou  sup? 
primer  des  décimales ,  pour  que  .cette  condition  soit  remplie 
dans  tous  les  cas. 

3*^.  Chaque- tranche  ne  devant  donner  qu'uti  seulçhlffirè^  on 
ne  peut  mettre  à  la  foi«.pl.us  de  9  à  laxapinp.    : 

4*^.  Le  carré  d'un  entier ,  tel  que  x8.^  éjtaut.  donné ,  pour  avoir 
celui  du,  nombre  suivant  ig,  comme  19=  ïS  +  ï.>  le  carcé 
è$t  18*  +  2.  X  18  +  1  (n*  6i) ;  on aioutçrgu do;Uç  37  a  324;  carijé 
de  i8,  et  l'on  aui'a  36i  ■=.  ig*.  En  général ^^z^m/ on  aie  fiarri 
d^un  entier^  en  qjoutofit  un, plus  le^  double  de  ce, nombre,  oji.<t 
le  carré  de  l'entier  suivant.  Il  suit  de  Jà  que  d^ns  l'extraction 
de  racines  carrées  chaque  re^  doit  éti*e  moindre  que  le  4QQUe 
dejla  racine  qui  s'y  rapporte;  car  si  l'on  trouvait  un. reste  plus 
grand  que  ce  double ,  il  faudrait  mettre  une  u^ité  de  plus  à^ciette 
racine.  ,.•  -.  :  ... 

5°.  La  preuve  de  l'extraction:  se  fait  par  l'éléva.tion  ^p  la  racine 
au  carré;  il  faut  quen  multipliant  la  racinç  par  elle-9lémc^y  çt  y 
ajoutant  le  reste ,  on  retrouve  le  nombre  {^opqsé;  ce  restç;  doit 
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d'ailleurs  être  moindre  que  deux  fois  la  racine.  On  peut  aussi 
iqppliquer  ici  la  preuve  par  9,  par  11. ... ,  exposée  n®  35,  5®. 

Extraction  des  Racines  cubiques. 

67.  Ayant  d'extraire  la  racine  cubique ,  il  convient  d'analyser 
la  loi  suivant  laquelle  se  forme  le  cube,  qui  est  le  produit  d'un 
nombre  par  son  carré.  En  imaginant  ce  nombre  décomposé  en 
deux  parties,  on  a  vu  (n°  61)  que  le  carré  est  composé  du  carré 
delà  premiëre,  du  carré  de  la  seconde,  et  du  double  de  leur  pro* 
doit  :  c'est  lé  système  de' ces  trois  quantités  qu'il  faut  multiplier 
ptr  les  deux  parties  du  nombre  donné.  Or,  en  les  multipliant 
d'abord  par  la  première,  on  obtient 

(7  +  5)*=7*-f.aX  7X5  +  5» 

7+S     

!•.  Le  cube  de  la  i'«  partie 7' 

9^  a  fois  le  carrtf  de  la  ir«  x  la  a»..  '  a  x  7*  M  5 

3«.  Lair*  M  leeanédelaa* 7x5* 

De  même  en  mnJtipliant  les  Uoia  parties 
da  carré  par  la  a«  da  nombre  donne  »  il  vient  : 

1®.  Le  carré  de  la  !'•  x  la  a* 7*  X  5 

a»,  a  fois  le  carré  de  la  a«  x  Ift  i'«. .  a  X  7  x  5« 

3».  Enfia  le  cnbe  de  la  a* «...  5* 

en  réonissarit  ces  six  résultats ,  7H3X'^X5+8X7X5»+5* 
on  voit  que  le  cube  de  t6ut  nombre 

Mrmédedeux  parties,  se  compose  de  quatre  {^voy.  n*'97,  a°*); 
i^  h  eube  de  la  première;  a*,  trois' fiis  le  earré  de  ta  pre^ 
mièrÊ  vèulHplié  par  ia  seconde;  3*.  trois  Jbis  le  carré  djt  la 
seconde  multiplié  par  la  première  ;  4°.  le  cube  de  la  seconde. 

Gonclsonfl  de  là  que  Wcube  de  tout  noibbre  composé  do 
&«ine8  et  d'uôités  eit  forind  du  cube  des  dixainesj  trotéfoi^ 
It  carré  des  dixaines  multiplié  par  les  unités)  trots  fois  le  carré 
<&i  unités  par  les  dixaines ^  'enfin  le  cube  des  unités. 

68.  Le  cube  de  i»  lo,  ioo>  iooo«« .  •  est  formé  de  1* unité  suivie 
^  trois  foiB  autant  de  zérpS;  ainsi  un.noiobre  de  deux  chifl^ç», 


i^  ▲RITHMéTIQUB.  ' 

4s^eat-4"dire  ehtre  lo  et  i oo,  a  m»  cube  entre  looo  et  i  ooo  ood; 
il  est  donc  composé  dexpalre,  einq  ou  âx  chiffres.  En  général  h 
cube  d'un  nombre  a  le  triple  des  chiffres  de  sa  racine,  ou  le  triple 
moins  i ,  ou  moins  2. 

Les  raeines  des  nombres  «^  looo,  n'ayant  qu'un  chiffirCi  le 
tableau  (p.  80)  les  a  fait  o(tfinaitre.  Nous  partagerons  l'extrac-. 
tiinJL  des  autres  nombres  en  deux  cas. 

i^  CAS.  Si  la  racine  n'a  que  deux  d^iffires,  comme  l'est  odle 
de  21  g5a ,  je  remarque  que  le  cube  des  dixaines  chercliéés  se 
forme  en  cubant  le  chiffre  des  dixaines  »  et  plaçant  trois  zéros  à 
droite  (p.  x6}.  Donc  en  çép^ant  les  trois  chiffres  gSa  dnnpmbse 
proposé  I  21  contient  le  cube  du  chiffre  des  dixaines  considérées 
comme  des  unités  simples,  et  en  <)ntre  les  mille  qui  prortennétft 
des  autres  parties.  I^e  plus  grand  cube  contenu  dans  21  esto, 
dont  la  racine  est  2;  Vest  le  chifi^  des  dixaines  :  car  puisque  21 
est  compris  entre  les  Cubes  de  2  et  de  3 ,  21962  l'est  entre  ceux 
de  20  et  de  3o. 

Otons  8  de  2t  ;  il  reste  i3952,  qui  représente  les  trois  antres 
parties  du  cube  :  or  le  produit  de  troifi  fois  lecarrèdê^^dikaines 
par  les  unités  se  forme  en  multipliant  pât*  les  unités  le  triplé  du 
carré  de  2,  c'est-À-dire  12,  et  plaçant  en.  outre  deux' zéros  à 
droite  :  ainsi  -séparant  les  deux  chiffra  52  ^  le  nombre,  idg  con- 
tiendra douze  fois  les  unités ,  et  les  centaines  produites  par  les 
deux  autres  part^  du  c^be.  En  divisant  i39  par  12 ,  le  quotient 
sera  donc  les  unités,  ou  un  nond^re  plus  grand  ;  et  çpmme  ce 
ehpjffre^^peu^eMédsrg^  OU  prçndra  9  pour  le  quotient  |de  •^. 

IlVagit  d)î  Tévifièr  si  9  est  plus  gr^nd  quje  les. . unités.  Pour 
ràlaÇ  sons  1200,  qhi  est  le.  triplé  du  carré  àfis  dixaines,  plaçons 
le  triple  du  produit  dés  dtxaineâ  par     .  < 

9i  on  3.20,9=640;  puis  lécanré  d9  ^l'9  ^  f,  .^^,^?^>î• 
J^on  fti,  et  multiplions  la  somme  ^821  ;  ITg^Sa  | ,  54  ;  'Isf 
par^.  Si  9^  est  le  chiffre  des  unités>  le  Jâ-2jl  v  ^'  ^ 
produit  devra  être  égal  au  rest^^j  puis-  ,     ^  /  *^     .  *^^| 

qu'on  forme  ainsi  les  trois  parties  que  16389    i3p5a 

ce  reste  contient.  Ce  produit  cx'cMe 
13952,  d'où  i)  suit  que  les  unités  sokit  ^  9.  On  essaiera  donc 
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8 \  etioomme  en &U9Lj^t laméine  épreuve  çn troure précisémeut 
x3qIS^,  osfL  reconnaît  que  28  est  la  racine  cubique  exacte  de 
aigSa.  Ce  raisonnement  est  analogue  à  celui  qu'on  a  fait  pour 
la  dirision  et  la  racine  carrée  (n**  18,62)-,  on  tirera  facilement 
k  règle  qu'il  faut  suiTre  dans  ces  sortes  de  calculs. 

2*  CAS.  Si  la  racine  a  plus  de  deux  chiffres ,  oomine  pour  le 
nombre  12  3o5  472  000  ,  on  raisonnera  comme  précédemment 
(n*  63  ,  a^.).  On  yerra  qu'il  faut ,  i**.  couper  le  nonibre  en  tran- 
dim  àe  trois  chiffres^  4  partir  de  la  droite. 

2^.  Extraire  la  racine  cubique  de  la  dernière  tranche  12 ,  qui 
ot  2  ;  c^est  le  cUffre  des  mille  de  la  racine  :  retranchant  de  1 2  le 
eobe  8  des  mille ,  il  reste  4* 

3^^^1}emêndrêà^6ti  de  ce  reste  4  ^  tranché  suipanfè  3o5 , 
émU  vm  êépareha  deux  chiffrés  o5  ;  et  dipiser  43  par  1 2 ,  tripla  du 
tani  du  chiffre  cètenu.  Le  quotient  3  doit  être  épronyé  comme 
on  nent.de  le  dire.  On  reconnaît  qu'il  7  a  3^  centaines  ;  le  i^èsle 
e»ti38. 

4^«  Descendre  près  de  ce  reste  la  tranche  472 ,  dont  on  sépa^ 
rera  de  même  72,  et  diyiser  1 384  par  ^^^7  9  triple  du  carré 
de  23  ;  on  posera  à  la  racine  le  quotient  zéro. 

S\  Descendre  près  du  reste  la  tranche  000  et  diviser  1 384720 
jMzr  15870194 ,. 

Et  aimi-dé suite.  Voici  le  type  dtt  tcalcul. 

-  •        »  •    •  • 

12  3  ^i\  72  .oop  f   23o8    Racine. 
4  3:-o6       '  JTT^      158700' 

4  '  67' .  '         •     )    i«  55  ib   •  * 

i  un  i  02  1  m  .3  d 


^esie.....         II  o  69  8  88    ,J^x6^      t^'j^ii  rit 


e■^* 


69.  On  démontrera, comme  au  n^  63,  quej  i^lenqv'pnncHBbre 
entier^  tel  que  3,  n'a  point  de  racine  c  ubique  entière  ,il  n'en  a 
pu  bon  plus  de  fractionnaire;  «la^  on  peut'approcher  indéfini- 
ment de  cette  rabîné.  Pour  ohieiiiiv  i/^  k  moins  de  7 ,  on  muK 

^pliera  3  pat  le  tube  de  4»  elTon  aura  3>C^4'>  <>^  '9^  ^^^^  I^ 
ncine  cubiqujs  est  5  en  nôinb^è  èlntier  r  Sôrki  ^  est  le  nombre  de- 
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mandé  ,ety3  tombe  entre  |  et  |.  De  même  pour  |/  (3  ^)  k 
moins  de  ^^^  on  a  3  ^  X  x  i'  =  494^  7  >  ^  racine  cubique  est  17; 

doncyf  est  approché  de  (/  (3  f  )  à  moins  de  yT' 

2?.  Pour  approcher  à  l'aide  des  décimales j  on  reculera  la  vir» 

gule  d'autant  de  fois  trois  rangs  à  droite  qu'on  veut  de  çhi^n% 

décimaux  :  on  ajoutera  pour  cela  un  nombre  conyienable  de 

s 
zérQ3,  si  cela  est  nécessaire.  Ainsi ,  pour  aT<Mr  |/  o^S  &  mxAoM 

s  s 

de  xi^,  on  prendra  y  3oo  000  qui  est  67  ,  d'où  y  o,3  =  0,67. 

Dé  même  y  S,*]  à  moins  de  -^  se  trouve  en  prenant  |/  Sgoo 

qui  est  i8,  et  Ton  a  i,8u  '    . 

s  3  ' 

Enfin,  (/ 9^2178  à  moins  de Tô est = -27  ^32179^1^.    ' 

3^.  Si  le  nombre  proposé  est  entier ,  on  se  contentera  de  pla- 
cer ,  près  de  chaque  reste,  une  tranche  de  trois  «éros,  jiisqu'à 
ce  qu'on  ait  obtenu  le  nombre  de- chiffres  décimaux  qn'on  dé^* 
sire  (*).  , 

■  -'  3 

Voici  le  calcul  pour  (/  455* 


('*')  Le  calcal  devient  très  long  lorsque  la  racine  est  un  grand  nombre  :  maïs 
on  peat  en  abrëger  la  partie  la  plus  pénible,  qui  est  la  recherche  des  diviseurs 
destines  à  donner  pour  quotiens  les  chiffres  consécutifs  de  cette  racine  :  appli- 
quons le  procédé  à  la  racine  de  477*  Supposonii  qu'on  ait  déjà  trouvé  la 
partie  7,8  de  cette  racine,  et  qu'on  veuille  pousser  l'approximation  plus  loin: 
il  faudra  faire  8x78*;  mais  on  a  déjà  formé  la  quantité  (3a'+3a5-f^*)6,  en 
faisant  a  =  7  dizaines,  d=8  unités,  et  l'on  veut  trouver  Sa'*  =  3  (a+b)* 
=3  (a*+aa6*f-^'')»  quantité  qui  surpasse  3a*-f-3a6  +  &*  de  3ab^2b*, 
Ainsi  à  i6444  ?^i  représente  le  ler  trinôme,  il  faut  ajouter  3a^,  on  1 68  dixaines, 
et  a&*  ou  deux  fois  64*  Ce  calcul  est  indiqué  ci-après.  Une  fois  le  diviseur 
tronré,  on  obtient  aisément  le  cbiffîre  des  centièmes  et  le  reste,  puis  le  diviseur 
subtëqueut  parkméikieproaédë,  etc.  ,..',. 
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3  3 

On  trouYC  V/  2  =  1,259921 ,  ^/  3  =  ty^^nJ^g. 

4^  La  racine  cubiqua. d'une  fraction  se  trouve  en  prenant 

s 
cdQe  de  chacun  de  ses  deux  termes  :  ^  ^^  =  |.  Mais  si  ^«es 

termes  ne  sont  pas  l'un  et  l'autre  des  cubes  exacts,  on  prouve, 

comme  n^  65,  que  la  racine  est  incommensurable,  et  qu'on 

l'en  peut  2voir  qu'une  valeur  approchée*  Si  le  degi'é  d'approxi- 

laalîon  est  donné  d'avance ,  on  opérera  comme  il  vient  d'être 

Kl  à  moins  de  ^  est  =  i  |^  (f  X  27)  =  !  V^  (lof), 
Taleur  comprise  entre  f  et  i ,  qui  sont  les  résultats  demaùdés  > 

Mais  si  l'approximation  doit  demeurer  arbitraire,  on  rendra 
le  dénominateur  un  cube  exact ,  et  l'on  approchera  de  la  racine 

3  3  /A  .  ': 

du  numérateur.  Pour  v/  f  »  on  prendra  j  \/  (5x49)=  7  VM^ 

3  3  3*^' 

=^  X  6,2573=0,8939,  De  même  (/  (17  f)  ou  V/¥®*tî  1/477 

~T  X  7>8ï3^9  =  2,6p4463.  • . , 

Nous  nedirons  rien  ici  sur  l'extraction  des  racines  quatrièmes^ 
cinquièmes. . . . ,  pour  lesquelles  on  trouverait  des  méthodes 
analogues  aux  précédentes  (voy.  n^  4^)  î  ^^^^  ^^^^  ferons  ob- 
server que^  d'après  ce  qu'on  a  dit ,  n^  60^  lorsque  le  degré  de  la 
racine  est  le  produit  de  plusieurs  facteurs,  elle  peut  se  décotur 
poser  en  racines  successives  de.  degrés  moindres.  Ainsi  de 
12=2X2X3,  on  conclut  que  la  racine  douzième  revient  à  deux 


1  B 


racines  carrées  et  une  racine  cubique.  Pour  î/244  ^4^  626,  on 
prendra  d'abord  la  racine  cubique  qui;est  625  puis  \/  625  qui  est 
b5,  enfin  ^  25=5,  qui  est  la  racine  douzième  cherchée.  L'extrac- 
tion des  racines  est  une  opération  -très  pénible,  mais  qui  serabien- 
\âlrendne  iaèAe  par  les  MJiec  propriété»ck8 logarithmes  (u^  87). 


96  ARITHMBTIQ0E. 

rinoonnue  x^  augmentée  de  10^  doit'  être  =  8  +  7  >  il  f^u-^ 
(n®  4)  qttc*  =  8+  7  —  10  =  5;  on  a  donc  Féquidifférenoe 
10  «^  8  =  7  —  5. 

Soient  pareillement  deux  rapports  |  et  «^  :  pour  juger  a^iU 
sont  égaux  ou  in^aux,  il  faut  les  multiplier  par  8X7  prodoil 
des  dénominateurs  9  ona  6  X  7  d'unç  part^  et  i4  X  3  de  l'autre* 
Donc ,  si  l'on  a  quatre  nombres  en  proportion  6:3  :;  i4«7? 
le  produit  des  extrêmes  est  égal  à  celui  des  moyens. 

Héciproquement ,  si  l'on  acpiatre  nombres  6  ^  3,  1 4  et  7,  tels 
que  les  produits  6x7  et  3xi4  ^  trouvent  égaux,  on  en  con- 
clura l'égalité  de  leurs  rapports >  ou  la  proportion  Slillii^l'jf 
on  =1  =  -^t  donc  on  peut  toujours  former  une  prop(»tion 
ayec  les  facteurs  de  deux  produits  ^aux. 

i^.  Le  produit  des  moyens  dcTient  un  carré ,  s'ils  sont  ^ox. 
Donc  le  moyen  proportionnel  entre  deux  nombres  est  la  racine 
carrée  de  leurproàuiu  Entre  3  et  12  ,  le  moyen  fNrôportionnd 
estV/(3x  12)  =69  savoir  f;  3  :  6  :  i  a.  Réciproquement  si  l'on 
a  6'  =  3  X  12  j  on  pourra  former  la  proportion  continue 

H3:6:i2. 

2°.  Si  une  proportion  renferme  un  terme  inconnu,  telle  que 
6:3  ::  i4t^;  comme  trois  fois  i4  <loît  être  égal  à  six  fois  l'in- 
connue, elle  est  (n°  5)  le  quotient  de  3  X  ï4  divisé  par  6, 
ou  ^  =  7  ;  donc  6:3::  i4  :  7*  En  général ,  Vun  des  extrémm 
se  ti'ouçe  en  divisant  le  produit  des  moyens  par  V extrême  connu. 
Si  l'inconnue  était  un  moyen ,  on  diviserait  le  produit  des  ei- 
trémes  par  le  moyen  connu. 

3^.  On  peut ,  sans  détruire  une  proportion ,  faire  sidiir  aux 
divers  termes  qui  la  composent  tous  les  changemens  qui  con- 
duisent encore  à  donner  le  produit  des  extrêmes  égal  à  cdni 
des  moyens. 

Ainsi  pour  6:3  ::  i4  :  7 ,  qui  donne  6  X  7  =!  3  X  i4  >  ^^'^ 
peut 

f.  Déplacer  les  extrêmes  entre  eux,  ou  les  moyens  entre  eux 
(ce  qu'on  désigne  par  jiltemando) }  ainsi , 


pAOPOiiîTOKs*  gy 


6 

ou  7 
ou  7 


i4  ::  3:7 
3  ::  14  :  6 
14  ::    3:6. 


tl.  Mettre  les  extrêmes  à  la  place  des  moyens  (ce  qu'où 
lomme  Invertendo), 

3  :  6  ::  7  :  14. 

tll.  Enfin  ^  multiplier  ou  diyiser  les  deux  antécéden.^,  ou  tes 
JeoxoonséquenS;  pair  le  même  nombre  (  n®  70). 

r 

73.  En  appliquant  le  théorème  du  n°  38,  4**  ^  la  proportion 
3o:6::  i5  :  3,ou^==^,  on  trouve 

3o±:i5_i5         3o+  i5_3o  — 1& 
"6±"r~  3  '   ®*   6  +  3   "~  6  —  3  • 

Si  l'on  fait  le  produit  des  extrêmes  et  celui  des  mojensi 
les  produits  communs  à  Tun  et  à  l'autre,  peuvent  être  suppri- 
més, et  il  reste  les  quantités  3o  X  3  et  i5  X  6,  égales  d'après 
la  proportion  donnée. 

Donc  f  i^.  la  somme  ou  la  différence  des  antècédens  est  à 
cêBs  des  conséquens  j  comme  un  antécédent  est  à  son  çonsé^ 

af.  Xa  somme  des  antècédens  est  à  leur  différence,  com,iue  la 
somme  des  conséquens  est  à  leur  différence, 
3*.  Soit  une  suite  de  rapports  égaux  ^ss-^as-i^s-^»  ^^ 

6+10+14  +  30       i4       3o    ,  ,  .     _, 

aura  -=ri — *- — ^i '* — ?  =  —  ==  -p  >  donc  -  dans  toute  suUe  de 

3+  5  +  7  +  i5        7        i5'  ' 

TOfforts  égaux  j  la  somme  des  antècédens  est  à  celle  des  cotisé^ 

9«eM  ^  commue  un  antécédent  est  à  son  conséquent. 

4*.  SI  l'on  renverse  la  proportion  donnée»  ona3oti5:;6«3, 

3o±:6       6 

(Poi  -g 5  =3c  -  (  Componendo  j  Dipidendo  ). 

Id  ZÎZ  ^  ^ 

74*  On  peut  muiHpUer  deux  prûportions  terme  à   termei 
ïiefet, 3o  :  i5  ::  6  :  3,  et  2  :  3  ::  4  t  6*ènnent  les  fracti<^ti8 


I. 


9§  '  ÀRITHl^l^'IQUft» 

égales  tI  ==  f  et  I  =  I ,  on  trouTe,  en  Ips  multipliant , 

3oX2:  i5x3  ::  6î<4r3xe." 

*  *         i    *  *    '^ 
Donc ,  on  peut  élever  Us  àèrme's  d'une  proportion  au  carré  j  au 

cube  j  et  par  conséquent  on  pèu#  auss^  eri  extraire  la  racine 


'  •  •  •  • 


Des  Règles  de  Trois. 

il 

n5.  Lorsfjjue  les  élémens  d'un  {H*oblème  peuTent  former  «ne 

proportion  dont  l'inconnue  est  Iç  dernier  terme  >  un  calciil 

simple  (-n®  72 ,  2°.)  donne  la  valeur  de  ce  terme  :  c'est  ce  qa'on 

ntyiiihie,!»»^  Jflègle  de  trois.  Ainsi  3o  odTrîei>8  Ofkt  fait  20  mëtfes 

d'ouvrage;  combien  21  ouvrier^  en  feraient-ils  àaits  le  it(éoM$ 

temps?  Accordons,  pour  un  moment^  c^e  les  conditions  de  cette 

question  soiéÀt  exjbt^imeéi  par.  ta  proportion '3^o  I  26  t!  21  I  x^ 

en  désignant  jiar  r  le  norûbre  Sfe  mètres  demaridé^;  on  en  conclut 

20  ^^  21 
q^  ecrtte  iuconnoa  a?  ate=-'"i.j  ■ .  ■  ■  ss  i4«  ' 

tidr^qu'on  \'eatrésoyudre,.à  l'aide  q'une  règle  de  trois  ;  one 
question  proposée ,  il  est  nécessaire  de  s'as&urer  si  la  solution 
peut  dépendre  des  proportions  j  après  quoi  il  ne  reste  d'autre 
difficulté  qu'à  placer  les  nombres  contenus  dans  la  question,  aux 
rangs  qui  leur  conviennent  dans  la  proportion. 

On  reconnaît  que  la  solution  d'une  question  dépend  des  r^les 
de  trois,  îofsque  l'énoncé  est  formé  de  Jeux  périodes  :  les  deux 
termes  de  la  première  étant  ffomogènes  respectivement  à  ceux 
dé  la  seco"nde  ,  c'èst-à-dire  de  même  nature ^  deux  à  deux;  et  que 
d^^phiS:  C4W  deux,  termû^  peiwemk  être  imdtipliés  ou  divisés  par  U 
même  nombre  sans  altérer  la  solution. 

Ainsi,  dans  notre  problème,  3o  ouvriers 
et  21   ouvriers    sont    homogènes,   et  l'on     ^fro"^»"*     ao  mèL 
poklrràrît  ihàltîY»tiei*  ces  deux  nombres  par 
4  ou  par  3. . . . ,  sans  y  rien  cli^ger.  Si  Von  <)isait,  par  éxèinpiey 
60  ou\riers  ont  fait  20  mètres,  combien  42  en  lëraieiït-ils7tette 
qug^^on  aurait  yisibleI^e)It  la  nvéïpe  3Q{tttion  que  la  prfviièr«< 

Au  çoMtraire,  le  t«m|)s  qu'ui^  pierre  eaiploie  fi  tomlw»  n'é-* 
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tant  pas  double  lorsque  la  hauteur  est  cloable;  un  tonneau  n'em- 
plojant  pas  à  se  vider  un  temps  triple  ^  lorsque  sa  capacité  est 
triple  ^t^s  élémens  ne  peurent  faire  partie  d'une  règle  de  trois. 

}&  Apfis  avoir  reconnu  que  la  solution  d'un  problème  peut 
jtrç  donnée  par  une  proportion  ^  il  s'agit  d'assigner  à  chaque 
iexme  le  ns^ag  qu'il  y  doit  occuper.  Le  quatrième  et  le  troisième 
sont  d'abord  Hnconnue  et  son  homogène,  qui  seul  peut  lui  être 
anaparé.  I^e  second  rapport  étant  ainsi  une  fois  établi ,  il  reste 
àJornl^r  le  premier,  lequel  est  composé  de  deui  autres  nombres 
cômprisrdaifs  le  problème ,  et  homogènes  entre  eux.  Or,  la  ques- 
fjpQ  fait  connaître  lequel' doit  être  le  plus  grand  des  deux  termes 
déjà  posés ^  c'ést-a-dlre  de  l'inconnue  et  de  son  homogène;  et^ 
ooinipe  les  antécédetis  doivent  être  ensemble  plus  grands  l'un  et 
Fautre ,  ou  moindres  que  leurs  conséquens,  il  est  facile  dé  d&- 
cider  lequel  de  dès  deux  termes  homogènes  qui  restiedt  à'  placer 
doit. occuper  le  premier  ou  Te  second  rang. 
'  lînsi  y  dans  la  question  précédente ,  ^ptès  avoir  posé  20  mè* 
très  I  X  mètres,  on  voit  que  21  ouvriers  doivent  farre  moins 
aotavraige  que  So ,  et  que  le  conséquent  x  est  <C  20  ;  êontf,  des 
jéÎBt  nombres  3o  et  21  qui  restent  à  placei^ ,  3o  est  le  premier, 
A  fôû a  3o  :  2ï  ::  !ao  :  X. 

Les  deux  exemples  suîvans  éclairciront  ceci  : 

ITn  ouvrage  a  été  fait  en  5  jours  par  5^ 
oairiers  ;  combien  faudrait-il  de  îonrs  à  iq       ^  *'"^'''    ^  i^"* 
oofrierspour  faire  le  même  ouvrage?  Puis- 
ifitùtk  pourrait  prendre  deux  ou  trois  fois  plus  de  jours  et  au- 
tant de  fois  moins  d'ouvriers ,  la  question  dépend  des  propor- 
tions. On  placera  d'abord  5  jours  l  x  jours  ;  et  comme  il  faut 
plus  de  jours  à  19  ouvriers  qu'à  67  pour  accomplir  la  même 
tâdic,  le  conséquent  x  est  ^  que  5j  5^  est  donc  le  conséquent  du 
fRtmier  rappoft  j  et  l'on  a  19  ouvr.  !  $7  ouvr.  Il  5  jours  t  x  jours 

5.57  -,  . 

*  == A  1=  iD  lours. 

n  a  fallu  6  mètres  d'une  dtoffe  large  de  \  pour  couvrir  un 
Meuble;  combien  en  faudra-t-il  d'une  étoffe  large  de  |?  Quoi- 


!•• 


-qu'ici  letyittf  teram  agiCTil  do.mfctrpi^  on 

racjrtmatt  qiM  les  wui  ^priment. jd^.IoiigiieuEf      |    6  met* 

rtirii.àiitm  àÊ»  kr(ye«rt,4t.:qiie.6  «iMretfA      $  •  :&*. 

l'inconnue  sont  les  deux  bomogënes.  Ainfi^  la 

proportion  est  términéb  pit  6  mètres  :  ir  mëtrès.  Ùt^i  if^|kn' 

moms  de  longueur  à  Pétoffe  qui  iè^-k  .plus  lirge;  ^aomme  ^  ^^ 

on  à s'>  6  ;  ainsi  $  est  Fântécédéiil'du'premier'Fapporty  dCol 

troute  5  :  {  ::  6  :  JT,  tPôi  *  =  6  x  i  X  ^^"6  J.       .  :;  r  ; . 

■  ......  •  ' 

7gt  Quoiqu'il  foit  toujours  facile  d^  f^irti  ^oe  riiisonneniailt, 
en  l'entant  on  douiie  plus  de  rapidité  .au  .calcul.  Opi,  disjHng^K 
deux -sortes  de  rapports.;  le  DirÊCi^  ,£ûrmé\àie  nombre]  |^ 
croissent  ou  décroissent  ensemble  :  l'un'  déci;ott  au  oontnifC 
quan^  l'autre  croit,  dans  le  rapport  //h^^tm.^ Les  SoouTnàn 
et  ao  mitres  de  la  praniere  question, sont  en  rapport  ^ufetiL 
paroQ  que  piue  il  y  ^ 4>aTrieri|  et pljUêOfi^^o^  d'ou,TT!l|8f.!^Ppj!P 
la  seconde ,  au  contraire,  Sj  ouvriers  et,^' jjPiQips  9<nit  eà  rappqjrt 
iavene ,  paroe  qnejji/ifs  il  y.a  d'pvyriets  ^  et,  mem  on  doit  ki 
employa  de  îours  pour  faire  un  ouTrage*   . 

Lonque  les  termes  d'une  question  sont  en  rapport  direct,  tpi 
s'y  pfiéwntent  dans  les  mêmes  rangs  qu'ib.doiTent  occuper  JjilM 
la  proportion ,  pourvu  qu'en  posant  la  question ,  on  donpe  M 
même  ordre  aux  termçs  homogènes  dans  les  deux  périodes  de 
l'énoncé.  Mais  si  le  problème  a  ses»rapports  inverses ,  les  térmfli 
doivent  procéder  en  sens  opposé  dans  la  proportion ,  de  sorts 
que  le  dernier  des  nombres  énoncés  soit  écrit  le  premiier. 

l'avant-de^nier  le  second^  etc. ;  l'inconnue  itcaïf  tot^^M 

à  la  quatrième  place»   Cela  résulte  de  ce  qui  a  été  dit,  fSlr 
dessus  (*}. 


(f)  On  peat  éviter  Remploi  des  proportions,  àara  tons  ces  problème^,  ^ 
réduisant  àPunité  l'un  des  deux  termes  de  la  première  période  de  P-énoi 
c'est  ce  qa^on  fait  en  multipliant  les  denx  termes  de  cette  période.^  qua^ 
'oot  en  rapport  direct,  et  divisant  Tan  par  Tantce  quand  ce  rapport  est  inv4 
£o  voici  des  exemples. 

1^'  CAS.  Règles  directes.  On  divise  Tan  des  termes  dé  la  première"]^ 


r 

f 


RÈGLES   DE    TROIS.  lOl- 

Voîcî  encore  plosleurs  exemples  de  règles  de  troîi.   • 
I.  En  8  jours ,  un  homme  a  fait  Sojlieues  ; 
combien  sera-t-îl de  jours  pour  faire  80  lieues?      '5"*  '      3'  * 
Cette  règle  est  directe,    parce   que  plus  on       80  « 

marcbe^  et  plus  on  fait  de  chemin.  Maîa  les 
termes  homogènes  ne  se  présentent  pas  dans  le  même  ordre 
dans  tes  deux  périodes,  et  l*on  commettrait  une  erreur ,  si  l*bn 
posait  8  :  5o  ::  80  :  *.  Énonçons  la  question  d'ans  ces  termes: 

Un  homme  a  fait  5o  lieues  en  8  jours;  combien  sera-t-il  de 
jovs  à  faire  80  lieues?  et  il  viendra  5o  :  8  ::  80  :  »  ==  12  f; 
I        IL  Un  homme  a  ùÀt  une  route  en  8  jours, 
i     wurchant  7  heures  par  jour ,  combien  sût-il    û*""^-  •»<«»• 
ais  de  temps  s'il  eût  marché  10  heures  par       10  x 

jour?  Règle  iayerse,  parce  qu'en  marchant  plus 
dleores  par  jour,  il  fkut  moins  de  jours  pour  parcourir  la. 
[     sème  distance  :  ainsi  10  :  7  t:  8  :  jp  =  5  ^. 

[       : 

i 

[  . 

I      riode  par  Tantre,  et  Ton  remplace  ce  dernier  par  i .  Dans  la  première  question, 
Sooofriers  font  so  mètres ,  eic. ,  comme  moins  on  a  d'onvriers  et  moins  ils 

fNttd'oarrage,  on  posera  :  si  nn  ooTrîer  fait  ^-  mètres,  combien  31  ouTrie^rs 

00  '  ,   ' 

cailetont-Us?  ETidommenc  ai  fois  davantage  yôaxz=««-x  ftie=i4. 

f^  CAS.  Règles  inuerses.  On  multiplie  Tnn  par  Pantre  les  deux  termes  de 

hpnmièn  période,  etl'onrreiBplace  par  i  celui desdeoz  qu'on  vent.  Dans  le  t** 

1     fnkième,  5  jours  ont  su&à  67  ouvriecs,  etc.,  comme  moins  on  emploie- 

4    dToavners  et  plus  il  faut  de  j^ours  pour  faire  le  travail ,  on  peut  prendre  5^ 

4    hk  plus  de  temps  et  un  seul  ouvrier ,  savoir  :  un  seul  homme  a  cmpfoyjé 

I  5^x5  jours,  combien  19  ouvriers  mettraient* ils  de  temps?  19  fois  inoios, 

1  57X5      îi85        -. 

I  00  x^-^ = =  i5  îours. 

1  19  «9 

"y     Bins  tous  les  cas,  le  terme  qu'on  doit  re'duîre  à  Tunité  dans  lu  première 

\  p^iiode,  est  celui  qui  est  homogène,  ou  de  même  espèce  que  le  terme  donné 

^M  dam  la  deuxième  période.  On  fera  bien  de  beaucoup  s'exercer  k  cette  sorte 

fcniionnement  :  led  questions  énonce'es- dans  le  texte  seront  résolues  parce 

iwéié.  On  en  trouvera  un  grand  nombre  d'applications  dans  lo  Betueil  dé 

\iMmes  de  M.  Grtfmilliet ,  ainsi  que  de  toutes  les  règles  d'Arithpuc^fiue  : 

■totimable  ouvrage  est  très  utile  pour  former  les  ieunes  gens  au  cajpul^ 

"*1  Mimqne. 


Marcs.   Livra. 
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III.  Si  17  marcs  5  onces  4  fS^os  d'argent  ooi 
a>ùté  869  Hyres  i5  sous  6  deniers,  combien    ^*'"-.  ^^ 
coûteraient  i4  marcs  3  onces  a  gros  j?  Rëg)e       14         x 
directe;  donc 

17"  5*»  48^  :  869  lîv.  i5  s.  6  den.  ::  i4"  3*»  2«'  i  :  xWw. 

On  simplifie  le  calcul  (n***  58  et  70)  en  multipliapt  les  <lçax 
antécédens  par  16;  et  Von  a  283»  :  869^  i5»  6*  f.  a3o^5o  :* 
On  trouve  :r  =  708»  1 6»  1  ^  '^. 

lY.  6  escadrons  ont  consommé  un  magasin 

t      t*  fi»  «*j«  lEscadr.   Joort. 

de  fourrage  en  54  jours  ;  en  oompien  pe  )Ours       ^  g/ 

9  escadrons  l'eussent-Us  consommé?  Bjçgle  înr.      9  ^    . 

verse,  d'oi  9  t  54  ••  ^  •  «  =  36. 

V.  Un  vaisseau  a  encore  pour  10  jours  de 
vjvccs;  mais  on  veut  tenir  la  mer  encore  i5     ^^"'  '^^y^"- 
jours  :  à  quoi  doit  être  réduite  chaque  ration?        i5         ^  ..  , 
On  ne  trouve  pas  ici  quatre  termes;  mais  il  est 
évident  que  l'un  est  sous  -  entendu ,  et  que  le  problème  doit 
être  conçu   de   cette  manière.    On    donnerait  la  ration  \  à 
cloaque  homme,  s'il  fallait  tenir  la  mer  10  jours;  on  doit  )ft 
tenir   i5  jours,  que   donnera  - 1  -  on  ?   Règle  inverse  :  ainsi 


i5  :  lo  ::  I  :  x  =f 


yi.  Une  fontaine  emplit  un  réservoir  en 6  heures,  une  autre 
en  5  heures  ^  ?  une  tr9isième  enfin  en  4  heures  \  \  en  combien  de 
temps  ces  trois  fontaines,  coulant  ensemble^  emplîront-elles 
ce  bassin?  Cherchmis  quelle  portion  la  i"  fontaine  emplit  en 
I*.  Sî  en  6*  un  réservoir  est  rempli,  quelle  portion  le  sera  en  i*; 
d'où  6  :  I  ::  i  \  x-=^\.  De  même  pour  les  deux  autres  fon- 
taines on  a  5^  :  I  ::  i  :  x-=.  i  :  5^  =  ^,  4|  :  i::i  :  x^=^^^ 

Ainsi  ces  trois  fontaines ,  coulant  ensemble,  empliront ,  par  heure, 
cette  fraction  du  bassin,  j  4.^ +^,  ou  ^  + -/s -f- ^  =  f 
Donc,  si  les  y  d'un  réservoir  sont  remplis  en  i*^  con^bieu  fau- 
dra- t-il  d'heures  pour  emplir  i  ?  La  solution  est  i  :  f  ou  J  =  i  y 
Il  faudrfit  I  heure  \  pour  que  ïes  trois  fontaines  emplissent  le 
bassin.- -Ëti  général ,  on'  divisera  l'unité  par  la  sommé  des  frac- 
tions du  réservoir  qu"'^emplit  ebaque  fontaiijeen  i'^. 


KÈGUSS   l)B    TROIS.  WS 

78.  Règles  de  iroie  ^aniposdes.  Oa  raoïèBe  80u>reffDt  Irîilii  fkfp^' 
tÎDDt  des. questions  qui  reofermecit  plus  die  trois  térmos  doni)è6. 
Il  £a«t  «lors  qu'elles  soient  fomkées  >de  deux  périjodeë  qiki  oon  - 
tîmoent  des  ntwibres  bomogeoès^  deux  à  d«Ux>*et  wmâibiès 
froportionneliement.  £n  voici  un  exem[lie. 

Si  20  konimes  ont  &it  160  mcti^s 
r^ÉTrage  en  l5  j^urs ,  combien  3o     ^^^"^^  ^f  :  '^'^^'' 
iKRntnes  eh  feraietit^ils  en  12  jours?         '3o  x  m 

Il  se  présentera  deux  cas^  suivant 
que  les  termes  qui  ne  répondent  pas  k  Tinconnue  sont  en  rap- 
port direct  ou  inverse.  Ici,  20  tionim'es  et  i£i  jours  sont  en 
rapport  inverse  ;  car  plus  on  emploie  d'ouvriers ,  et  moins  il  est 
nécessaire  de  les  ocenper  de  temps  peur  accomplir  une  mène 
tâcbe;  en  sorte  qu'on  peut  doubler,  tripler. . .  l'un  des  nombres, 
pourvu  qu'on  divise  l'autre  par  2 ,  3.» .,  et  la  question  reste  la 
même.  Multiplions  20  lioumies  par  i5,  et  divisons  xS.jour^par 
l5;  il  viendra  3oo  homnues  et  1  jour  :  de  même  mxtltiplioxis 
3o  bommes  par  12,  et  nous  aurons 

36o  hommes  et  i  jour.  La  question     *^X"^**-   ^\^;''  •^^^"• 
devient  donc ,   si  3oo  bommes  oi^t  3i6o  x  i 

Mt  160  mëtres  en  un  jour ,  combien 

36o  bommes  en  feront-ils  en  un  jour  ?  Lie  temps  Atantie  même 
départ  et  d* autre j  il  est  inutile  d'y  avoir  égard,  et(^)  on  a  la 
rii|^  directe  3oo  :  160  ;;  36o  :  f  =  192  mètres. 

Lorsque  le  rapport  est  direct ,  on 
procède  difteremment.  Par  exemple,      Homme».   Mètres  Jorn-s. 
si  90  bommes  ont  fait  160  mètres  en  3o  ig^.        x 

iSjourS;  combien  faadra-t  il  de  jours 
a  3o  bommes  pour  faire  192  mètres?  ^ 

Plus  il  y  a  d'bommes,  et  plus  ils  lont  de  mètres;  %o  hommes 


{*)  (7esî  m^me  à  la  rédaction  de  ces  deux  nombres  à  rcgalit^  que  Ton 
Ml  SBidn  :  on  taunit  pu  se 'contenter  de  molupHer  ao  et  diviser  i5  par  5  j  et 
iiBiéBM,  molâplier^  et  âiTisevia  par  4) 'M  qui  anrait  réduit  les  jo«rs«ti 
«éncnoviVMB'dansletdeotcsu.    : 
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et  i6o  mëtres  sont  en  rapport  direct*.  Ainsi,  après  avoir  .mul- 
tiplié Punede  ces  quantités  par  a,  3...,  il  faudra  aussi  motet- 
plier  Vautre  par  le  même  nombre.  Prenons  19a  pour  facteur  de 
20  hommes  et  160  mètres ,  puis  160  pour  facteur  de  3o  hommiss 
et  192  mètres  y  et  il  est  clair  que  le  nombre  des  mètres  (^)  sera, 
dans  les  deut  cas^  ^9^  X  160.  On  a  donc  cette  question  :  si 
20  X  19s  bommes  ont  fait  un  ouvrage  en  i5  jours ,  combicua  de 
joules  seraient  3o  X  160  bommes  à  faire  ce  même  ouvrage?  Cette 
règle  e$t  inverse  et  l'on  a 

•«  /•  '  «^  20.  IQ2 .  l5 

3o X  160  :  w5  ::  20 x  192  :x=   ^  ^a — -, 

^  3o.i6o    ^ 

2.rq2.5         102 

ou  jp= ^ — =2^ -%- =  12. 

^.100  10 

On  raisonnera  de  même  dans  tout  autre  cas  :  le  2*  de  cespfo- 
bièmes  peut  servir  de  preuve  à  l*exactitude  du  i*'  calcul;  et» 
en  général,  en  renversant  le  problème,  on  fera  la  preuve  de 
Topération.  Voici  encore  un  exemple  assezr  compliqué. 

Si  4^  ouvriers  ont  fait  3oo  mètres  en  8  jours ,  en  travaiUatit 
7  heures  par  jour,  combien  5i 

ouvriers  seraient-ils  de  jours  à     ^°^^^^^-  ^^^^l''  ^7*'  ^'""J^ 
faire  459  mètres  en  travaillant  5i  4^9        ^  6 

6  heures  par  jour?- 

On  verra  d'abord  que  lès  ouvriers  et  l'es  heures  sont  en  rap-  , 
port  inverse;  on  mettra  donc  40  X  7  heures  d'aune  part,  et . 
5i  X  6  heures  de  l'antre,  durant  un 

jour,  ce  qui  donnera  Heu  à  ?a  ques-      ^^^l'''    ^^^l^''    ^""^"^ 
tîou  indiquée  ci -contre,  et  qu'il  est        5i  xé       45o  x 

inutile  d'énoncer. 

Les  heures  et  les  mètres  sont  en  rapport  direct  ;  on  fer» 
donc  4^9  multiplicateur  des  termes  de  la  première  période,  et 


i 


(*)  On  anrait  rsmpli  le  même  bat  arec  un  facteur  pias  simple  qne  191  ; 
voyeE  e.e  qu'on  a  dit  pour  la^réduotion  au  même  dénominateur  (p.  49)  ;  nooi^ 
ayons  pris  ici  193,  pour  mieux  faire  concevoir  la  conséquence  qui  suit.    ■ 
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K>  celui  de  la  seconde  ;  ce  qui  réduilra 
I  nombre  des  mètres  à  être  le  taême  de        Xn^??1'^    ^T** 
art  et  d'autre.  On  aura  une  règle  de        5ixox3o'o        x 
lois  inTcrse ,  qu'on  posera  ainsi 

5i  X  6  X  3oo  :  8  ::  4o  X  7  X  459  :  ar=  ^Îi2^&?. 

On  peut  même ,  avant  d'effectuer  le  calcul ,  supprimer  le  fac- 
teur 3  f  dans  3oo  et  6  ^  puis  9  ^ans  ^5g  ;  d'où 

4oX7X5ix8        4x7X4 

=  i-p — ^ — ■  =  ^ =  11,2. 

01  X  2  X  100  10 


X  = 


On  peut  encore  éviter  ces  divers  raisonnemens  ;  car^  en  les 
reproduisant  sur  chaque  terme,  comparé  à  l'inconnue ,  on  voit 
<|iie,  lorsque  le  rapport  sera  direct ^  le  ternie  depra  changer  de 
fkiùe  of^ec  son  homogène;  tandis  que  s* il  forme  un  rapport  in- 
verse j  on  le  laissera  ou  il  est.  Enfin  ^  on  multipliera  tous'  les 
"nombres  contenus  dans  chaque  ligne j  et  Von  égalera  les  produits 
entre  eux»  Ainsi ,  dans  la  dernière  question  ,  les  ouvriers  et 'les 
jours  sont  en  rapport  inverse,  ainsi  que  les  heures  et  les  jours; 
mais  les  mètres  et  les  jours  forment  un  rap- 
port direct  :  on  changera  de  place  seulement        S  xSoSx^x^ 
3oo  et  4%  ;  on  formera  le  produit  des  nombres 
oontenus  dans  chaque  ligne,  et  égalant  il  viendra  40X4^9X8X7 
=6ix3oox6x^,  ce  qui  donne  la  même  râleur  que  ci-dêvant: 
eaeffety  l'inconnue  sera  le  quotient  (n^  5)  de4oX4^x8X7 
divisé  par  5i  X  3oo  X-6. 

Cette  opération  peut  même  s'appliquer  aux  règles  de  trois 
amples. 

79.  Règle  de  société.  Trois  -associés  ont  mis  dans  le  com- 
iBerioeyl'an  12000  fr.  ,Viiutre  8000  fr.,  le  troisième  4000  fr.  Ils 
ont  gagné  543o  fr. ,  on  demande  de  partager  ce  gain  à  raison  de 
cnn  mises. 

U  somme  totale  24000  fr.  a  rapporté' 543o  fr.  Onfera'ddtlf 
*•*  trois  proportions  :- 


>-  ■ 


#^6  .AMTBNlhiQf».! 

a4ooo  :  S43o  oa.,«iiM  :  (fi^a.::  tb^M  C  ^r  «t:  ii^iS^** 

. .  - ',  ■■  -^ .i      '■  •     ,'.■■. 

On  Toit  que  la  totalité  des  mise*  êët  à  *ceUê  des  bénéjk 
cotrêlnff^fuagU0;.miie  paitlticulière  est  o^  biiMce  ^ui  ^ 
échû^Jjt^JéimÀe  des'bëimdoes  Aoit  réproanire  S43o. 

Soit  encore  proposé  le  nroUàine  auiyant  : 

■T^îi^eilàéilknU'm  ttS  '<ruii'  lé'  dû^m^ce.,  saVoIr ;  \ 
loooofr.  pendant  7 inioié,  PàdtréSb^O  &.  ^nâant  5  mou. 
troisième  4ooo  fr.  pçuUut  ao  ivoia  ;  .^  deman^ff  qaelle  est 
part  di  çliacim  âans-le  bénéfice^  -rSoo  pr.''  \y  '- 

On  remarquera  que  les  mises  et  les  temps  sont  en  rapp 
^lYerse  ^en  les  xoHUipKaptrnsfpeatii^fSMeiUft  o».rQtomliilM 

.U^  t^^^m  spift^^ga^Du  On  trouYera^  pfir  h  riigjlA  pvMdoÉl 

^^^^^\9lâfr^79v*  63v  h.,58^  fpf^  li9«^»Ml3  Jre^pieçti& 

,.fil'oi)jçliftK«B)i«^.d^         U  béiiAfiQ|s4i»e  ir^q^portmiiit  ma  ji 

.4e4LPp  f)r*  f ;ft9  PQurML  poier  %^miyfovf  cbsicuM»  ^U^  prefN 

tion^si  iQo  fr.rjp^rteotjiA  tel  bénéfice}  quel.ast  oelai:^ 

est  dû  à  une  telle  mise?  Le  i"  terme  ou  diviseur  edt  loo  d 

cette  rë^^Iedi!  trois.  Ainsi  toutes  nofi  proportions  ^gront  p)94 

ciles  à  résoudre  y  ce  qui  sera  surtout  utile  lorsqu'il  y  aura 

^^d. nombre  de  sociétaires,  puisqu'on  ^  conduit  à  (waf 

'de  règles  de.  trois  qu'il  y  a  de  parts  k  laire.    - 

.  9o.  H^igle  ^inJtéréi.  On  à  potir-bût  de  trourer  1â  sommé 
pour  de  l'argent  prêté  ^  sous  certaines  Conditions.  "Cet  intéri 
isli^ule  dedetix  manières  :.  ou  ed  indiquant  iselui  que  port 
somme  de  loo  fr. ,  ce  qu'on  désigne  par  les  mots  tant  pour  * 
(5  pour  cent  s'écrit  «ainsi  :  5  p.  |)^  ou  )enJBj:antJa..soffime' 
doit  rapporter  lin  franc  d'iutéiriM^';  le  fierdir.  i4  ^guifie  qu« 
fraiMÇS  rapportent)  I  franc.  ' 

La  relation  qui  lie  ces  deux  manières  de  stipuler  l'in^préi 
tJTpuTe  ,fHMr  fm^  proportion  Ainjii  1^  dif^er  a^.i&quiyaut  k  4 1 
puisque  si  Von  pose  cette  règle  de  trois  ^   a&  fr<  rappor 
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ib.ffiÊél^i  finâéréi  de  100  £r.?  on  trourê 4  ^'*  ^  ÉiAine  \û 
imkr  2  renent  a  5o  ^  | ,  le  denier  aoi  S  p.  |.  = 

Uo  exemple  de  règles  d'intérêt  suffira  pour  montrer  comment 

■doit  résoudre  toutes  les  questions  semblables,  i^uel  est  l'inté- 

iftde  10 000  k  j  pour  I  par  mois  durant  7  moisT  Ce  problème 

lerient  à  ce1«î-ci  :  Si  lôo  fr.  rapportent  ~  fr.  durant  i  mois, 

«nbîen  loaoo  fr.  rapporteroot-iU. pendant 9  mois?  Cette .rè^gle 

traîf  çMBpofée  se  réMut  à  Tordinaîre  (a**  78).  On  peut  «vissi 
kfiioadbre  eomme  il  suit:  100  :  j  il  10000  :  sssaSfr.,  in«r 
tUidé  ioooo  fr. p^^dant.un  mois;  7  X  a5,  ou  176 fr.,  est 
[  Ane  rintérét  €herché.  {Foy.  n"*.  iSo.) 

81.  Régie  df escompte.  Lorsqu'une  sommé  n'est  due  qu'à  Une 
^oqne  encore  éloignée ,  et  qu'on  en  obtient  sûr-le-champ  le 
(Mment ,  on  nomme  Escompte  l'intérêt  qu'on  perçoit  pour 
oeU.  Si  donc  on  a  10  000  fr.  à  receroir  dams  7  mois ,  en  retenant 
fSitMt  de  cette  somme  à  ~  p.  ~  par  moisson  deirra  déduire 
ijS  fr.  y  ist  il  restera  9825.  Cette  manière  d'opérer  s'appelle 
ffmin  ^escompte  en  c/^Aorry.elle  est  la  plus  usitée ,  quoiqu'op 
ntienne  l'intérêt  de  10  000  iir.,  et  qu'on  ;ne  paie  en  effet  que 
jjSaSfr. 

.Four  V escompte  en  dedaasj  il  ne  faut  retrancher  que  l'intérêt 
^k somme  qu'on  paie.  Voici  ce  qu'on  doit  faire.  Chaque  mois, 
01  devra  retenir  \  fr.  par  1 00  fr.  ;  donc  après  7  mois  100  +  \  f r. 
nont  réduits  ii  100  fr.^  on  posera  donooette  proportion  :  Si 
loi  \  sont  réduits  à  100  fr^ ,  À  o^nyiileft  iq  bl>o  fr.  seront-ils  ré- 
âaits.  On  trouve  9828  fr./>i.  En  effet >. si  l'on  ajoute  à  cette 
marne  son  intérêt  à  ^  p^  §  i^ar  mois  durtnC  7  mois,  on  retrou-^ 

icra  10  000  fr. 

.  *. 

81  Bëgle  conjointe.  Prêtions  un  etemple  pour  eupliqu^tr 
ûetl6Tègle. 

Oa  demafide  combien  27  pîods  anglais  valent  de  inèth*(«fty 
«Mmaiisant  les  rapports  suivants  approchés  :  •     .    1   • 

■■  ■     ■  ;■.■■' 

i,3mèlreft       .   va(#ii|   4  piodyi  (ivinpaiisf.     : 
i5  piecU  fr9«çK  YiJeirt  16  pifMb  «nglnk  .;i  )i   .  ? 
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Je  multiplie  par  i5  les  deux  nombres  de  la  prèibière  ligue,  rf 
par  4  ceux  de  la  deuxième  ;  et  je  trouve  xfxe 

i5x  lyS  mètres         =i5x    ^  pieds  français. 
4  X  i5  pieds  franc;  =    4  X  i6  pieds  anglais, 
donc     i5  X  ij3  mètres         r=    4  X  1 6  pieds  anglais. 

On  tire  de  ce  rés^bltat  la  règle  suivante  :  Écrivez  ks  équatkm 
données  de  manière  que  le  second  membre  de  la  première  v:^ 
de  mJme  espèce  que  le  premier  membre  de  la  seconde^  pms  mM^ 
tipliez  terme  à  terme  ^  et  conservez  au  premier  membre  Pespèà 
d'unité  du  premier  membre  de  la\^^  équ.,etau  deuxième  membn 
l'espèce  du  ^^  membre  de  la  deuxième. 

Représentant  par  x,  mètres  la  valeur  des  27  pieds  anglais^ 
nous  aurons  de  même 

« 

i5  X  x>3  mètres  =  4  X  16  pîeds  ang^i^i, 
27  pieds  angl.  =  x  mètres , 
d'où  27  X  i5  X  li^  mètres  ==  4  X  16  X  «  m^tries.  ^ 

.  27Xi5.Xi,3        526,5      Q     n     w  '.■«\ 

et        xz=.  -i — 7 7^—-^  =  — Trr— =Of23  mètres. 

4  X  16  64  * 

Ainsi ,  en  faisant  abstraction  du  raisonnement  qui  a  ëclairé 
cette  opération  y  tout  se  réduit  à  écrire  les  rapports  donnés  sous 
la  forme  d'équations  et  à  pratiquer  là  règle  ci-dessus. 

,  1 ,3  mètres        =  4picds  français , 
i5  pieds  franc.  =  16  pieds  anglais , 
.  27  pieds  angl.  =  x  mètres, 
d'où  Y  ,3 .  i5. 27  mètres  =  4*  16. :p mètres. 

La  règle  est  posée  quand  on  est  arrivé  à  un  deuxième  membre 
de  mém>e  espèce  que  le  terme  initial  ;  on  égale  le  produit  dè'lc^ 
première  colonne  à  celui  de  la  deuxième»  Ce  procédé  s'appliqnc^ 
quel  que  soit  le  nombre  des  équations  qui  s'encbaînent  ainsi  par 
un  terme  initial  de  même  espèce  que  le  terminal  de  l'équation 
précédente.  Les  exemples  suivans  montreront  l'emploi  de  1^ 
règle  conjointe  et  feront  concevoir  toute  son  utilité.' 

On  demande  le  rapport  de  l'arpént  parisien  à  l'hectare.  Oc 


na  décdmales  pour  laoilUer  les  multiplications*  Nous  avons' 
tonné, dans  la  table ^  page  1^5 ,  outve  les  rappopts  ek^fûts, 
£iiitres>^ale«^  approeli^,  doat  Vusage  est  plus  faoîiej  -et  qui 
sqalsiiAsaAiine^nt  exactes,  (/^o^-  n^  564*)  La  table  oontientaussi 
la  I<»garttfimes  îles  i*appevt5^  afin  d'abréger  les  calculs,  a«dsi 
qu'on  Ta  l'exposer  p«  11,5.  ' 

Cnpabten  un  litre  où  déeimëtre  cube  Taut*-il  de  pitites^sa-- 
dbint  que  la  pint«  contient  46998    • 
fttçes  Gubes  t^  que  le  poiiGe  cube,    atninu       =zihtro, 
not  .9,8364  centimètres  cubes  ?  Ces     J  %4     =  ^^^^f^^- 
njpforts  s'enchaînent  ainsi  qu'on  le    #»9^po4Ciï:  i  pinte. 
loit  ci -contre.  Égalant  les  produits  '  '         '■  ' 

des  deux  colonnes  ,  il  vient  x  X  19,8864  X  46,96  =  1000, 
tfoà  X  =  1 ,07s  74?  pinte  ;^  capacité  égâlfeà  celle  du.  Ktre. 

C'est  par  de  semblables  rëgle3  conjointes  qu'on  a  déduit  Ja 
1  fhpai*t  des  nombres  da  tableau ,  de  ce  que  le  qi^ialrt  du  méridien 
>  a'SlSo74o>74  •  •  •  -  toises,  (^oy.  p.  69.) 

;.  Des  Progressions. 

8S.  Une  suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  le 

:  iv^eède,  ou  en  est  surpassé  ,  de  la  ménie  quantité;  est  ce  qu'on 

rifpdie  xxne  Progression  arithmétique  oupar  dijfèrence:  tels  sont 

lemombres  i,  4>  7)  10....  On  l'indique  ainsi' 7  i.4«7*io.i3.i6..., 

Ift  laison  ou  différence  est  ici  3 . 

Il  est  clair  que  le  second  terme  est  égal  au  premier  plus  la 

iiflon^  le  troisième  au  second  plus  la  raisoîi ,  c'est- à- dire  au 

ier  plus  2  fois  la  raison  ;  le  quatrième  est  de  même  com- 

édu  premier  plus  3  fois  la  raison^  etc.  En  général,  un  terme 

konque  d'une  progression  par  différettce   est  composé  du 

nderplus  la  raison  répétée  autant  de  fois  qu%l  y  a  de  termes 

fd  précèdent.  Donc 

i*.On  peut  trouver  un  terme  quelconque  d'une  progression 
ealcnfer  tous  les  intermédiaires.  Cest  ainsi  que  lé  ipa^ 
iftesttci  ±3  I  +  3  X  99  ou  298,  * 

'.  Pii|ir  nuérer.  èntjpe  4^  ^^>  ^^  Haoyetts»  proport iennek 
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par  difiereace ,  c'est-a-dire  pour  lier  ces  deux  nombres  par  6 
intermédiaireêj  qui  forment  une  progreesion  composée  de  8  Ur^  . 
mes^  je  remarque  que  le  dernier  terme  3a  de  la  progression  étant'  . 
égal  au  premier  4  augmenté  de  la  raison  prise  7  fois,  32i  —  4  . 
ou  a8,  est  7  fois  la  raison  inconnue;  donc  la  raison  =  ^  ss  4;  et 
l'on  a  la  progression  ^  4*^*  '^*  16. 20. 24* 28. Sa. 

Pour  inséi^er  y  enti*e  deux  n9mbre8  donnés ,  des  moyens  pro^  ^ 
portionnels  arithmétiques  ou  par  différence  ^  on  dipiwra  la  - 
différence  de  ces  quantités  par  le  nombre  de  moyens  plus  un;  hn  » 
quotient  sera  la  raison. 

De  même,  pour  insél^r  huit  moyens  entre  4  et  1 1^  on  trouTS 

1  "  —  4       7  1  •       X 

la  raison  = ^  =  -  :  la  progression  est 

9  9  ^ 

i4.4^.5|.6|.7|^.7|.8f  .gj.iol.ii. 

86.  Une  progression  géométrique  j  ou  par  quotient  j  est  une 
suite  de  termes  dont  chacun  contient  celui  qui  le  précède ,  ou 
s'y  trouve  contenu ,  le  même  nombre  tle  fois.  Telle  est  la  suite 
fr  3  C  6 1  12  C  24  !  4^  *  9^*  •  •  y  1^  raison  ou  le  quotient  est  2. 

Le  second  terme  est  égal  au  premier  multiplié  par  la  raison; 
le  troisième  est  égal  au  second  multiplié  par  la  raison ,  et  par 
conséquent  au  premier  multiplié  par  le  carré  de  la  raison  ;  de 
même,  le  quatrième  est  le  produit  du  premier  par  le  cube  de 
la  raison,  etc.  En  général,  un  terme  quelconque  d^ une  progre%^ 
sion  par  quotient  est  le  produit  du  premier j  par  la  raison 
élevée  à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  termes  qui 
précèdent.  On  peut  donc, 

1®.  Calculer  la  valeur  d'un  terme,  sans  être  obligé  de  passer 
par  tous  ceux  qui  le  précèdent.  Le  dixième  terme  de  notre  pro- 
gressijon  ci-dessus  est  3  X  29  =  3  X  5i  2  =  i536. 

2".  Pour    insérer'  8  moyens   proportionnels    géométriques 

entre  3  et  i536,  je  remarque  que  la  progression  doit  avoir 

10  termes,  et  que  le  dernier  tertne  i536  étant  égal  au  premier 

3 ,  multiplié  par  la  raison  élevée  à  la  puissance  9  :  si  l'on  divise 

i536  par  3,  le  quotient  5i2^  est  la  neuvième  puissance  de  la 

9 
raiso.m,  d'où  U  raison  =  t/5i2=sa  (p.  93).  Donc ,  pour  in- 
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wr  entre  deux  nombres  donnes  des  moyens  proportionnels 
k}mêiriques,  U  faut  prendre  leur  quotient ^  et  en  extraire  une 
wdne ,  d'un  degré  égal  au.  nombre  des  moyens  plus  un  :  cette 
acine  sera  la  raison» 
Tour  insérer  quatre  moyens  entre  8  et  64 ,  il  faudrait  extraire 

a  racine  cinquième  de  ^  ou  \/8,  quantité  irrationnelle  (n°63)  ; 
m  ne  peut  donc  assigner  exactement  ces  moyens;  mais  on  en 

ipproche  autant  qu'on  veut.  La  raison  est  1/8=  i  ^SiSy;  ainsi 
la  progression  cliercliée  est 

H8:  12,1257:  18,3792:27^8576:42,224^:64.     :^i. 
^^«j  à  ce  sujet  n"  i53,  lo*. 

■  ■      .  !  ...... 

■  •  ■ 

Des  Logarithmes. 

.»■■•. 

87.  Remarquons  que  ^es  tbéorèmes  rèTatifs  aux  progressions 
par  différence  devîeniient  ceux  qui  se  rapportent  aux  progres- 
sons par  quotient^  en  changeant  l'additioi;!  en  multiplication, 
la  soustraction  en  dÎTision,  la  multiplication  en  élévatioii"  de 
puissances  y  et  la  division  en  extraction  de  racines.  Cest  sur 
Mte  observation  qu'est  fondée  la  théorie  des  Logarithmes. 

Concevons  deux  progressions,  l'une  par  quotient,  l'autre  par 
liffifirence,  dont  les  termes  se  répondent  deux  à  deux,  telles  que 

H  I  :  3  :  9  :  27  :  81  :  243  :  729  :  2187 Nombres. 

9  o  .  A^.  4  •  6  •  8  .    la  .    12  .    i4  ••  •  •  hogarithmssm 

Chaque  terme  de  la  seconde  lest  «appelé  le  Logarithrue  du 

nombre  correspondant  de  la  prjçmi^f^;,  o  e^t  le  logarithme  de 

j  ï,  2  Pcst  de  3 ,  4  de  9';  6  est  le  Ic^afîthme  de  nr^  etc.  Les  lo^ 

\wuiihmes  sont  donc  des  nçmbres  enprçgressian^par  différence j 

l^ljiriporfdentf  term^  à  ^mej,  à  d'autres  nombres  enprogression 

\}^fuotient.^     ....  '..:  ..    *   .      ■ 

Comme  lesJogant^es:ii'o£Freatd?uiiIité, qu'eu  vertu  de.pro* 
fri&éfl!  qoj  supgpS(ei|t,gl^e  ces  progressions. jt^iomeo^oçit,  l'une 
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par  1 ,  Paatre  par  o ,  ncfoê  ne  notas  oocnperoos  que  de  cèHâÉ 
..qiH  remplissent  cette  conditioil.  i 

Il  suit  de  ce  qu'on  a  dit  (n^*  85  et  86) ,  et  de  ce  que  nos  peé^ 
gressions  commencent,  l'une  par  un ,  l'autre  par  zéro-|  qi^#| 
ternie  quelconque  est  (brmé  de  la  raison ,  autant  dé  fois  fèttlienr 
pour  lapremiëre ,  et  autant  de  fois  ajoutée ,  pour  la  seconde j 
qu'il  y  a  de  termes  axant  lui.  Les  sixijbmes  termes,  par  exemplii» 
sont  243^  5®  puissance  de  la  raison  3 ,  et  10  qui  est  5  fois  la  rai- 
son 2.  Ainsi  la  raison  est  autant  de  fois  Jacteur  dans  un  nommf 
qi^eUe  est  de  fois  ajoutée  dans  son  logarithme, 
^^i  l'o«L  multiplie  entre  eux  deux  termes'  de  )a  progrl^ion  par 
quotient ,  tels  que  9  et  243,  la  raison  3  sera  7  fois  facteur  dan» 
le  produit  (page  79),  parce  qu'elle  Vis^t  2  fois  dtas'9,  '^  '9%v 
.  dans  243  •  le  produit  9  X  ^43  >  ou  2187,  sera  donc  le  huitièai 
terme  delà  première  progression.  Maia  sî  l'on  ajoute  les  temMl 
4  et  10  correspondans  dans  la  progression  par  différence,  la  ni* 
son  2  sera  aussi  7  fois  ajoutée  danS:  la  somme  i4  9  donc  le  pviH- 
duit  2 187, et. la  sopame  i4  seront  des  termes  copréspondans, ftf 
1 4  est  le  logarithme  de  2 187  *,  donc  la  somme  des  logarithmes  dif 
deux  nombres  est  le  logarithme  de  leur  produit.  Pour  multif^kjf 
9  par  27,  par  exemple,  il  suffit  d'ajouter  les  logarithmes  4  ^  v 
qui  répondent  à  ces  facteurs ,  et  de  chercher  le  nombre  ^ii^ 
qui  répond  à  la  somme  10  prise  parmi  les  logarithmes  ; ^^  tA 
le  produit  cherché.  jv'. 

Il  suit  de  là  que  le  double  du  logarithme  d'uu  nombre  est  le 
logarithme  du  carré  de  ce  nombre  >  le  triplé  est  ie  logakrhliiM 
du  cube;,  et ,  en  général ,  en  multipliant  tè  logarithme  dtUk 
nombre  par  un  facteur  quelconque  j  on  aura  U  logarithme  d'uHÊ 
puissance  de  ce  nombre  m^àrquée  par  ce  facteur.  Pour  9^on  tri^ 
le 4)  q«i  répond  au  nombre  9  et  en  est  le  logarithme^  3  X  4=^** 
répond  à  7^9  ==  9^. 

"Les  iiiTerses  de  ces  b^'é'patîofts  sont  faétles  à  Remontrer;  dtt^ 
le  logarithme  du  quotient  ptùs  èelùT'dn  àivîsèur  dev^hi:  dttf* 
ner  celui  du  dividende  ,  il  s'ensuit  que  le  logarithru^  dû' \ii^ 
tient  de  deux  riombres  est  la  dîffirènck  c&s.  logarithmes  dé'cf* 
nombres.  Pèulr  «h'tâer-d^d  par  ifç  ,  fedWctiëf  "61^^  r6;  fa  âÎF 


est  ie  kfgfltithitae  4e  9;  ainsi  9  est  le  «(uotfeibt  de- 

ne  atissi,  le  logarltkme  de  kt  racine  quelconque^  étuii 
9tle  quotient  du  logariAme  ek  ce  tUmtbre  diifvsé  par 

e  cette  racine.  V/729  s'obtient  en  prenant  le  tiers  de 
erchant  4  parmi  les  logarithmes.  Le  nombre  corres* 
I  est  la  racine  cliercbée. 

.9^u«Iieu  de  ■pjnçpdre  3  pour  cai^on  de  la  prQgvestjpn 
^tiepit^  on  eut  choisi  une  quantité  beaucoofi  plus  p($-> 
liM3{uriéjtés  auraient  encore  subsi&té  ;  lesqiugoitîtéBi.Açint 
gression  serait  composée  auraient  été  plus  prj^  J|f$i| 
tiutrjes,  etFon  .y  jurait  trouvé ,  par  approximation  >  les 
I  y.  2y  3, 4»  ^•—  Gomqevons.donc  qu'on  ait  formé  .\iaf} 
m ,  dont  le  quotient  eût  é  té  assez  petit  pour  qu'on  y 
j  a  très  peu  près ,  tous  les  nombres  entiers ,  et  qu'on 
nposé  une  table  y  dans  laquelle  om.  aurait  inscrit  ces 
it  leurs  logarithmes ,  en  supprimant  <F&tlleur8  touS'ktf 
mes  intermédiaires  :  les  principes  qu'on  Tient  4e  dé- 
auraient  également  ^té  vrais.  Supposous.  cette  t^ble 
on  Toît  que 

ir  multiplier  des  nombres  entier^  donnés^  U  suffît  de 
lans  la  table  leurs  logarithmes/  de  les  ajouter'  et  At 
la  somme  parmi  les  logarithinés  :  le  noi^re  corres* 
3tt  l^  produit  cherché  (^). 

ir  diviser  deux  nombres^  on  retranchera  le  logaritlinM 
nr  de  celui  du  dividende;  on  cherchera  Jjb  rçgt^  parmi 

ihme»  :  le  nombre  .correspondant  sera  le  quotient  de- 

*Y  ■■■■..'  ■■■-.• 


-'i 


èeraandie,  par  exemple,  le    prodirit      /og,%féat,6*i!iogJK\' 
It^'ubte  «toptie  1m  loganthmes  âir  et»  •  ^:J|6Si'ts:  ttff^éïôtioS  i 
on  les  ajoute,  curame  on  le  voit  ci-      Sèi^tkt  îts  ^ySôSvofl^'» 
I  chachc  U  4omine>piaaDijie«  logakâtlb?-  ;'«  nr,  ;>::(•...''    •     ■■'*-, 
I  taUe  donne  \o^i^  pottviq  Jtoasbcct  icbrrt^g^ildâiitv.  q^hél^if 

Pou  vent  diviser  4o  56 1  p^ir  863  ,  la  table  -fSriiOééiAifldf  il 

8..' 


1 16  .      AfilTHHÉTlQIIE. 

3".  Four  faire  une  règle  de  trois,  on  ajoBtera  )ea  '. 
des  moyens;  on  en  retranchera  celai  de  l'extrême 
nombre  répondant  au  rcsnUat  sera  l'inconnue  (*}. 

4°-  Pour  obtenir  le  logarithme  d'une  fraction,  oq  i 
le  logarithme  du  dénominateur  de  celui  du  numc 
reste  sera  le  It^arîthme  demandé.  Les  tables  ne  conti 
les  logarithmes  des  nombres  entîersj  ce  tbéorèmi 
l'usage  aux  fractions(n'' gi,  !.)(**). 

5°.  Pour  élever  un  nombre  à  uue  puissance,  on  : 
Km  logarithme  par  le  degré  de  la  puissance,  ou  cl 
produit  parmi  les  Ic^arithmes;  Il  répondra  à  la  pu 
mandée  {***}. 

6".  Pour  extraire  une  racine  d'un  nombre,  on 
logarithme  de  ce  nombre  par  le  degré  de  la  racine,  e' 


laci  de  CM  .dctui  nombre*;  et.  Ici  ntraochiUE,  oa  eherci 
a  parmi  le*  logMîthinei  du  tablei  :  le  nnmbce  J7  ijiii  j  coi 


('■)  PoDtlaproporEion  iSîliSg  :;  17  :  x,' 
■prèf  STOirprii  1«  logarllLmu  de  ce*  tror»  j°S     Î7  = 

nombres,  on  rUrancbera  celui  ilu  .premier  _  ^°^  ^^  — 
lenae  'i53de  la  tomme  dei  deux  aut[c«j  et 
obKn«  que  cette  double  opération  peut  être 
fait*  d'un  >enl  trait.  Un  peni  auisi  ajouter  le  comj>lcnien[  aril 
|.ie..rilhme  de  |53  (voyet  n"  10),  au  lien  de  ret.ancbct  ce  lo; 
cheiclie  dans  lu  lable  parmi  le«  loR.  r<:'[iand  ï  5i ,  qui  eil  le  qna 
mcoDon. 

rJPonr.  oit  lcIogde3-ou  Y-"""-  log  06  = 

traDcLera  le  log  7  du  log  a6.  Pour  obleair  le         _  iof    -  = 
produit  de  3  -  par  1^,  on  de —  par  .jj,  il  *off  ■> — 

faudra  ajouter  le<  li^aritfan:ei  de  cei  deux 
fractions,  on  logaS— log  7  +  l<^  28  — log  i3.  On  toîi  ce  ca 
ici  d'un  leul  coup.  Le  rànltat  eu  log  S  :  donc  S  eii  le  produit  c 
qai.Mt  d'ailleun  vinible. 

('•♦)Lapuisianceciu(pii*mede  IJ»  troB««n       /„  ,_  ^ 
rip^tantSfoi*  log  17,  ctcbercfaant  le  produit  dani 
la  colonne  de*  lugaritbme*;  il  répond  an  nombre  ' 

■«h«ohéli7'*=l4'9-Wï'     ' 


itaiiiieiil 
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lera  le  quotient  parmi  les  logarithmes^  le  nombre  qui  s'y  rap* 
Mte  sera  la  racine  cherchée  (^). 

On  Toit  donc  que  les  calculs  les  pins  compliqués  sont  rendus 
te  simples  :  les  multiplications  et  divisions  sont  remplacées 
Mr  des  additions  et  soustractions;  les  élévations  de  puissances 
S; les  extractions  de  racines  sont  réduites  à  des  multiplications 
l^lès  divisions.  Ces  admirables  propriétés  des  logarithmes  en 
mdent  Pnsage  si  important ,  que  c'est  un  devoir  de  consacrer 
i  Biémoire  du  célèbre  géomètre  écossais  Nif  jut,  qui  en  est  l'in- 
IMIeBr* 

^t^i  Formation  des  tables*  Il  s'agit  maintenant  d'expliquer 

it  oh  peut  obtenir  les  logarithmes  de  tous  les  nombres 

^s.  Jusqu'ici^  nos  progressions  par  différence  et  par  quotient 

ht  quelconques  l'une  et  l'autre  ;  ainsi,  un  même  nombre  a  une 

de  logarithmes,  Nous  verrons  bientôt  la  raison  qui  a 

préférer  les  séries  suivantes. 

1 C 10  C  loo  ;  looo  :  10  ooo  : Nombres, 

'0.I.2    •     3     «       4      Logarithmes, 

ifi  s. . . .  sont  les  logarithmes  de  i^  lo^  loo. .  .^  il  s'agit  de 
ceux  de  2,  3,  ^,.,.. ,  qui  sont  visiblement  compris  entre 
kl  ;  ceux  de  1 1 ,  la. . .  .99  sont  entre  i  et  a,  etc.  On  ne  peut 
ôr  ces  logarithmes  que  par  approximation;  on  se  contente 
lirement  de  7  décimales. 
'Okervonsque  si ,  dans  une  progression  ,  telle  que 
LS.4.6.8.IO. . .   on  omet  un  terme  sur  2  consécutifs,  on 
r3....y  on  formera  d'autres  progressions....  f  0.4* 8*  12.. .; 
iP.6. 12 . . .  On  peut  de  même  imaginer  que  les  progres- 
nops  avons  prises  font  seulement  partiç  de  deux  autres 
ties  termes  étaient  beaucoup  plus  voisins.^  et  dont  on  avait 
un  certain  nombre  d'entre  eux« 


I,. 


V 1419857  s'obtient  en  divisant  par  5  le  log  du  nombre  propose,  et 
:  je  quotient  parmi  les  log  de  la  iMc.  Le  nombre  correspcndant  est 
cherchée.  -^ 


1  a  6  ARinuÉTi^B . 

Âmnïf  ooneerons  qu'on  ait  iniéré  entre  i  et  lo  an  trëe  gti 
nombre  de  moyens  proportîonneb  par  <q«ette«t;  oMnaet 
raéovrte  alors  de  i  à  lo  per  tles  degrés  très  serrés  y  il  a^ilPttra^ 
parmi  ces  moyens ,  on  rencontrera  lei  nombre»  â>  3^  /^4m..,it 
dix-milHonnième  près.  Cela  posé,  si  l'on  insère  «n^paareil  ikMbI 
de  moyens  par  différence  entre  o  et  i  ^  œux  de  eè^  inoyaonq 
occuperont  le  même  rang  que  a,  3  ^  4*»»«  r  ^^^^^^  leslûgariUiB 
de  ces  nombres.  On  raij^onnera  de  niénie de  lO  à  loo:^  e^  . 

II  est  Trai  que,  fk^nr  insérer  tra  grisnd  nombre  de  moyensfi 
quotient,  il  faudrait  extraire  une  racine  d'un  degré  trës^ll 
(36)  ;  mais  oq  évile  cette  difficulté  à  l'aide  de  .diverses  ri^ 
cairées  successives»  Par  exemple ,  dberçjboni^  )e  l(^rithmf;Jty 
le  moyen  par  quotient  entre  i  et  ioes(..  •  .3,i6327766;ietJ| 
dififërence  entre  o  et  |  est  o,5^  4>y5  enst.^n^;  le  Ic^arithvifL^ 
3^1  Cas. ,*.. ,  nombre  déjà  Toisin  de^3.  y!ae pareille opân>^ 

pour  I  et  3^1622 d'une  part,  et  pour  0  et  0,5  4^  )'a|i1|{ 

donne  0,26  pour  le  logarithme  de  1,7782794.1.  De  même  co' 
1,7782., .  4 .,  et  3,1622.. . . .  d'une  part ,  et  entré  o,2r5tçl  0,5 
l'autre,  on  trouTfepOur  moyens  2^37187370  et  0,875.  En-cA 
nuant  de  resserrer  ainsi  ces  limites,  on  trouvera  o,3oio29CiC 
0^7712125  pour  logarithmes  de  2  et  3. 

Ces  calculs  sont  tr^s  pénible?  *,  il  est  i^r^i  qu'on  n'est  f  bl 
de  les  pratiquer  que  pour  les  nombres  premiers ,  puisque 
autres  logarithmes  s'en  déduisent.  Mais,  malgré  cel^^^  il  fnr€ 
assez  pour  lasset*  la  patience.  Aussi  n'aTons-pous  présenté 
procédé  que  comnae  un  moyen  de  concevoir  la  forpiatiop  < 
tables ,   nous  réservant  d'en  donner  de  plus  expéditifs  (^'^ 

90.  Il  est  aisé  maintenant  d'expliquer  pourquoi  àa  à  atti^l 
la  préférence  aux  deux  progressioUs  adoptées.  Tout  logàHtfl 
est  formé  d'une  partie  entière ,  qu'oïl  notnme  Caràctéristi^ 
et  d'une  fraction  décimale  :  or , 

1°.  Les  nombres  compris  entre  i,  10,  100. . . .,  ont  leurs  log 
rithmes  respectivement  compris  entre  o,  i,  2. . . .,  c'est- à-J 
que  k  logarithme  de  tout  nôntbfe  a  pour  edractihistiqMeéuB 
d'unités  que  le  nombre  a  de  chiffres  entiers  moins  un;  dB^ 
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ermet  Je  fixer  ce  nombre  de  cbifiVesy  lorsque^  la  oar.a«téri9ti^«[e 
itdonnée,  et  réci{M*oqueiDent.  Le  nombre  543^1  a  dem^  waités 
VtîèreaÀscm  Ic^aritbiae  :  et  3477i2ia5  est  le  logarithme  d'un 
ombre  dont  la  partie  entière  a  quatre  chiffif es.  On  évite  «on» 
cnt  de  chai*ger  les  tables  de  cette  caractéristique  qui  y  est 
B|dile« 

y.  Lorsqu'on  veut  multiplier  ou  diviser  un  nombre  par  10 , 

loOylooo ,  il  faut  ajouter  ou  ôter  à  son  logarithme  i,  2,3.. . . , 

mtél}  d'où  il  suit  qu'augmenter  ou  diminuer  la  caractéristique 
leiiS,  3., . .,  c'est  multiplier  ou  diviser  le  nombre  correspon- 
jnt  par  lo^  100. . . . ,  c'est  reculer-lti  virgule  de  i^  2, 9;  ; . .  rangs 
l||t^te  ou  à  gauche.  Les  logaridimes  dés  nombres  3,4^^8, 
iliiljS,  345,78,  ont  la  même  partie  décimale;  seulement  les 
inôbsristiqiies  sont  respectivement  o,  i,  2. . . . 

''Tds  sont  les  avantages  que  présente  le  système  de  logarithihes 
ièferii^,  qui  l'ont  fait  pi'éférer  dans  la  cbmpoâîtiôh  âés  tafiles. 
lois  Pindiquerons  à  l'avenir  par  le  signe  log;  ainsi  lô'g  9  â&\' 
pat  le  logarithme  tabulaire  de  5 ,  c'est-à-dire  le  logarithme 
jiîiiila^s  Fhypothise  de  deux  progressions  du  n*.  89. 

)!•  Usage  des  tables.  Il  faut  avoir  des  tables  de  logarithmes 
les  mains  pour  en  concevoir  l'usage;  celles  de  Callet,  de 
et  Delambre,  sont  les  plus  usitées.  Nous  n'entrepren- 
pas  ici  d'expliquer  leur  usage;  mais  il  est  quelques  points 
fi  tiennent  à  la  doctrine  niême ,  et  qu'il  est  bon  d'éclaircir* 

'  1  Jies  log.  des  nombres  <C  i  présentent  une  difiicultp  :  en  gé- 
iinl  (n*'  88, 4^0  ^1  ^^^^  retrancher  le  log.  du  dénominatRur  d^ 
Upi  dti  numérateur  pour  avoir  le  log  d'uqe  fraction  :  n&ajis, 
Hpiae celle-ci  est  moindre  que  x ,  la.soustractioju  défient  iqa- 
yîriUe.  Par  exemple  ,  pour  multiplier  5  par  7,  co^rae  o^\a 
';4|Q|ip(  il  diviser  5  par  f ,  jl  est  indiffiéi^ient  d'ajoii^  log  ^  â 
ilgif  ou  de  retrancher  log  f  de  log -5;  c'est  alors  cette  dernièite 
H^fation  quon  préfère»  On  voit  donC;  qu'il  faut  soustcaire  le 
"iH-dn  numérateur  de  celui  du  dénominateur,  mais  qu'on  doit 
^ImJkyv  00  log.  en  sens  inverse  ;  c'çst-i^ice  te  soustraire  i^il 
''Ut  l'a)oujte]r ,.. et  réciproquement*  On- donne  le  nom  i^ 


I 


laO  ARITSMÉTiQUE. 

Logarithmes  négatifs  k  cesTaleors  ',  on  les  tlistîngiréparïe  signe— 
qu'on  place  devant. 

'    Un  peu  d'attention  suffit  pour  éviter  les  errears.  Voîcî  divers 
exemples  propres  à  faciliter  l'intelligence  de  ces  calculs!  :  .  .  . 


a:  = 


42,aia  X  -}      log  5  =     0,6989700 

0,04      — !og3=     o,4'77iai3 

log  I  =—0,1218487 

Jog43,ft]a=£:       1,6354359 

i,4<>3587a 


iog  100  =     ayOoKKHm^ 
—  Iog  4  =     o,6oao6BQ 

.  Iog 0,04  =— i,3g 
1,40 

'     Iog  jr  s 


5 


5 


•9,lk>i597ft 
633, 18 


2°,  4?=  Y  ^'yoa  aie  Iog  5  de  Iog  7,  et 
on  prend  la  moitié.  Pour  trouver  le  nom- 
bre qui  répond  à  ce  résultat  qui  est  un 
logarithme  négatif,  on  le  retranche  de  i  » 
ce  qui  rend  le  nombre  10  fois  trop  grand; 
on  a  -f- 0^926^360^  qui  répond  à  8^5 1 54  *> 
donc  9  =s  0,845 1 54. 


Iog  7  =     o,845pg8b 

—  log5=     o^tBgBgjw 

log|s— .JT^pnS 

logx=— o,o7396j» 

coiiipl.  =      ô,gJi6]JKi 


3 
«A  ■         i/0,00027  - ,    . 

3°.  X  =  -^« — 7r — i  :  on  prend  le  tiers 

'     32,4' 


Iog  100000=3    5^oooqo|& 
Iog  37  =    i;43i3CT 
de  Iog  1 00000 — Iog 27,  etc.  On  retranche    iog  0,0002-  =— 3,56Ç63fo 

Iog*  de  3,  ce  qui  rend  le  nombre  1000  fois  le  tiers  =—1,189545!  " 

trop  grand;  il  vient  +  0,2997756,  qui      'og3a,4i  =— i,5u 
répond  à  1,9942  :  donc  :i:= 0,0019942. 

11.  Il  est  préférable  d'employer  les 
logarithmes  dont  la  caractéristique  seule 
est  négative.  Ainsi ,  dans  le  deuxième 
calcul  Iog  j  ==  Iog  5  —  Iog  7  ;  on  rendra 
la  soustraction  possible,  en  ajoutant  i  à 
la  caractéristique  de  Iog  5:  mais  il  faudra 
ôter  de  la  différence  cette  unité  ajoutée, 
et  Ton  aura  Iog  f  =  —  i  +  0,8538720 ,  qu'on  écrit  1,85387^0.' 
La  caractéristique  est  alors  seule  négative  ^  et  il  faudra,  conuBB  . 


logjr=— 2,' 
conipl.  =     0,299773 

■■  ^ 

I -h  Ing  5=  1,6989700  P 
iog  7  =  0,8450980  t. 

Iog  ^  =  7^85383»  ' 
ou  — 2+1, 8538791  r 
Iog  a:  =  7,9269*!: 

I  . 


ci-déssus^  y  avoir  égard  dans  les  calculs  subséquens.  Ici,  oùPoK 
doit  prendre  la  moitié,  pour  éviter  les  fractions  à  la  caradÉ* 


1 

\ 


ristique,  oa  y  ajoute  i ,  et  elle  dcrient — 2,  et  aussi  i  au  chîffii',, 
8  de*  dixièmes,  qui  devient  18  :  ces  deux  additions  de  Pànili  ; 
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positÎTe  et  négatiye  n'altèrent  pas  le  Ic^arithmé;  la  moitié  est 
comme  cî-dessas,  iogx  =  i, 9^269360.  ■    -       .     . 

Observez  donc,  lorsqu'il  faudra  diviser  nn  log  à  caractéris- 
tique négatiye,  d'y  ajouter  assez  d'unités  pour  qu'elle  devienne 
tmmnltiple'du diviseur  ,  et  d'ajouter  autant  d'unités  de  dixainés 
au  chiffre  suivant ,  qui  est  la  première  des  figures  décimales.  La 
première  et  la  troisième  opération  sont  exécutées  ici  d'après  ces 
priiidpes ,  et  l'on  peut  reconnaître  que  les  calculs  sont  détenus 
pin  iacîteis  et  plus  prompts. 

log 3.-=  0,4771^13  '  logo, 00037=     4»43i3638 

log 43,^13  =  1 ,6254359  Oo  ajoute  a  h  la  caract. 

—  log  5  =  0,6989700  pour  prendre  le  tietv =     3,8104546 

— Iogo,o4=»â,6oan6oo  —  log  3a,  4i  =—1,5106790 

leg*  =  3,801537a  iog«=     3,3997756 

If.  On  peut,  au  lieu  de  soustraire  des  -  < 
loprithmes  (10),  ajouter  leurs  complé- 

lens  arithmétiques.  Dans  la  première  log  3  =  0,4771^13 

opfaatîon ,  pour  log  I ,  on  ajoute  au  log  3  C»  log  5  =  i ,  3o  1  o36o 

-  tboniptément  de  log 5.  L'avantage  qu'on  ^Pg4^»î»«^=  '.6.54359 

s     ..   .  f  "         ,         ,  j         C^ log 0,04=  1,3979400 

I  éirttire  est  à  peu  près  nul,  attendu  log a:=  3,8015373 

Z  fAnpent  faire,  d'un  seul  trait,  toutes 

ita'idditious  et  soustractions.  '■    ■  ' 

S*.  Lorsqu'on  veut  exécuter  un  calcul  par  log. ,  il  coniiènt^c 
nmplîBer  avant  tout  les  expressions  :  ainsi  lé  p^nitthr -exemple 
*iédmtlix=iX  3  X  422>i2=i,5  x4î»2,ia.- • 

m.  Pour  obtenir  les  log  des  entiers  comipris  entre  deux  nêili'- 
kei  quelconques  ,  tels  que  10  et  20,  il  faut  concevoir  qu*0tt-à 
Biiré  un  assez  grand  nombre  de  moyens  par  quotient,  peur 'que 
jum\  ces  moyens ,  très  peu  différons  les  uns  des  autres ,  il  y  en 
nt  qu'on  puisse  regarder  ,  par  approximation ,  comme  égank 
ik  n,  la^  i3....  ,  c'est-à-dire  que  ces  moyens  tiedoiveiit 
Merer  de  ii,  12,  i3....  que  dans  l'ordre  des  décimales  né- 
ifiefa. 

41  0 

'Duisune  progression  géométrique,  telle  que  2  iS  13*11  128:..., 
«Mthraisonest  4>ona  32  =  8  -|-  8.3,  128:3332  -f-  32.  3.. . . 
^i  l'excès  d'un  terme  sur  celui  qui  le  précède  est  le  produit 


4«  celiû*cî  multiplié  par  la  raîsoo  «^  i  :  rttQ  4^  ce»  AbO^m 
croit  aTec  le  rang  du  terme  »  l'autre  eet  constant  ;  oeft  <aioè| 
croit  donc  sans  cesse ,  et  il  y  a  moifis  d'entiers  oonspns  eqbre 
Aet  3a  y  qu'entre  3a  et  128. ..  »  Pour  obtenir  les  lo^*  de.qes  aih  ; 
tiers  intermédiaires ,  il  faudrait  y  insérer  des  i|iqj«ds  géofai*  ' 
triques  en  quantités  suffisantes.,  et  aussi  des  moyens  aritliiliétiT' 
ques  en  ^1  nombre  entre  les  deux  termes  correspondifam  ^  la 
progression  des  log.  La  différence  constante  de  cellçtci  sera  doue 
partagée  entre  un  plus  grand  nombre  de  tenues  k  messie. ^ 
l'entier  croîtra;  ce  qui  démontre  que  plus  un  nombre  est  grand, 
et  moins  son  logarithme  diffère  de  celui  qui  le  suit  dans  là  /o&A.  ^ 
A.QSSÎ  Toyons-nous  que  les  Ipg  de  i^  10,1 00. . . ,  étant  Oj  i^ft. . . . ,  ^ 
tes  neuf  nombres  de  i  à  10  se  pariaient  entre  eux^q^iqveiaé-  "^ 
gaiement ,  une  unité  entre  leurs  log.  ;  et  que  le?; 90  nomb^ei  de  10^^ 
à  1 00,  les  900  de  100  à  1 000. .  • .  se^artagent  aussi  une  ^i|le  unités  v 

La  différence  entre  les.  log.  ne  tarde  même  pas,.à^eyenjr  aM  ^ 
petite  pour  n'affecter  que  les  deux  ou  trois  dernières  décimijqi 
et  à  être  la  même  dans  unie  cçrte^ine  étendue  de  la  table*  1^  ^ 
exemple ,  en  se  bornant  à  sept  figures  seulement,  7.9 .est  Vf!^ 
de  tous  lès  log.  dès  nombres  ,  depuis  54700  jusqu'à  553oo  en- 
viron. La  différence  n'est  pourtant  pas  constante ,  et  si  l'on  ooDr 
servait  un  plus  grand  nombre  de  décimales ,  on  la  verrail  variiçr 
sans  cesse. 

Ainsi ,  quoiqu'il  soit  faux  de  dire  que  les  nomtbres  croissoff 
proporiionnellemeifbt  à  leurs  logarithmes  j  on  yoit  qu'on  peirt 
le  supposer  sans  erreur ,  du  moins  pour  de  grands  no]rribref,et 
^^s  une  petite  étendue.  Cela  poaé,  soit  demandé  le  log  im 
nçmhre  qui  excède  les  limites  des  tables  j  tel  que  5487343  f  p!lf 
temple,  dans  celles  de  Callet ,  qui  ne  vont  que  jusqn'à  108  mi% 
:£p  négligent  43^  On  cbercbele  log.  de  54873,  qu'on  t^o^ve  étsp  ' 
9393587,  et  qui  ne  diffère  de  cdùi  de  54874  que  df  79;  puisque" 
«ne  uuité  de  différence  entre*  les  noiQbres.  répond  à  79  dcdiffi*" 
rence  entre  les  log. ,  on  posera  cette  proportion  : 
,     Si  \   diff.  entre  les  nombres  j   domie  79  diff»  entre  les  hg*^ 
cçmbien  Oj^'àfdiff,  entre  les  nombres,  donnera-t-U  de  dijf,fïM^ 
les  logarithmes  ?  ou  i  :  79  X  0^3  I  *  =  34- 


.  .....  ^    ■ 

Ainsi  34  est  l'excès  du  log  de  54873^4^,  sur  celui  de  54^73 1  en 
ajoutant  34  à  ce  dernier  ^  on  a  7393622 ,  ^t  il  nfi  3'9gîiiplAs  1  pour 
^T^r  lè  log.  cher^lié ,  ^e  de  mettre  la  caractéristique  ^^  d'après 
U  place  que  la  TÎrgule  occupe  dans  le  nombre,  proposé  ;  wm 

làjè  ff4,*7343=i,7393B2i ,  log  0,5487343=7,7393621,  etc. 

■  H  est  inutile  de  remarquer  que  dans  notfe'pfoportîon  79  et  34 
ti(|llâént  lieu  de  0,0000^79  et  o.ooooo34*  If  ailleurs  les  tables  de 
Citlet  offrent  à  cbàque  différence  logaritiiniique  la  valeur  de 
ij-^3^  .■  i .  9  dixièmes  de  cette  différence ,  en  sorte  que  Iç  qua- 
tneniè'terraé  de  la  proportion  est  de  suite  calculé. 

IV.  Pour  trouver  le  nombre  qui  répond  à  1,7393621 ,  on  voit 
f afceri' 4^^  ^  kgarttbme,  labstructien  de  la'caractériBtiqtie, 
tombe  entre  les  nombres  5487300  et  5487400  ,  et  que  la  diffé- 
ft^-^^nlxi^  le  log  pi^opo^  et  celfû  de  54873^0  «st  34  ;  ainsi  on 
%aiaiproppr!tiop  suivante,  .79:1.::  34  Us8|^  y  innerac  4e  cello 
f^^.^eat  d!0iujp1oy#r  :  on  trouve  «  =0:0^4^  >  éaiA  ie  lf% 
|f«Hi9f»i  e^t  œhii  d  u  nombre  0,5487343. 
.  yoiei<UA^règles'qoi:>j(>tntes  ou  les  log  flimplifiàit  4e  calbuL 

I.  La  loise  ou  pied  anglais  vaut  0,938293  loise  ou  pied  firêtt* 
{au,  en  trouver  la  valeur  en  mètre? 

I  toise  angl.    ==  OygBôsgS  fraoç \o%  =  i  ,9733383 

1  tûSsfeCraBÇ.  =s  T,9J9  mètire ......j..,.     log  =;  0,9898199 

srmètr^  =  i  toise  aoel ..  ,..     , 

au=:|F8îx8766=r  i  toise  angl.  ..  .^....,.tii«^'-«'*    W  ==  o,963i58a 
Oa tisàve  de  même  i  pied  angl.  =  o"3o4794 ^«9  =  ff,484oi34 

i.         -  '  .».■■■ 

II.  Un  centimètre  cube  d'eau  pèse  un  gramme  ;  combien  4e 
I  Bfves  pèse  un  pied  cube  d'eau? 


»      ^ 


39,17386  pieds  cnb.  =  1000  dec.  cubes  log  =  —  '»  4^499^ 

I  deam.  cube  =  1000  cent,  cubes log  =  +  3, 0000000 

I  centim.  cube  ==        i  gramm.  p.  69. 

1000  grammes  =        a*,  04^88 log  =r -^  o,  3103421 

X  firres  =        i  pied  cube» 

19,17386  XX  ==          1000  X    3,04388  ]ogjrr=: -f.  1,8452483 

X  r=        ^jO'^,01^1  =  poids  d'un  pied  cube  d*eao  pure. 
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III.  Dans  un  pa  js  oh  la  longueur  du  pied  est  de  i3^ouces  de 
Paris  9  et  o&  la  perche  vaut  20  pieds ,  oh  demande  combien  cette 
perche  raut  de  centiareis ,  et  combien  l'arpent  de  ce  pays  tant 
d'ares  ? 

I  are  /=  36,3245  toûefc  car.  169 SyS978867 

I  =  36  pieds  carres  4^^ 3,6020600 

I  r=  la  X  13  pouces  carrés  36,3345 —  194^^'^^^ 

i3xi3  =    I  pi«(l  carre'  36 ••  —  iy5563oa5 

30X30  ^=s    I  perche  carrée  r44 — 3,1583695 

I  =    X  ares. 

i3*.3o*  =  36,3345  X  36  X  13*. X  X Î>69499i7 

169.400  s=s  36,3345  X  36  X  i^.x  X  =  o,4954<^ 

Ainsi  la  perche  yaut  49>54  centiares;  l'arpent  49i  ^4 


lY.  Pour  montrer  comment  on  a  pu  calculer  les  nombres 
qui  composent  le  tableau  suivant ,  nous  choisirons  cet  exemple. 
£n  partant  de  la  longueur  du  mètr^  légal j  qui  est  de  44^"<^ 
de  la  toise  du  Pérou ,  et  sachant  que  Tancien  boisseau  était  iiiit 
capacité  de  655^  78  pouces  cubes,  on  demande  combieti  le  bois- 
seau vaut  de  décalitres*  '• 


X  décaJ.  =  I  boisseau  100 a, 

I  =  655, 78  pouces  eu.  1 728 3, 3375437 

I  =  1738  lignes  cubes  655,78 3,8167583 

(443,396)3=  I  mètre  cube  (443,396)3 —  7.94oo3!4 

*  ■    I  =  1000  décim.  cubes  x ! . . .' 0,1  i433o5 

I  =:  litre  jc  t=  i,3oo83 

10  —  1  décalitre  1  boisseau  vaut  i , 3oo83  décal» 

(443, 396)*.  a:  =  100.1738.655,78 
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Un  mètre  =o,5i 3074074  toise  =:  a log  a  =  1,71018007 

Vu  métré  ==3pi.opo.  II li.,ag6=:3 pi.  ,078444=^*  1<>6  ^  =  Oy48833i33 

Une  toise  =  i  ,949o363.  mètre  ■  ss  ç log  c  c=  o,  aSgSiggS 

Unpied    =0,3^48394  mètre    ad log  d  =  î,5i  166868 

Dn  ponce  =:  3, 706995  centimètres log  =  o,  4334^74^ 

Une  aune  =  43  po.  10  lig.  ,5  =  i ,  187694  mètre log  =  0,0747045 

M  mètres  valent  (a  x  M)  toises  ou  (b  x  M)  pieds. 

T  toises    valent  (c  x  T)  mèires,  P  pieds  valent  (^x  JP]  mètres. 

Ud  are  =s  a6,3a4^  toîses  carrées log  =  i  ,4^^0^6014 

Ub  arpent  de  900  t.  car.  (100  perches  de  18  pi.)=349 18867  ares. 

Da  hectare      =  3,934944  "n*^"" log  =:  o,4^t763' 

Une  toise  carr.oa  3,798743  mètres  canes. log  =  0,57963986 

Ua  pîetl  carr.  =  10, 553  décimètres  carrés,  1  po.  carr.=:  7,33783  cent.  carr. 

Ua  stère         =0,1 35o64  toise  cube = 39, 1 7386  pieds  cubes. 

Vn  stère         =  o,53i  voie  =  o,  361  corde  j  i  voie  =  i  ,930  stère. 

Uae  toise  eu.  =  7 ,403887  mètres  cubes ^ . . .       log  =  o,  86945979 

Ua  litre        =  i  ,33oo  litron log  =  0,0899051 

=  (5o,4i^  pou.  cu,^  =  1,07376. pinte..       log  «=■  o,o3o903o 
Ua  Ktron      =  o,8i3o3  IttièY'âiie  pin4^=:  è\93V3  litre. 
Uaboissean  =  i  ,3oo8  décalit.  j  1  hectol.  =  7,6875  boiss. 

lJiie]iwe  =  49S95o61^ectogr<=:& * .^..  ...log.ft.t?:  <fyGI^5^%B 

Uakilogram.  =  3,0438765  livres  =:^ log^  /  ==  o,3iQa4aiai  . 

L  livres  valent  (hxL)  hectogr.  K  kilogr.  valent  {IxK)  livres.         , 

<     »  "  I     '  ». 

I 

8ofiaacs=8i  livres  tonmois.  Pour  traduire  des.  francs  en  livres,; a)OB|^ 
k'Soc  (ou  le  8«  du  loe,  c'est-à-dire  un  liard  par  franc).  Pour  changer  des  livres 
en  francs,  6tez  le  8i«,  on  le  9*  du  9«. 

D'après  les  rédactions  des  anciennes  monnaies,*  5  pièces  de  6  livres 'valent 
igfr.;  J^dei  Hvres  valent  it  fr. ;  le loois  vaut  33  fr*  55 ,  et  le'donble  louis 


^mètres  =  39  toîses. 
X9Mèties=  16  aunes. 
4oi)ectar.  =  117  arpens 
Salières  =  5  toi. eu. 
iSKtres  =:  i61itrons 
70  kilogr.  =  14)  livres. 


Bapport»  ^proches. 

i3  dëcimètr.  =     4  pî^'-  t^i  ccntimètr.  b=  3 1  pieds. 
3  dëçimètr.  ns  1 1  ponces  97  millimètres  =  4^  lignes 


19  met.  car.  ==     5  t.  carr. 
5décim.cu.:z:  353  po.  eu. 
i3  décali  très  =3   10  boiss. 
1 1  hectogr.  =  36  onces. 


31  dedin.  car.  sa  3  pi.  qar, 

33  centim.  car.=  Spo.car. 

37  litres  =r  39  pintes. 

8  décigram.    s=  i5  graifaa. 


4^m]f;^E^amètrei  val«nt9  lieoM^  a5  aadj^gréj, tfff.de  m83  fosses  i,,. , 

K  a 
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L    CALCULS   ALGÉBRIQUES. 


Notions  généralesm 


»*  ■ .  ■ &i 


Il     ^^i-  ■«  M    I 


ga.  fisr  Arkhttiétique  on  a  pour  but  de  combiner  entre  etti  ée$ 
ndttdires ,  selon  de  certaines  rëglçs  :  en  Algèbi^  y  ce  n'est  pas.  ait 
résultat  numérique  qu'on  Teut  obtenir ,  mais  on  cherche  la  ma* 
nîère  doht  chaque  nombre  entre  dans  le  calcul.  La  solatfon  dç 
tous  les  problèmes  de  même  nature ,  qui  ont  seulement  ifi%,  don- 
nées diQiârentes ,  exige  des  calculs  semblables  pratiqués  4iir  ces 
données.  Par  exemple ,  l'intérêt  d'un  capital  se  trouve  e|i  vùiif^ 
tipliant  ce  capital  par  le  temps  écoulé  et  par  le  i  oo*  de  Pintérlt 
que  rapportent  loo  francs  dans  l'unité  de  temps  (n°  i5o).  L'AI- 
gëbre  s'occupe  de  la  recherche  des  calculs  à  faire  dans  chaque 
problèjmc;  et  pour  y  parrenir^  on  y  représente  les  données  ppr 
des  lettres  a,  b,€.. ,. ,  propres  à  désigner  tous  ks  nombvov^ 
afin  de  reconnaître  dans  le  résultat,  &  travers  totrtes  1èr  Îe^  ': 
da(:t;iotis  et  les  mpdifîcations  ^  la  manijbre  dont  chacune  Vy  'i 

Cherchons  9  par  exemple  >  le  nombre  dont  le  triple  est  égal  , 
à  loo^y  fîhis  )a  moijié'de' ce- nombre;  tioixsrabcmtiek'ômiainsi: 


CALCULS    àLQÉMlQaES.  Oi^ 

3  foie  i^inconnue  égale  loo  phêè  la  mùiêêé 

Igl^inemnue.  i 3jp';^too<^| » 

Ittraâclfant  •àt  part  et  d'atatrein  moitié  de         - 
^inconnue ,  on  a 

^fiis  V inconnue  moins  9à  moitié  égale  iw^,  '^x^^^x  iss  Voo 
M \fiiê  Vinconnnè  égaie  t oo  ■.  %  • .  ^  ........ .   |  xrs  lôo        .  " 

EÎifitt  (5)  ^diyisàiit  des  deiîx  tdté«  par  f , 

Vvnconnue  égale  \  de  loo  ou  ^^<ii^  4^. . . .       *==^f  lOO ^4^ 

b'algâbrfste  r«pt«é9ente  Pinconnae  par  x,  et  à  faîde  ittes  sigiies  ^ 

èl|priiiieleâ  paûrtîes  de  ce  râ^sonheilieiit ,  comme  oii'  1er  toit  ks^ 

contre.  Et  s'il  met  a  an  Keu  da  noidbre  loo  ,  il  aftra  ^' 

%x^=-a-\r\x i  3x — ^x=a,oa|jp:=a^^=|a. 

Aitori  ^  1-ifièb^ttbfe  dôrH^le  tr^le  est  égal  \  salÀoHtéV^fùs  une 
quantité  donnée^  est  les  \  de  cette  quantité  ^  quelle  qu'elle  soit 

^'oy.p.  143).  '  r* 

La  inanfëtè  de  démontrer  les  théorèmes  peut  etic^ôi^è  dlfféVàié 
Ifeaucotijp  en  Algëbre  et  en  AritfamëKqoe.  Teut-dù  ^"thii^é^  tâfé 
l^positron?  Qn  pt^endra  en  AHthinétic[Ue  un  ekeïtfplë  itttimé'^ 
tiqôéi^élcoiiqiiéy'ètdn  procédera  de'maniëré  à  conctiirellârpf'é^ 
iNwitiony  non^seulement  pour  l'exemple  individuel  feiÀ*  l^qiiel 
on  a  opéré,  ms^is  encore  pour  tout  autre.  On  fera  donc  un  rai" 
wmnement^néral  sur  un  sxen^le  pariiculier.  En  Algèbre  ^  au 
contraire,  On  prendra  un  exemple  formé  de  symboles  assez  gé- 
ûAAàtKpMur  raprétfenter  teu$  tes  inoinbre»;^  on  pourra  rakoa- 
^ssitSSsiùm  manière  «f.Ht  soit  .pkri4cul«(re  f,  (St  «ottyemt  Ifis  èonabi^ 
Piiathi.tiont  porenaiient  mécaniques.  C'est  pe  que  4a  si»ke  èx-r 
|iiq«BK»8aittnjL(n°  1.06)..   .      ; 

(93*  XScâiTeiiôns  donc  de  repri^hter  les  quantités  connues  par 
InJettresOy  &>  c«..|ce.sontles  nombres  donnés  qui  servent  de 
htieaax  raisonnemens,  et  de  la  grandeur  desquels  nous  you^ 


w  4a,  en  ôtant  le  signe  de  la  ^dultiplication  qui  deyient<iiHittil^  ^ 


t    «    •  •  • 


1«$  ...  :.^.AW*WK* 

Le  ^Ulre  4  se  nonuM.  jCkn^jfifiiêniiC)'  SiU  nomlm  <i  .doit  Hi 
çépété.sii  1^9  7.,.4,».foi4^<m  écrira.  sa,,5a9.7a...*  ^^s»  {)le  mémB,^ 
désigne  par  a\tfif^^i.éil^.qwtamt.:h  ^9  7"»-  »  foiaiMi|e|ir,pi 
Toir,  oa^oofloa,  etc.  ,.  »   •  ..  .•  .  i 

;.t)QnjBemiiie^.jPir7T«#,f<iote  ^piai^titéiéparàe  4'iuiemtref«rjfl 
signes  céPtt^rr  iK i.wjw  a  ^^  tcpnmes,  tdssoot  a+b,  4e->-^ 
le/rînoiiMtroisy  tek<|iM:â^-fi&'r-^9aflf*^4ai-^^ifi} fejMJf 
flfinêfffipnjL  pliuieiirS(ter]ai|^ ,      .  >.  •  ;,     .       ,      .^ 

..'^triiiapia.iar^i^'*— c  désigne  qn'ignrte  avoir  àtkibihf^i 
£l9d|RafiMpi^Tetf:aBcher  <î.  d 

a^^b — freftirisibleineni^li  (jP;r^  ai&id^«iAaMi;,..i.«.!Mi« 
a-^  6 -— 3& -^  2&  SS3  a -— 6&. 

^...jDfi  laR^uction,  t Addition  et  laSomtt:0ctàffu 

,        f  11  •         •    . 

i  '  V.  ^  :j*.'J  ^.'  •Il  ■  #•...■•■     ..     .  .  ,     ■, .  /|J 

94-  On  appelle  RéduotUn  Tûpération  algébrique ^Ditend./f 
l^9]^pjl«/(î^r%te.nnfifi  «ILimjevl;  mais  il  ihul jjôor JQB^  qi 
^  ii^l^.^  jiijSef^t  qoe  par  lef  coeQciens  »  /et  jqi|'iU  aoient  te- 
naiéji  dip  it}f,çn\(es]to|yeai  ^ffieet^t»  diigi  yfopçs,  exposaxy ,  3<|ï— fa^ér-J, 
3<^.-râaj|  Ç^i^  H-:  a.a'fi'— 3**,  iQfttdes  quantitiés  iirédaeUÛeii 
O^  Veri:^ jiiféipc^t  qpe  ... 

!«♦:         '.ait. 4*    35'   -f»    a    —    c    .-f*'  3à  »:=     .3a-.  •—.•«, . 

35  -f-  ioc  — T    55    —  3ac  -f-  flc   •  -Hf-    <i     =      <l      —    25. 

••»•••■'-'-         ■   t  '•'■': ."      1 

En'génénd  ^ûmne  prend  Sabord  que  deux  termes  dembktbles, 
eé'Ia  réduèHan  ne  frappe  que  sur  leurs  coeffjciens^  tf  est-à-Sn 
qiion  ajoute  ces  coeffieiehs  -lorsque  leurs  signe»  «onii  les  mêmis-f 
etqU^on  les  retranche  s^il  sontdifferens*)'  on  donne  enswis\tÊi 
résultat  le  sùme  commun  dans  le  premier  cas,  et  le  hiérne  du  pbf 

■■-.-■  P       ri       .11  t.    ,0      •..,.;  .j   -  .IL  ..*»:.     .^     .'^ 

,  f 

II*  ' .  ■  «        I*  ».  l'i 

— r ■  -  —  ■  ■  ■*■         ■         ■-  ■    1  ■■       •  -    r ■  -^    -  .1 .    ■        ■     .  .. — ..^mr 

(*)  On  doit  bien  se  garder  de  oonfondrje  les  esposans  avec  les  cœflkienf  • 
a4,  par  eseni|»le,  avec  qa  :  les  exposans  indigent  la  mnltiplication  tcitaé^ 
d^nne  i^nanritë  pitr  elliii-métfe  ;  iTeà  àiéSÊdeni  ^oiàrqaétitTitddiâU^f 
a^xat^.a»a.ei  4^£s4*f-AHf*<>R-â  ^■si  ^i» lUjftCiÉuttf Ir-noifare  S ,  .-a< aséK^t 
ctfaoRao^fi   ,,  .  ;  t>i;>rfiii  Ih  »:  "iiWvii*;  wl^i»  •.>:;;-.<  ;»!  j  •;.  .t#  ;  ;i  ,v.\ 


/ 


l3o  ALGÈBRE* 

oa  a  /^.5,ab.(;d  ou  20.  abcd.  S'il  y  a  de»  âfiposèAff^  ecMUDf 
a*X  A^  eu  revenant  aux  principes ,  <m  tvoirfe  oit  X^uritiAt 
aaaiwi(=;?(a^  de.  sorte?  qu'on  a  ajouté  Ie9  etposafns  s  et  ^:  de 
même  8a^b^  ><h^al^b  =:3ad^M«  En  général  »  pour  imdUfliêtiH 
moTn^m^f  on  multipliera  leurs  coefftciêns^  on  ajouttr^  Av'«f- 
po9ff9f»  quif  affèaiàfhf'  les  même»  lettres;  enfin  j  on^  écrita  è  b 
sidteies.vnes  des  attires  les  lettres  différentes.  On  aiiriBuefesi' 
posant  I  aux  lettres  qui  n^en  ont  pas,  '  ""  *    ' 

Muttiplioas  maintenanl?  a-f*^  par  c*f-<fice 

«  t  5      qu'on  indique  par  (a+b)  X  (^  +  rf).  »  ërt  **• 

àc  -^  bc     dent  que  pour  répéter  a  -f-  h  autant  de  fbîs  qu'il J' 

^  ad  ^  W    a  d'tfnités  dians  o+d-,  il  faut  prendre  a+b,  c M'y 

puis  d  fois^  et  ajouter.  Mais  pour  prendre  c  Ibii 

a  +  b  y  U,  faut  mulj^plîer  séparément  a  et  fr  par  c ,  de  softe 

qjae   (a  + W  X  c=ao;-|pic,  {a^b)  X  d^ad-^bd»,  ûe\ffi 

donne,  le  produit  aO'^bo'^'ad  j-r  bd. 

Multiplions  orr'b  par  c.  Eh  premnit  le  produit 
ac  de  a  par  c ,  on  est  supposé  avoir  ajouté  c  fois  a; 
ac  —  bc  mais  il  fallait  multiplier,  non  pas  a ,  mais  a^h 
par  c;  chaque  fois  qu'on  a  ajouté  a,  on  a  {Irb  une 
quantité  trop  grande  de  b  unités,  de  sorte  que  le  produit o^? 
doit  èli'e  diminué  de  fr.pris  autant  de  fois  qu'on  a  répétée, 
ou  c  fois.  Ot^Qâ  donc  bc  de  ac  ,  et  nous  aurons  (a— v-fr)  X^ 
=^ac  —  bc. 

Pour  multiplier  a — b  par  c  —  d,  on  faitdV 

^cZL  d      ^^^  ^®  calcul  précédent;  mais  au  lieu  de  répéter 

ac  —  bc     CL  —  b  y  c  fois  ,  il  ne  fallait  prendre  a  —  i  qjW 

-—ad  -h  bd     ^c-~-d)  fois  :  on  a  donc  pris  d  fois  de  trop  (a— î)'»; 

ainsi,  du  produit  précédent  ac — bc,  il  faut  rer^ 

trancher  celui  de  a — b  par  d ,  ou  ad — bd,  ce  qui  donne  (n®  m 

(a-r— 6)  X  (c — d)=sac  —  bc  —  ad+bd. 

La  multiplication  de  tout  polynôme  peut  toujours  être  ra- 
menée à  ce  dernier  ca«,  en  repréi$éntant  par  a  et  c  les  somoM» 
des  termes  positifs  de  chaque  facteur ,  et  par  i  et  û?  celle  ij/ff^ 
négatifs  \  on  retombe  ensuite  sur  le  premier  cas,  quand  il  s[*a||^ 
d'assîgâer  les  valeurs  de  ac,  dé  bc.,„  En  observant  ce  qui  tî^ 


a 
c 


MULTIPUCàTION .  1 5  ï 

idérelo^^pé^  on  Toît  que  chaque  teirmé  d,u  multiplicande 
ifMnmllîplié  séparânent  par  chacun  de  ceux  du  nmltiplica- 
:  en  outre  ^  quand  les  deux  facteurs  partiels  monômes  ont 
fbss^nes  differens  y  leur  produit  a  reçu  le  signe  — - ,  tandis 
Ifndaiis  le  cas  contraire  on  a  mis  le  signe  -f- 
CoDcIluons  de  1&  que  le  produit  de  deux  polynômes  se  trouve 
inuddpliant  chaque  terme  de  l'un  par  tous  ceux  de  foutre  , 
ieffh  larègle  donnée  pour  les  monômes^  puis  on  prend  chaque 
/niuit  partiel  négativement  lorsque  ses  facteurs  ont  des  signes 
eÊKimires  j  et  positwement  lorsqu'ils  sont  de  même  signe  (tons 
Ime  -4^  on  tons  deux  — )  (^).  On  doit  affecter  du  sigiie  4^  l^f 
IMnertearme,-  lorsqu'il  n'en  porte  aucun ,  comme  n*  g5. 

97*  Yoici  quelques  exemples  de  la  multiplication  des  poly* 

a-4-3c— rf  :ka      •+>    be      —  2b* 

2a    -^    d  %a      -^    be      •+'  a&» 


2a*  -f*  ^^^  —  3^^  4^*    *^  2abc    —  4^6* 

—    flrf—  3cd  -h    d*  —  2abc  —    ft«c*  -Jh  2b^c 

2a*  -h  6ac  —  3tfd         -h  jab»  -^  afe>c    ^  4^4 

^  3o€i  -h  d*  4^*    —    i,%c»   -4-  ib^o  —  4^4 

a    -fo    6  a^    -4-  2ab  -h    b*  a    -h  b 

a    -h    b  a      --h    b  a    —  b. 

a*  -h    ab  a^    -h  aa»M-  ^b*  a*  -f»  aà 

■f  a5  -J-    *•  4-  a*b  -f-  aa6*+  i^»  ^  a^  _  1% 


a»  -f.  aaM-6*  a'   +  3a»b^  3a6«HM>>  tf*'  —  M 


(^  On  a  coQtnme  de  dire  que  la  multiplication  comporte  qaatre  règles,  ponr 
s  eoeflbnent ,  les  lettres ,  les  exposans  et  les  signes..  Les  premières  ont  été 
ioBoëes  pour  les  monômes  ;  la  quatrième  sVnonce  ainsi 

4.xH-=»H-,  -J-x —  =  — X -#-=—,  — X— =±-fw 
laonble  alors  étrange  anx  oreilles  pen  faites  an  langage  algébrique  dVntendre 
■BqM"— X —  doane  +;  Tespèce  de  doute  qa'on  éprouve  tient  an  TÎoe  du 
Uf^^ij  car  il  est  absurde  de  prétendre  multiplier  un  signe  par  un  antre:  il 
e  fint  pas  attacher  un  sens  rigoureux  aux  expressions  dont  on  se  sert,  qui  ne 
miflbteores  que  parce  qu*on  sacrifie  la  correction  de  l'énoncé  an  besoin  de 
ûnéger  ponr  en  faciliter  Papplication.  Ce  n'est  donc  pat  —  qii\>n  multiplie 
•-»>pM  même  — fr  par  — ^,  mai*  bien  a^-^b  par  0-«  J;  et  la-  logicpie  la 
tmeunÊe  eondnit  au  théorème  que  nous  avoui  donné*  En  nn  mot,  'on  ne 
^kfte  iqppeler  le  principe  dont  il  s'agit  y  la  Mègie  des  signes ,  inaiv  biea  Im 
^U  dm  ia  multiplication  des  polynômes. 
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Ces  exlbmples  nous  fournissent  des  remarques  intéres^ntesT 
1®.  Le  carré  de  (a  +  b)  est  a*  +  2  a&  +  ^*-  {Poyez  n®  61.) 
a«.  Le  cube  est  o^  +  3a*ô  +  3ai»  +  i^  (j^oy^x  n«  67.) 
3®.  De  (a  +  ^)  (a  —  ô)  =  a*  —  è* ,  on  conclut  que  la  sommêdê 
deux  quantités  multipliée  par  leur  différence^  donne  pour  pi»* 
duit  la  différence  de  leurs  carrés;  (7  +  5)  X  (7  —  5)  =  7*— 5*1 

ou  iaX2  =  49"~  25  =  24* 

Coupons  a  en  deux  parties  quelconques  ;  si  ^[a  -—  x  désipi. 

l'une,  l'autre  estî^-J-*.»  c*  le  produit  est^  a*  —  a^\  cette 

quantité  est  ^  ^  a*,  tant  que  x  n'est  pas  nul.  Donc,  si  l^onfaàê 

croître  depuis  zéro  Vune  des  parties  d'un  nombre  a,  Vautre di'^ 

minue  jsk  le  produit  augmente  ;  mais  dès  que  la  première  parié 

devient^  a,  le  produit  est  le  carré  de  cette  moitié,  et  atteint  m 

plus  grande  valeur  j  en  sorte  qu'il  décroît  lorsque  la  premiers 

partie  continue  de  croître» 

Ces  théorèmes  servent  surtout  à  abréger  les  calculs  :  ainsi> 
dans  le  second  exemple  du  n®  97 ,  on  reconnaît  aisément  qu'on 
clierche  le  produit  de  2a  +  {^c  —  26*  )  par  2a  —  (ic  —  2^)  : 
ainsi  on  doit  trouver  la  différence  des  carrés  de  2a  et 
(6c— 2ft*),  ou  4»* — {bc — 2i*)':  orla  première  de  nos  règles  donne 
(i^c— 2è')*=:^^c»— 463c+4W  ;  le  produit  cherché  est  donc 
4^^^— 6V+4ô'^c— 4^»*. 

4**.  Il  est  facile  d^obtenir  la  forme  du  produit  de  m  facteurs 

binômes  {x-\-  m)  {x  +  b)  (a:  rf-  c) ;  en  effet,  pour  deux  ou 

trois  facteurs ,  on  obtient  le  produit 


+  6  X 


+  b  x^"^  ac  X 
+  c   x^+  bc  X 


Or ,  il  suit  du  procédé  même  de  la  multiplication  ,  que, 
i®.  Les  divers  termes  du  produit  ne  peuvent  éprouver  de  ré- 
duction entre  eux;  en  sorte  que  les  lettres  a^  bjC\,.,  n  ont  ni 
coefficiens  numériques  j  ni  exposans, 

.2?m  Le  premier  termq  est  le  produit  de  tous  les  premiers  termes, 
et  le  dernier  est  le  produit  de  tou^  les  seconds  termes  des' fac- 
teurs :  entre  ces  extrêmçs ,  les  exposans  de  x  vont  en  décroissaut 
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d'une  unité  de  terme  en  terme^  et  le  produit  a ,  en  général  ^  la 
îonae 

x"  +  Ax^'  +  ^x"»—  4.  Cx^^-K . . .  +  àbcd.. .. 

3°.  Tous  les  termes  doivent  être  composés  du  même  nombre  m 
de  facteurs  ,  en  sorte  que  le  coefficient  A  de  x"""'  ne  doit  pas 
contenir  les  lettres  a^b^c. , ,  multipliées  entre  elles;  que  celai 
B  de  *™~*  doit  être  formé  de  produits  2  à  2'  de  ces  letti^, 
oviabjOCj  &c.. .  •  . 

4^  Si  la  lettre  a  e^tre  d'une  manière  quelconque  dans  l'un 
descœffîciens  A,  B,. , ,,  toutes  les  autres  lettres  b^c, , .  doivent 
7  entrer  de  la  même  manière^  puisque  Te  produit  ne  doit  pas 
dttDger  en  mettant  a  pour  &  et  &  pour  a^  etc.  ;  donô  (v,  n^  4^0) 

A  est  la  somme  de  tous  les  seconds  term^es  des  binômes  ; 

B  est  celle  de  tous  leurs  produits  differens  2  à  2  ; 

C  celle  de  leurs  produits  differens  Zà^j  eto^  \ 

Le  dernier  terme  e&t  .le  produit  de  tous  l^  seconds  termesi 

\0n  ne  doit  pas  n^liger  les  simplifications  lorsqu'elles  sont 
fOKÎUes.  Ainsi ^  pour  (4^6  —  2ac)  {6ab  -^  Soc) ,  on  voit  que 
le  premier  facteur  équivaut  à  2a  (26  — -  c  ),  etle  second  à 
3a(2i— c)  ;  le  produit^st  donc6a*(2i-^c)*  ou  6a*  (4^*— *'4*^+^'*)' 
U  y  a  quelquefois,  de.  l'avantage  à  décomposer  les  produits 
en  facteurs  (la  division  nous  apprendra  bientôt  à  &ire  ces  sortes 
de  décompositions)  :  ainsi;  pom'  3^^e  +  3^z^  +PJ'  +/?a .,  on 
ieeonnait  que  les  deux  premiers  termes  équivalent  à  3yg,  (y+z), 
elles  deux  autres  kp  (>'+«);  donc  on  a  (^j^«+jd!)  X  (j'^+«)* 

De  la  Dimion. 

98.  So)t  a  le  dividende  ;  m  le  diviseur ,  q  le  quotient  et  r  le 
reste ^ r étant ^m^  toute  division  donne l'équ.  (n^  16) 

a  =  mq  +  n 

.  Four  diviser  un  monôme  par  un  autre  ,  comme  on  peut ,  sans 
ehanger  le  quotient ,  diviser  par  un  même  nombre  le  dividende 
It  le  diviseur  (n^*  i5  et  i3),  on  supprimera  les  lettres  communes 
À  eu  deux  termes^  on  soustraira  les  exposans  qui  affectent  les 
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mémêa  ItUrês^  enfin  on  divisera  Uê  coeffiùÊêuê  ênitÊ  eux,  Oi 
Toit  d'ailleurs  que  cette  règle  est  TinTerse  de  celle  de  la  waiSOf 
plication  (n^  96). 

ik^  dîspajpait  tlans  le  troisième  exemple^  parce  que  les  deux  ternes 
oât  S^pour  fiictisur  ik>mmuii. 

Zabc \      ^ou?d^  ai?e^ 

Zabi  ~  '^   8b(Pe    ~  3?' 

on  ne  peut  pousser  le  calcul  plus  loin,  et  il  restera  à  diyiser 
ae^e*  par  2&fl^^  quand  on  connaîtra  les  Talemrs  numériqoe» 
ue  a j  b ^Cj  û?> ^. 

Soit  proposé  de  diviser 

2oaè^  +  4a»  —  25ç;'b^  —  46«  par  aè^  ^  jui^  ~  5a**. 

Le  quotient  y  multiplié  par  le  diviseur,  devra  reproSnire 
le  dividende  :  si  l'on  coonaiissait  un  terme  dn  -pMièût 
'%ùai^+/]afi — .«  .qui  résuhât  safia  réduçt^n  de  la  mu1tî|d[ic«li0a 
d'un  terme  donné  du  diviseur  par  un  terme  du  quotient ,  une 
simple  division  dominerait  celuir-ci.  Or ,  on  sait  que  les  termes 
o&  une  lettre  quelconque ,  telle  que  aj  a  le  plus  haut  exposant 
^ans  les 'deux  facteurs,  donnent  au  produit  un  terme  qui  ne  se 
réduit  avec  aucun  autre, puisque  cette  même  lettre  a  j  porte  ^fSr 
lement  le  plus  haut  exposant.  Les  termes  4^»  d'une  part ,  et  21/ 
de  l'autre,  étant  dans  ce  cas,  4^^  est  le  produit  exact  du  terme  oitf 
par  le  terme  du  quotient  où  a  est  a£Pecté  du  plus  haut  exposant; 

ainsi  ce  terme  est  -^  ou  aa^.  Si  l'on  multiplie  tout  le  diviseur 

par  aa*"* ,  et  qu'on  retranche  du  dividende ,  le  reste  sera  le  pro- 
duit du  divi.seur  parles  autres  parties  du  quotient.  On  est  donc 
conduit  à  diviser  ce  reste  par  le  diviseur ,  afin  d'ohtenir  ces 
parties ,  ce  qui  exige  qu'on  reproduise  le  même  raisonnement; 
et  qu'on  divise  encore  par  ao^  le  terme  du  reste  oii  la  lettre  a 
porte  le  plus  haut  exposant. 
Pour  éviter  l'anbarras  de  démêler  parmi  les  termes  du  divi* 
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lende^  celai  oh  apparie  le  plus  haut  exposant^  iE^insi  que  datns 
es  restes  sucœssifi  >  il  eajt  convenidile  ii  ordonner  le  dividende 
ît  le  ^iTÎseur;  c^est-^-dii^  de.plafâer ,  comme  on  le  voit  ici,  au 
premier  rang,  le  terme  ou  <z  porte  le  plus  haut  exposant;  au 
leoond  rang,  le  terme  où  a  a  l'exposant  immédiatement  moîfeidre^ 
«k  ainsi  de  suite. 

i"  reste...     KM^b* — i&a*b^ —  4^3^î  +  aoa^' — 4^® 
— ioa4d«4"a5a«^< — loah^ 

2«  reste. —  Ika^b^  -h  ioa6' — ^4^* 

-4-  4a»A»  —  ioflê^+45« 
3«  reste o 

On  voit  qu'après  atoîr  divisé  fyà^  par  ^af,  on  a  multiplié  tout 
le  diviseur  par  le  quotient  partiel  2a^,  et  retranché  le  produit  du 
diyidende,  ce  qui  a  donné  un  premier  reste.  On  a  divisé  de  nou- 
veau par  ao^  le  terme  loa^b^f  oix  là  lettre  a  porte  dans  le  reste  » 
kplos  fort  exposant,  ce  qui  donné  +5a&*  pour  second  terme  du 
fiotient.  On  a  ensuite  multiplié  le  diviseur  par  ce  terme  +5a6*  \ 
sn  a  retrAllché  du  premier  reste ,  ce  qui  a  donné  un  second 
late.  Enfin,  — ^b"^  :  2a^  =  — 26^  a  complété  le  quotient, 
puce  qu'on  n'a  plus  trouvé  de  reste. 

Lorsqu'on  est  conduit ,  comme  ci -dessus,  à  diviser  des  termes 
qui  ont  pour  signes,  l'un  +  ,  l'autre  -<-,  on  donne  au  quotient 
le  signe  — ,afîn  que,  dans  la  multiplication,  on  reproduise  le 
premier  terme  du  dividende  avec  son  .  signe.  Si  les  termes  à 
diviser  eussent  été  négatifs  l'un  et  l'autre ,  le  quotient  aurait  eu 
le  i%nè  +•  H  f^ut  prendre  ceci  simplement  comme  un  fait  de 
Ailèlil ,  sans  èherchet*  à  expliquer  ce  que  peut  signifier  la  divi- 
itsii  "ée  éénx  termes  qui  né  sont  pas  positifs  ensemble  \  en  efiet, 
l«e  é^aj^t  Ici  que  de  trouver  un  Système  de  termes  qui ,  multi- 
|llè-|nLr  le  diviseur ,  d'après  les  règles  connues,  reproduise  le 
dMdéiide. 

CâncIaonS  de  là  que,  pour  dwiser  deux  polynômes j  on  les  or^ 
donnera  par  rapport  à  une  même  lettre  j  on  divisera  U  premUr 
ixrme  du  diifidende  par  le  premier  du  dipiseur^  et  Von  aura  u 

AtiMe  du  quotient;  on  multipliera  ce  terme  par  le  dipiseur^ 
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on  retranchera  du  dipidende  :  puis  l'on  traitera  le  reste  de  la 
même  manière.  On- pratiquera,  pour  les  divisions  partieliesj  la 
règle  des  signes  de  la  multiplication*  Enfiji,  on  poussera  Fopé- 
ration  jusqu'à  ce  que  la  lettre  suivant  laquelle  on  a  ordonné  ait 
dans  le  reste  un  exposant  moindre  que  dans  le  diviseur.  "  " 

II  est  bien  eutendu  qu'on  pourrait  ordonner  par  rapport  à  i, 
ou  toute  autre  lettre  commune  aux  deux  facteurs ,  et  même 
dire  du  plus  petit  exposant  d'une  lettre  tout,  ce  que  nous  avons 
dit  du  plus  grand. 

99.  Nous  mettrons  ici  deux  autres  exemples  de  division. 

i^r  reste. .  „, .  — ua^b — 6a*b* — 3flA^+a5< 

-f-aa'fr-f-2a*A" —  ab^ 
a«  reste ; . . . .  — itf  •^■— Itf  5»-f-2d4 

3«  reste o 

ai  —55  ia  -^  b 

!«'' reste,      a^b — b^ 

--a4^-Ht3£« 

2«  reste a^b* — 5* 

3«  reste a*b^ — i* 

4*   reste ab*  —  b^ 

^ab*  4-  b^ 
5«  reste o 

En  suivant  avec  attention  la  marche  de  la  dernière  division, 
on  voit  que  si  l'on  divise  a"* — b^'  par  a  —  b ,  les  exposans  de  a 
doivent  diminuer ,  et  ceux  de  b  croître  d'une  unité  dans  chaque 
reste  et  dans  chaque  quotient  ;  les  restes  sont  donc  des  binômes 
dont  le  i*"^  terme  est  successivement  a"*~*i,  a'""~^Z>\...  Lorsqu'on 
arrive  au  reste  ab^"^  —  è"*,  la  division  par  {a  —  b)  donne  le  quo- 
tient exact  6"»-*,  en  sorte  que  a"*  —  ^"»  est  divisible  sans  reste 
par  (a  —  b),  et  l'on  a 


*—b 


m hm 


a"* 0"' 


\ 
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Si  J=  1 ,  Uni  =««-»  +  «•«-»  4.  a"-^  + x+  1. 

* 

An  reste  9  il  est  facile  de  prouver  la  vérité  de  ces  équations 
en  multipliant  les  seconds  membres  par  les  dénominateurs  â— ^^ 
a— I,  parce  qu'on  reproduit  identiquement  les  numérateurs 
it — 6",a"— I. 

Quand  on  divise  a  par  i  —  S|  l'opération  n'a  pas  de  fin^  et 
Ton  trouve  ce  quotient  indéfini 

:a(i+x  +  x»  +  ar^+ ). 


I  —  X 

On  peut  donc  regarder  le  i*'  membre  comme  la  somme  des 
termes  do  a*;  cette  fraction  est  la  somme  d'une  progression 
par  quotient ,  qui  s'étend  à  l'infini,  dont  a  est  le  i*'  terme  et  x 
h  raison.  Si  l'on  a,  par  exemple,  fr  ^  t  ^  !  |  Z  77-..  savoir  a =2 
et:t;=:|,  i  —  jp=|,on  trouve  2  !  ^  ou 3  ,  pour  la  somme  de 
cette  suite  prolongée  à  l'infini.  De  même  i  (i  -J-H-(|)». ..)  =  | , 

parce  quea=J,  «=î.  Enfin,  f  (i —î  +  i~^ )=if, 

en  faisant  g  =  §>Jfr-T      \,   . 
La  fraction  décimale  périodique  o^54)  revient  à 

en  faisant  a  =  -^ ,  *  =  7^.  En  général,  si  />  est  la  période 
oomposée  de  n  chiffres,  cette  fraction  est  comme  n^  53 , 


• 


lo*         10*»  10"- 


Faisons  a  =:  i  et  a:  =  f  ;  il  vient  —  2  =  1  +|  + 1  +  .... 
On  ne  conçoit  pas  d'abord  comment ,  en  ajoutant  des  termes 
sans  cesse  croissans  et  positifs ,  on  pourra  trouver  —  2  pour 
tonune.  Mais  en  poussant  la  division  de  a  par  i  <—  x ,  jjosqu'à 
4  termes  seulement,  on  a  le  reste  ax^ ,  en  sorte  que  le  quotient 

exact  est  a  f  I  +  *  +  «*■+•*'  H — ZZ)^  *^*®  dernière  firac- 

tion  représentant  la  soiïcime  de  tous  les  autres  termes^usqu'à 
Yînfini.  Mais  cette  fraction  devient  — -  -^ ,  en  faisant  a  =  i  et 
'  s:  f  ',  ainsi ,  lorsqu'on  n'a  égard  qu'aux  premiers  termes ,  ceux 
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qu'on  néglige  forment  une  somme  négative  plua^andi 

partieqii*oQ  pr^nd  :1m  deux  partiel  réttnic*  aont  ici.. 

I  +Î+Î  +  -X — V  l"' ■* ^""^  *"  i"  membre  —  a 

Ce  paradoxe  rient  donc  de  ce  qu'on  ne  pont  regnd 

premierf  termea  comme  nue  partie  plna  on  mohiB  gn 

a*" 
la  somme ,  qa'anttnt  que Ta  aans  ceiM  en  diwii 

meture  que  le  nombre  n  des  termes  conierTét  l'aoCfatt 
donc  que  x  ^t.  On  dit  qu'une  série  est  convargrntt  qi 
termes  Tont  ainii  en  déeroiasant  de  plus  en  plm.  {F<y- 

loo.  On  rencontre  nne  difficulté  sur  laquelle  0  eM  bo 
prétenu  :  lon^ll  y  a  fdtulAiFs  terme*  oli  la  lettre  anî' 
qo^  en  a  ordMilé  perte  Umtme  exposant,  qud-wtd 
doit  Mre  èirit  le  ]M«mieF,«t  qne  deriant  alws  la  démoA 
que  noua  sTOna  donnée?  Arac  une  \t^an  atlentkm»  o 
qu'il  inffit  de  mettre  Âàns les temesdont  il^agît^la  let 
wn  exposant  en  ftcBeut  odmmnn ,  et ,  entre  des  paras 
la  qniBtité  qn'elle  nliiltipKe.  On  doit  r^vder  alocs  cet 
blage  comme  ne  formant  qu'nn  seul  terme.  Si  Pen^a,  pa 
pie,  4a'*»—4a*ic+o*c»,  on  écrira  aK4i*— -JAc+fl*] 
regarden  oomme  n'étant  qu'un  seul  terme.    . 

Un  ex«nple  fiera  voir  pins  clairement  la  mardte  qn 


li-e)  (i-K)a'fc--(36'4-  éc+c- )«'*'-*-(  t+cJîaÈ»-i»  ■ 
ift-c)(M-°]a3fr-H  ^'+;j^'''J°'*'— f  *+°)  "^^ 


<  b+e)ab*-t-b* 


ESMtoons  la'divÎBioD  par  (x — a)  du  polynôme 

Jb"*  +/r«"-'  +qx--^  +  rs*-~^  + ^tx  +  a 

on  trouve  pour  premiers  termei  du  quotient 

Observons  que  cbaque  division  par  jr  abaùae  de  i  l'c 
de  cette  lettre  dans  le  i^  terlue  du  "reste,  dont  le  « 
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traduit  entaite  au  quotient.  Apres  quoi,  la  ftiultiplica* 
im  par  (s-— a)  produit  deux  termes ,  dont  Tun  détruit  le 
iridende  partiel ,  et  l'autre  s'ajoute  au  terme  qui  suit  dans  le 
»me  donné,  pour  former  le  i*'  terme  du  nouveau  reste, 
marche  du  calcul  démontre  que  les  coeffîciens  de  x  dans 
t4%  5*.  • .  •  termes  du  quotient,  qu'enfin  le  dernier  terme, 

ke?  'frpa^  +  ^^ + y*? 

ka^  +pc? + ja*+  m  +  « ,  etc. , 

plereste  est  itf^  +  pc^'^^  +  ga""^  ....  +  ia  +Uf 

4 

Mil  le  polynôme  donné,  dans  lequel  x  est  remplacé  par  a.  Cette 
IhuCquenoe  peut  être  aisément  vérifiée  en  multipliant  ce  quo- 
Pfait  par  [s  —  a) ,  et  ajoutant  ce  reste;  on  retrouve  le  dividende. 
Celte  proposition  sera  de  nouveau  démontrée  n**  5oo. 

Des  Fractions  et  Communs  dis^iseurs. 

Mi\.  Tout  œ  qui  a  été  dit  (page  4^}  sar  les  fractions  numé- 
riques ,  doit  se  dire  aussi  des  algébriques.  Ainsi 

i^  T  désigne  que  l'unité  est  partagée  en  b  parties,  et  qu'on 
en  prend  a  \  en  sorte  que  le  produit  t,X  ^  est  le  numérateur  a 

2*.  Qud  que  soit  i» ,  on  a  r  =  t-  (»*  38)  ; 

3».T±:3=— 7-7—  (u**  39);  —  ±  I  = .  Le  signe  ±: 

b     4  bd  ^      m  m  ^ 

ibûODGeplua  ou  moins  ;  il  indique  qu'on  doit  prendre  le  signe 

SférÎQur  dans  les  deux  membres ,  ou  >  si  l'on  veutj  l'inférieur 

im  Fun  et  l'autre. 

,^  a         ac         ^    K^  z,^^^        ^  ^^  ^ ^ 
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Ko  ^  .     ^  ûf/n  ^      a        a  ^  c ad 

^'b'''~b^'     T-'^-b'     l'd^Tc'' 

102.  Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  D  de  deu  ^ 
polynômes  ^  et  ^  :  on  nomme  ainsi  une  expression  qui  divisé    . 
exactement  ces  polynômes,  et  telle,  que  U;s  deux  quotiens  n'ad- 
mettent plus  aucun  diviseur  commun. 

I.  Si  l*on  multiplie  ou  divise  A  par  une  q.uantité  qui  soit 
première  avec  B,.^  plus  grand  commun  diviseur  demeurera 
le  même.  Car  soient  ^  et  ^  de  la  forme  A=zDx^  B==J)y,  xety 
étant  premiers  entre  eux  ;  il  est  visible  que  JD  sera  encore  le 
pins  grand  diviseur  commun ,  si  l'on  supprime  Xy  ou  y^  on  seu- 
lement quelqu'un  de  leurs  facteurs,  comme  aussi  si  l'on  mul- 
tiplie j4  par  une  quantité  s  qui  ^oit  première  avec  B. 

II.  Si  un  polynôme  A ,  ordonné  par  rapport  à  a,  est  diçi- 
sible  par  une  quantité  F  indépendante  de  a. y  les  coefficiens  4* 
chaque  puissance  de  cette  lettre  a  doivent  en  particulier  être  tU^ 
visibles  par  F.  En  effet,  soit  il/a"*  +  Ha^  +. . . ,  le  quotient  de 
A  divisé  par  F,  on  a  donc  Az=:FMa"'  +  FHa^  +  . ..  ;  or  F  ne 
contenant  pas  a ,  il  ne  peut  s'opérer  de  réduction  d'un  terme  à 
l'autre.  Donc  chaque  coefficient  conserve  le  facteur  F. 

Voici  l'usage  de  ces  deux  remarques.  Si ,  par  la  méthode  que 
nous  allons  exposer,  on  cherche  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre  deux  quelconques  des  coefficîens  de  A ,  puis  entre  ce 
diviseur  et  quelque  autre  coefficient  de  y^,  et  ainsi  de  suite  pour 
tous  les  coefficiens ,  il  est  clair  que  si  /^  a  un  facteur  F  indépen- 
dant de  a,  comme  il  devra  l'être  de  chaque  terme  en  particulier, 
on  obtiendra  ainsi  ce  diviseur  commun  F  independant.de  a,  ^t 
l'on  aura  A^sFA',  A  étant  un  polynôme  connu,  qui  n'admet- 
tra plus  de  facteur  sans  a.  Le  même  calcul  mettra  en  évidence 
dans  B  le  facteur  F'  indépendant  de  a ,  s'il  en  existe  un  >  et  l'on 
aura^=F'i9'. 

Or ,  le  plus  grand  diviseur  /C,  entre  F  et  F'  est  le  facteur  in' 
dépendant  de  a^  qui  est  commun  entre  Aet  B:  c'est-à-dire  que 
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si  le  plas  graiid  CDmiDaii  dîvisear  cherché  entre  Aei  By  est  le 
produit  QK  de  deux  facteurs^  Puii  Q  conteuant  a,  l'autre  K 
sans  a ,  on  sera  parvenu  à  connaître  ce  dernier ,  et  il  ne  restera 
plus  -qu'à  trouver  Q ,  qui  ne  peut  être  divisible  par  un  facteur 
indépendant  de  a.  Une  fois  K  connu,  on  aura  donc  JP=K«y 
F=Ki8,  d*où  J  ==  KjfûL,B=s  KB'fi  ;  ôtent  le  facteur  Ky  Q  sera 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A'a.  et  B'fi ,  ou  plutôt 
entre  A'^B',  puisqu'on  peut  supprimer  «  et  jS  (I). 

Ccmcloons  de  là  y  qu'après  avoir  trouvé  les  facteurs  F  el  P 
indépendans  de  a ,  ou  communs  à  tous  les  termes ,  l'un  de  j^, 
Faotre  de  iî,  on  supprimera  ces  facteurs, ce  qui  rendra  les  po-> 
lynomes  plus  simples ,  tels  qae  A'  ^  tt  \  mais  on  mettra  à  part 
le  facteur  Ky  conunun  à  JF*  et  F^  \oxl  cherchera  le  plus  grand 
common  diviseur  Q  entre  Â  ^B'y  et  on  le  multipliera  par  K\ 
KQ  sera  celui  qu'on  demande. 

io3.  Procédons  maintenant  à  la  recherche  du  facteur  Q  dépen- 
dant de  a ,  et  raisonnons  comme  n^  28.  Si  jf  est  divisible  par 
B^f  Bf  a&c9.  visiblement  le  plus  grand  diviseur  cherché;  mais  si 
la  division  donne  le  reste  B  et  le  quotient^,  on  aura 

en  divisant  toute  l'équation  par  un  facteur  quelconque  D  de  A 
et  de  ^.  Il  en  résulte  que  B  doit  être  divisible  par  Dy  en  soirte 
que  tout  diviseur  de  {A'  et  B')  l'est  aussi  de  (i5'  et  B).  La  réci- 
proque ayant  lieu  y  ces  deux  systèmes  ont  précisément  tous  les 
mêmes  diviseurs  l'un  que  l'autre;  la  question  est  ainsi  réduite 
à  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  B'  elB^he  raisoi>- 
ment  se  continue  de  proche  en  proche,  et  l'on  arrive  à  la  con- 
séquence énoncée  page  36. 

Gonnne  le  quotient  q  doit  nécessairement  être  entier  y  il  ne 
snffit  pas  ici  de  procéder  comme  on  l'a  fait  sur  les  nombres, 
iprès  avoir  ordonné  les  polynômes,  ib  deviendront 

^..•.  Ma"»+ilf ««'  +  .... 


Oa  âiTÙcn  la  piwam  tcrmeilfii"  pwr  lejnmim  Nefl; 
N  Gontiflst  çuLpte  fiMtenr  «  qui  me  diviie  pu  Xy  teqa 
n'ttltft^-mtier.  Faor  ériter  ovtte  dUE«iilt^>  ceoMw  on  i 
q^W  •  d^lini  JT  de  tona-  ]«•  &etaim'o«iDnaw.  indélp* 
dft^  M  n'vt  pM  c^Tiaeur  de  A' ,  «t  Pwi«  1&  dceit  ds.  idnlti|d 
en  tgUliti  pH<«:  alors  JfdanandM  JWtdnMiIilihTte  JK- 
Jatdnupremïor*  ternes  •ereat;taa)oiinridnï|*à  VéUt« 
nable  ponr  qjoakclJTÙJoa  ¥Àt  poMÏbU*,  pm»qfioamm 
d«  JV«  on  iqtiodoit  duu  %!«•  factoui  qui.  ^oppOHMHl  ^à . 
Tnîon«»at4.  Oa  an»  Min.de  fwae  ■aotoriJAb  opéiMic 
cbacBVB  do»  divÎNCHM  mbséqwaU*  qv'oxigp  le  tWwhii 
da  rendre  tow  ln:qai)tifiiu  •ntîa'*. 

SoisntrpareMDlplei  1m  po^rnomos 

36al<M/—  iioafcrf+ioo2'W,et  360^—60^  —  90 

Le  commun  dmienr  estre  laoabcd  et  ioo6*od  ertaotn/ ^ 
aobod  et  36a*Gt/,  il  eit  4''^  On  obtient  de  même  6ae  poa 
tear  comman  de  tow  les  termei  du  Mcond  poljvoine.  Sa 
mant  ces  âctenn ,  lei  proposé*  te  rédnisent  & 

ga»  _  3oab  +  a5t«  et  60»  —  ai  —  iSH'. 
Mais  comme  ^cd  et  Soc  ont  se  pour  diviseiir ,  on  résera 
potii-   multiplier   le    oumman    diviaenr    entre   les    pol^i 
rédnib  :  an  est  lêjàotew  indépendant  de  a.  Toicî  la  1 
calcal: 
oa'  —  3ai]&    +  aSA* 


lUiM—  570»    +9»'    la.   RMwoaS— i5é»    ' 
on    _  i9S(i.-    56)    ' 

On  voit  que  U  dÏTision  de  9a*  par  6a*  ne  ponyant  se  faire  1 
tement ,  il  a  falln  multiplier  la  totalité  da  dividende  par  3; 
quoi  le  quotient  3  acondait  ao  resto' —  S-jab  -f-g5A*,  et  la 
tîoD  s'est  réduite  i  trouver  le  plus  grand  facteur  comman 
ce  binôme  et  le  dÎTiseor;  il  faut  dooc  réitérer  les  calculs  d( 
paration  sur  l'an  et  Faatre.  Or,  <hi  troore  que  le  Unome  a  - 
pour  facteur,  qu'il  fautaupprimor;  et,  oomnaela  dirisio 
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(So— *5^)  réassit,  te  plus  grand  difiseur  Gommim  cherché  est 

ae  (3a  —  5b)  ou  6ac  —  lobc. 

Soit  proposé  de  réduire  à  sa  plus  simple  expression  la  iraction 

6»*  —  6a*  V  -+•  aar*'  —  a  y  , 

— — ^-T-;^— g ]V  g'  ft       '  ces  polynômes  ont  respectivement 

a  et  3  pour  fkcteurs  qu'on  peut  6ter  sans^  changer  le  plusi  grand 
fibcteur  commun  des  deux  termes  :  le  diviseur  sera  réduit  à 
4a*  —  Say  +  j^ ,  et  le  premier  terme  du  dividende  à  3a^.  Pour 
rendre  la  dÎTision  exacte,  il  £aiudra  multiplier  par  4i  c'est-à-dire 
doubler  le  numérateur;  ainsi  il  faut  chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  1 2a^ —  1 7.a^y  -)-  ^ay* — 4^  ®*  4^*  •"  S^y-hy*. 

Une  première  division  donne  le  quotient  3a  et  le  reste 
Zay  -f-  ay*  —  ^y\  Pour  rendre  de  nouveau  la  division  pos- 
sible, on  multipliera  ce  reste  par  4;  on  pourra  aussi  supprimer 
le  facteur  jr  ;  et  le  dividende  devimdra  laa'  +  4^y  —  i6y*. 

Une  seconde  division  conduit  au  reste  i^ciy'^igy^y  qui  doit 
Atre  prb  pour  diviseur  de  ^a* — 5ay-f-j'.  On  supprimera  les 
fiMAeurs  ig.et^  ^^ns  ce  diviseur,  qui  devient  a— ;y  ^  et  qui  di- 
vise exactement  ;  a— ^  est  donc  le  plus  grand  commun  divi- 
seur cherché.  La  fraction  proposée  se  réduit  à r^. 

■^     *^  12a  —  ôy 

Voici  le  calcul. 

3a*/-f.    ay'— ày^     1    3a-f.3  J       a— jr   corom>  divia. 

En  cherchant  le  plus  grand  diviseur  des  deux  termes,  qui 
est  2a*  -f-  T^b —  d*^  on  verra  de  même  que  la  fraction  . 
^gi  —  ^a^b^  4-  4a6^  —  b^        _  ao*  — aa^+    ^ 

6a<-|-4a'ft  —  ga*^*  —  3ab^+  2»*4  "~  3a*  —   a*  —  aA** 

Pour  la  fraction  p^S^qrâa*^*  -  gatM^SM^  *^  facteur  corn- 

vm  indépendant  de  a  est  3b;  en  le  supprimant  dans  leadeiix 
tomes ,  aitesi  que  a  au  numérateur ,  on  est  oondnii  à  dwrdMr» 
k  pltadi  grand  commun  diriseur  entre  ga^  -*«*  4^*  et  ..«•«•.  ••  »vw  • 
ifa*  «f  a*6 -*^  3a^  4-  2^i  On  trouve  qu'il  est  3a  -h^b;  aioâ . 
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3^  (3a  +  2&)  est  celui  qu'on  dierche,  et  la  fraction  se  réduit  k 

6a  — 4^ 
5a*  — 3a6  +  ^' 

On  ne  doit  pas  oublier  qu'ici,  comme  au  n^  loo ,  il  finnt  fe^  , 
garder  les  termes  qui  contiennent  une  même  puissance  de  h'^ 
lettre  par  rapport  à  laquelle  on  ordonne ,  comme  ne  feôsiBt  ' 
qu'un  seul  terme.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  la  fraction  .'»  * 

a»  (6*  +  26c  +  c*)  —  a*6  (2^  +  36c  +  c*)  +  ab^{b+ey     [\ 

La  considération  des  coeffîciens  (^  +  c)  ,  (26*  +  &?— c*)^  ; 
(6*  — .c*),  etCrf ,  fait  bientôt  reconnaître  que  (^  +  0  €»t  na  f^ 
facteur  commun  indépendant  de  a.  En  le  supprimant,  on  cherdie-  h 
le  plus  grand  diviseur  entre 

a*  {b — c)  —  ab  (26  —  c)  +  b^  '  " 

eti^{b  +  c)  —  a'b(2b  +  c)  +  ab^,  v 

qu'on  trouye,  par  le  calcul,  être  a  —  6;  ainsi,  celui  des  deux 
termes  de  la  fraction  proposée  est  a{b+c)  —  b  (b  +i?)  ;  die  se  ^ 

réduit  a    ,  .,,    , — r jr. 

a^  (6  -f-  c)  —  ab^ 

IL    ÉQUATIONS    DU    PREMIER    DEGRÉ. 


Premier  Degré  a  une  seule  inconnue. 

io4*  Le  degré  d'une  équation  est  marqué  par  la  plus  haate 

puissance  de  l'inconnue  qu'elle  renferme  :  Xj  y  ^  z 

désigneront  les  inconnues;  a^  ^^  c..«.  les  données.  Ainsi  1 
ax'\'b-=zcx  est  du  premier  degré;  a^  +  d*=rc  est  du  second; 
s^  +  qx^  =  r  est  du  troisième ,  etc. 

Pour  résoudre  un  problème  proposé ,  il  faut  d'abord  expri- 
mer ,  par  une  équation,  les  conditions  qui  lient  les  données  aux 
inconnues  :  cette  traduction  du  problème  en  langage  algébrique 
une  fois  faite ,  il  faut  r.éaoudre  l'équation ,  c'est-àr-dire  d^ager 
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oonnne  de  tout  ce  qai  l'affecte,  et  Pamener  à  la  ftirme  x  ^=j^; 
Ht  la  yalenr  cherchée^ 

W  exemple  j  un  père  a  4  fois  l'âge  de  son  fils ,  la  somme  des 
PL  âges  est  45  ans  :  quel  est  l'âge  de  chacun  ?  Soit  x  Tâge  du 
1 4*  sera  celui  du  père  ;  ainsi ,  x+  /^  doit  faire  45  ans ,  d'o& 
p45.  Telle  est  l'équ.  qui >  dans  notre  problème,  exprime  là 
■on  de  Pinconnue  aux  quantités  données  5  et  45.  Il  faut 
ântenant  résoudre  cette  équ.,  ce  qui  se  fait  en  diyisant  lepro- 
■t  45  par  5;  le  quotient  g  est  l'autre  facteur  (n®  5)  ;  «  =  9 
g  ans  pour  l'âge  du  fils ,  et  36  ans  pour  celui  du  père. 
iToit  ici  bien  distinctement  les  deux  difficultés  qu'offre  tout 
le  :  1°,  poser  l'équation  ^  2^.  la  résoudre,  Jiioustràitetoiis 
k-jeux  sujets ,  en  commençant  par  le  second. 

i-.ioS.  L'inconnue  ne  peut  être  engagée  dans  une  équ.  du  pre- 
ffard^é ,  que  par  addition ,  soustraction ,  multiplication  et 
ErisioQ.  Voici  les  règles  qu'il  faut  pratiquer  pour  la  dégager. 

L  Si  l'inconnue  a  quelques  coejfficiens  fractionnaires  ^  Tnulti- 
|ttf  toute  Véquation  par  le  nombre  qui  serait  dénominateur 
hmutn  (p?  38,  i*^.  et  2**.).  Cette  opération^  sans  altérer  l'équ.  ^ 
m  disparaître  les  diyiseurs.  Cela  reyie^t  à  réduire  tout  au 
lime  dénominateur ,  puis  à  le  supprimer.  Soit ,  par  exemple , 

|*  +  5«  — 20— i.*:=34P  — TÎj*-ua 

En  multipliant  tout  par  12,  cette  équation  deyient 

6x  +  6x  —  24o*^2*  =  9«  — ar  — g6,  . 

ai  se  réduit  à  124?  —  240  =  8*  — 96..    ;  . 

n.  On  réunira  tous  les  termes  inconnus,  dans  l'un  des  mem*" 
wm,  et  les  quantités  connues  dans  Pautre  ,  en  donnant  uh  sifrne 
^tsinàre  aux  termes  qui  changent  de  nurnbre  y  c'est  ce  ^bn 

transposer.  Ainsi  notre  exemple  deyiendra 

f— 8ap=  24^  —  96»  ou  4*  =  i44-  Oï^  ▼oit  en  effet  qu'en 
it  240  du  premier  membre  12*—*  240 ,  ce  qui  le  réduit 
its«,  on  l'augmente  de  240;  polir  ne  point  troîibfer  l'^alîté, 
donc  ajouter  240  au  sécotfd  mèDÔJl>'f^lFaréiÛement|  eii 

lant  8br,  on  diminue  de 'Siip  Té  sebôndfmëiiitbrè^  Hifaut 
s  ansBi  retrancher  8»  du  premier. 

I.  10 
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IlL  L'équation  j  d'après  ces  deux  r^les,  aéra  amenée  à  1* 
forme  ax^=ib',  6  est  le  produit  de  a  midtiplié  par  ip  (n®  S)>  V' 

divisant  b  par  a ,  le  quotient  donnera  donc  x  ;  ainsi  a;  =  -. 

Doncj  pour  dégager  l^ inconnue  de  $Qm  cœffioUnt^  J^/M 
diviser  toute  Viqu,  par  ce  coefficient. 

G'e^t  îiînsî  qùeTéqu.  4j?  =  i44>  donne  x  =  -52  ==  36-  ci 

nombre  résout  l'équ.  que  nous  nous  étions  proposée  çi-«deiNi| 
c'est-à-'dire  que  les  deux  meinbres  seront  égaux^  si  IWinetfV 
tout  3fi  pour  xc\  c'est  ce  qu'on  vérifie  aisément,  car  <)i^ 
24+  18  —  :î0-r-6=i  27  — 3  —  8  =  16. 

IV.  TJne  èqu\  du  preirUer  degré  n^adnut  qu'une  aoluiiim^tÊ 
on  peut  toujours  la  mettre  sous  la  forme.(n°  107)  ax^b^^ium^i^ 
or;  si  a:  pouvait  avoir  deux  valeurs  «  et  iS,  on  aurait  les  isffii 
tiens  ..:, 

qfit  ^  b  =  ctt -j;-  ûî,    a/3  .-rf-  i  =  c/S  -f-  rf^ 

■  ■••--'-  ■      '  »'»     ' 

et  tétranchant ,'  oh  trouverait  tt(ii  -i-^/8^)  =c  (• — /i) ,  éqvûql 

revient  h  (a— it?)  (a*— 13)  ±^  o ,  et  ne  pêuit  être  sa'f  isfalte  à  incS 

qu'on  ait  tfr^'fi,  ptiisque  a  élc  sont  donnés  et  inégaux. 

Voici  plusieurs  exemples  de  ces  diverses  règles  ; 

^   ax    .ex    .,      .      ■;        .-'CX,  .  .     ^ 

1".  'ir'T'T  +^=i^^  +  -5F+'^?  supprimant  la  fractioi 

-7  commun^-aox  deux  membries ,  on  a  ^  -f-^  =:/uv  +  7»;  mni" 

tipliant  tout  par  b ,  il  vié^t  ax  +  b^^^  bpx  -^  'hri\ 

transposât  Z^/n  et  bpx  >  cm  a  àx"*^  bpx  'sabn^^bt», 

ou  X  {a  —  ip)  fc=  i  (n  -^M»)  f  en  divisant  par  û  ^-^  bp,  il  vfeê 

en^D 

b  (ft^-^  mO 
•^=  — ^ î~- 

o     t    ,..,,;  .  •    **"   ^""^    ^^ 

-**  •  ••.  ••..•.•■■■■  "'.'■  '• 

'ii\  I  V  "•  90  +  J  f  =  t  *  —  82.5  transposant,  on  trpu^ 
I  ar'4-^  ar  — 1  i  r=  90  —  82,  qui  se  réduit  à  Ix  —  ^  *  =  8;iiib1 
tîpHalnt  l'^qualïon  par  iS  ,  on  obtient  .184:  : —  lOf  =  8  X  >S 
ou*8x'd:S.  i5,  et  enïin  a;==  ^^..,  ^.  . 


<  ■  1 


PREMIBIl    DEGRÉ.  .    t^J 

ifiiant  par  ai ,  il  vient  igX2i=7s— 6ap ,  d*oà  «trug.airrSgg. 

4^  Enfin  l'équation  |  a?  —  4^  — ;j«  =  6o—  «|  *  donne 

JjH-i  jf+J  *:=:ioo  ;  on  multiplie  par  9X4x5,  ou  ï8o,  et  l'on 
fètient  4ox  —  4^^  +  aSax  =  i8o  X  loo ,  ou  247*  =  18000  : 

106.  Venons-en  maintenant  à  la  principale  difficulté ,  qui 
oonsiste  à  poser  le  problème  en  équ.  Pour  cela ,  on  examinera 
rttentiyement  l'état  de  la  question  pour  en  bien  comprendre  le 
feus;  et  donnant^  au  hasard,  une  valeur  à  l'inconnue,  on  sou- 
niettra  ce  nombre  à  tous  les  calculs  nécessaires  pour  s'assurer 
^il  convient  ou  non.  On  connaîtra  ainsi  la  suite  des  opérations 
■mnériques  qu'il  faut  faire  subir  au  nombre  cherché,  lorsqu'il 
dt trouvé,  pour  vérifier  s'il  convient  en  effet  au  problème.  Enfin 
kl  fera ,  à  l'aide  des  signes  algébriques ,  sur  x  représentant  l'in- 
connue ,  toutes  ces  mêmes  opérations ,  et  Téqu.  sera  posée. 

I.  Soit /par  exemple,  demandé  quelle  était  la  dette  d'un 
ihomme  qui,  après  en  avoir  acquitté  la  moitié  une  première  fois , 
^  tiers  une  seconde,  le  douzième  une  autre  fois,  se  trouve  ne 

plus  devoir  que  63o  fir. 
Supposons  que  cet  homme  devait  1200  fr.;  la  moitié  est  600  y 

le  tiers,  4^^  5  ^^  douzième,  100  :  il  a  donc  payé  1 100  fr.  ;  mais  il 
*tedoit  encore63o  ;  donc  il  devait  en  tout  1 1  oo-|-63o,  ou  1 780  fr. , 

et  non  pas  1200  £r. ,  comme  on  l'a  supposé.  Ainsi ,  cette  hjpo- 

uèse  est  fausse  ;  mais  il  en  résulte  une  suite  de  calculs  qu'on 

pratiquera  aisément  sur  x,  et  qui  donnera 


r 


X       X        se 

4p  =  --f-x  +  —  +  63o. 

2  3  12 


Le  reste  n'a  plus  de  difEiculté  ;  en  multipliant  par  12,  on 
a  J2a=z6x+^+x  +  7560=  1 14P+7560  ;  d'où  or  =  7560  fr.  ; 
c^est  le  nombre  cherché ,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer. 
ïrBotre  règle,  pour  poser  un  problème  en  équation,  consiste 
k  faire  subir  à  x  toutes  les  opérations  qu'on  fera  sur  le 
^mhu  cherché,  lorsque  après  l^apoir  troupe j  on  voudra  vérifier 
*'U  répond  en  effet  à  la  question, 

10.  • 
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La  yaleur  arbitraire  attribuée  à  l'inoonniie  ne  tert  qu'à  metta 
ces  calculs  en  évidence,  et  l'usage  apprend  bientôt  à  s'en  paaseï; 
Voici  divers  autres  problèmes. 

II.  Quel  est  le  nombre  dont  le  tiers  et  le  quart  ajoutés  ensem* 
ble  font  63.  Soit  x  ce  nombre  i  \x  en  sera  le  tiers ,  \x  le  quart; 

donc  5jf  +  ^*  =  -5-+7"  =  6^>  cette  équation  se  réduit  i 

12  «63 
7jf  =s  i2«63,  d'oàâr=: — *• — =  12.9=  108. 

Remarquons  que,  pour  obtenir  le  nombre  dont  le  cinquièmt 
et  le  sixième  ajoutés  forment  22  ,  il  faut  recommencer  de  nou- 
veau à  poser  l'équ. ,  puis  la  résoudre  ;  on  a  ainsi  7  -f-  ?«  =r  22; 

d'où  ii«  =  3o.22etx  =  3o*2  =  6o. 

Si  donc  on  veut  résoudre  à  la  fois  ces  deux  problèmes ,  et  Ustf 
ceux  qui  n'en  diffèrent  que  par  des  valeurs  numériques,  il  ftnt 

remplacer  ces  nombres  par  des  signes  a ,  b^  c propres  i 

représenter  toutes  valeurs  I  puis  résoudre  cette  question  :  Qof)  ' 
est  le  nombre  qui ,  divisé  par  a  et  6 ,  donne  s  pour  somme  dip 
quotiens?  On  trouve 

XX  .,  ,  abs 

-  +  T  =3  s,  d  ou  X  = 


a       b  a  ^  b 

Cette  expression  n'est  pas ,  à  proprement  parler,  la  valeur  de 
l'inconnue  dans  nos  problèmes  ;  mais  elle  offre  le  tableau  dfl 
calculs  qui  les  résolvent  tous.  On  donne  le  nom  de/brmuk  à 
cette  expression.  Cette  formule  montre  qu'on  a  Tinconnue  en 
multipliant  les  trois  nombres  que  renferme  la  question ,  ^ 
divisant  ce  produit  abs  par  la  somme  a+i  des  deux  diviseurs» 
ou  plutôt  notre  formule  n'est  qu'une  manière  abrégée  d'écrire 
cet  énoncé.  L'algèbre  n'est  donc  qu'une  langue  destinée  à  expri** 
mer  les  raisonnemens ,  et  qu'il  faut  savoir  lire  et  écrire. 

Tel  est  l'avantage  qu'offre  cette  formule,  que  l'algébriste  I^ 
plus  expert  et  iarithméticien  le  moins  intelligent  peuveia^ 
maintenant  résoudre  F  un  et  l'autre  le  problème.  Mais  ce  dernie^ 
n'y  parviendra  qu'en  s'abandonnant  à  une  routine  avengb  9 
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ttSBevrë  les  dÎTersea  questions  exigeât  des  formules  difRSrentes^ 
ÎK  Falgébriste  a  seul  le.  secret  de  les  obtenir.  On  Toît  par  là 
pourquoi  quelques  personnes  calculent  souyeut  avec  une  facilité 
nurprenante  sans,  comprendre  ce  qu'elles  font^  quoiqu'elles  sa- 
dbent  trouver  exactement  les  résultats. 

III.  La  somme  des  âges  de  deux  frères  est  67  ans,  l'ainé  a  7  ans 
et  plus  que  l'autre  :  on  demande  l'âge  de  cbacun.  Soit  x  Vitge  du 
plus  jeune ,  »  -|-  7  est  cel^u  de.;  l'atné;  il  faut  donc  que  x  ajouté 
i  «  +  7  donne  67  ;  d'oii  2x+  7  =  67  et  *  =  25  :  le  plus  jeune 
%.iS.BMïB,  TainéSa  ans. 

En  examinant  Fénonoé  de  cette  question ,  il' sera  facile  de  rer 
anmaitre  qu'elle  renferme  des  circonstances  inutiles:  elle  se  ré^ 
doit  ybiblement  à  la  recherche  de  deux  nonxb*ï^es  dont  la  somme 
est  5^  et  la  difiGérence  7.  En  général-,  U  convient  de  dépouiller 
m  questions  de  tout  appareil  étranger ,  qui  ne  peut  qu'obscurcir 
M  idées ,  et  faire  perdre  la  liaison  des  quantités.  Cest  un  tact 
|urtieulier  qu'on  doit  ii;Vexer<;ice^  ni  maîtres,  ni  livres,  ne 
fçafoat  donner  la  sagacité  nécessaire. pour  démêler,  dans  Fé- 
tecé»  ce  quLest indispeusaU^ou  inutile. 

Pour  généraliser  le  problème  précédent ,  chercbons  les  deux, 
nombres  quiaUspour  ^omme  eà.dpoï^r  différence.  Soit  x  le  plus 
p^it  ;  x+d  est  le  plus  grand;  donc  ajoutant  x  -f  (x-^-d)  =  9  ; 
dPoo  2x=z8-fr^df  eix=^i  (jS'r^d).  C'est  le  plus  petit  des  nom^-. 

kes  cherchés  ;  le  plo^  gjr^nd  est  x  +d,  ou « . . 

Ifr  — *+d[=^¥  («4-^.  Donc 

:  lont  les  nombres  qui  répondent  à  la  question.  On  prendra  la 
mti^ii  de  la  gomme  et  la  moitié  de  la  diff^érence  données  y  on 
\  mm.,  le  plus  grand  en  ajoutant  ces  deux  nioltiés  ^etle  plus  petit 
Al  les  retranchant  l'une  de  P autre. 

Une  maison  composée  de  deux  étages  a  i5  mètres  de  baut: 

\  premier,  est  plus  élevé  que-  le  second  de  i  mètre  :  on  de- 

iiuide  la  hauteur  de  chaque  étage.  7  ?  et  ^  sont  les  moitiés  des 

lanhres  donnés  :  ainsi  7  À  +  i>  ou  8  mètres,  est  la  hauteur  du 

jiiéniier  é^e ;  7  î  — 1>  ou  7  mètres,  est  oelle  du  second. 


I 


l'antre,  on  poae  ^,  jùroportion  mZ  n"  x  I  — ';  la  son 

ces  parties  étant  a,  oo«x-ï-  — ^oj  Jbbxss— - — . 

Ponr  purlagBr  atxt-  tfftik  parlÏM  ^u  aoisnt  entr 

'  ::  m  i'a*p,sM*ainbb^  — et  —  seront 4ea  denx  'a 

donc  *  +  — +"i^a,  d'oà  *b 

.-.       fl»      ."•,(1-.  -.."i 
de#oàété,n*  7^).;  .,..,.  ■-  -,  -, 

T.  Un  fixe  a  ^ifilfffêf^W.^'^  ■>.  î^(;9 
tempe lBpfcreatir»,le.b^U;,âe.râeB,i^.^,pnM  ■  au 
përe  anra  40 -t- X  uu.et  le  ^  larf^jç^  pY„4oi-!t-«  it 
le  trii)le.d0  f^-l^lf^.,^^  .,,„  ..,,; 

.     ::  4»-t«'»'^364r3arV<rob!èitBa>    ':' 

TI.  Flni(mnMswMi,qoejen()ninM»éï^^ji^C:.„,: 
bénéBce^  et  conformément  à  leart  conventions,  jt  prend 
masse  eommnne  iolonis,etle6*dureate;  A  i^end  à  s( 
ao  loois,  et  le  6*  du  reste;  C  en  prend  3o,  et  le  6*  da  i 
ainsi  de  snïta  jnsqa'aa  dernier  qui  prend  ce  qui  reste.  1 
tage  fait ,  cbaonn  a  nne  somme'  égale  ;  on  d^namle  la 
le  nombre  des  associés  «t  la  part  de  chaéira. 

Quoiqu'il  j  ait  ici  trois  inconnues,  un  peu  d'attention 
connaître  qne  si  la  masse  »  était  trouTée.,.£n  effactuant 
tage ,  on  aurait  bientôt  les  deux  autres  ;  ainsi ,  le  problën 
être  traité  comme  s'H  n'y  aract  qu'une  înconnae  x. 

Puisque  ji  prend  lolouis,  il  reste  x— 10,  dont  le  6'  est 


/ 

r 
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— ^ .  Puisque  ces  deux  parts  doivent  être  ^ales ,  on  a 

—g — z= rn — j  OU  6r +  3oo  =  5*-)-55o-,  d'oùar=25o. 

Là  masse  étant  formée  de  a5o  louis,  la  part  de  chacun  est 
>  --v^ —  ojQ  5o^  divisant  sSo  par  5o,  on  trouve  5  pour  le  nonibre 

im  associés. 

VS;  Av«c  vn  nomlMPO  u  de  cartes ,  on  forme  b  tas ,  composés 
Aèiun  de  c  points  :  la  première  des  cartes  de  chaque  tas  est  comp- 
tée pour  1 1  points ,  si  elle  est  un  as ,  lo  si  elle  est  uiie  figure  bu 
va  dix.  • .  •  etc.  Les  autres  cartes  du  même  tas  ne  valent  qu'un 
pointr  Ces  tas  formés,  on  vous  remet  d  cartes  qui  restent,  et  l'on 
édkÉMute  hà  somme  x  des  jpoiiits  formés  par  les  seules  cartes  qui 
aWMnoaccbt  chacun  dès  tas. 

Le  nombre  des  pointa  de  chaque  tas^  nroltipUé  par  celut  de8< 
tas,  ou  bc,  esX  le  nombre  total  des  points  ;.  si  de  ce  nombre  on 
-  retranche  les  cartes  qui  ne  comptent  que  pour  i^n  point,  le 
nstesera  =s.  Or,  le  nombre  de  ces  cartes  est  a— -ii—  le 
Mnkre  b  des  cartes  qui  coihptent  pour  plus  d'un  point.  Ainsi,' 
arssic— rf(ii4^rf— A)  o«âf  tsA  (c  -f*  ')  +^— -a. 

Si  Foo  a  Sa  cartes,  qu'on  fasse  trois  tas  de  i^  points,  on 
9mnLsartd+  7. 

VUL  Lorsqu'on  a  obtenu  une  formule  qui  exprime  en  let- 
tnoi Tinoonnue  d'un-  problème,  en  regardant  à  son  tour  cette 
inconnue  comme  donnée ,  et  quelqu'une  des  données  comme 
inconnue,  il  suffit  de  ré^udre  la  même  équation  për  rapport  à 
cette  dernière,  pour  obtenir  la  sdiitioil  éa  nouveau  problème 
aoqiiieL  ce  changement  d'inconnue  donne  lieu*  En  général ,  dans 
toute  équation  on  peut  prendr» pour  inconnue  celle  qu'on  veut 
de^  kUrea  qui  y  entrent.  Il  n'est  donc  plus  nécessaire  dédis* 
linguer  les  élémens  d'un  problème  en  données  et  inconnues  :  on 
exprime  par  une  équation  la  rdlation  de  ces  diverses  quantités, 
ctfon  regarde  ensuite  bonmie  inconnue  celle  de  ces  lettres  qu'on 
jigeà  propos.  Cette  remarque  tend  à  faciliter  la  résolution  dès 
problèmes  oji  l'incontiue  est  engagée  d'une  manière  embarras- 
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santé.  Voici  un  exemple  assez  compliqué  auquel  ces  conndfr^ 
rations  peuvent  s'appliquer. 

La  Mécanique  enseigne  que  les  temps  t,  i  j  des  oscillatîooiM 
deux,  pendules  sont  comme  les  racines  carrées  de  leurs  lon- 
gueurs l,  t  comptées  du  point  de  suspension  au  centre  d'osdbd 
lation,  ou  t\t\\  ^l\  ^t  \  connaissant  trois  de  ces  quantitésH 
on  tire  la  4*  de  l'équation  tf'  =  //'.  Mais  un  pendule  fait  SêSm 
tant  plus  de  vibrations  qu'il  va  plus  vite;  les  nombres  n  et  Jif ^ 
d'oscillations  faites  dans  la  même  durée  quelconque  par  lei 
deux  pendules  /  et  /,  sont  donc  en  raison  inverse  des  temps  ft 
cihacune f  tl^  Il  n'  l  n,  donc  . - 

Or,  l'expérience  apprend  qu'à  Paris,  dans  le  vide ,  le  peaddk 
à  secondes  (celui  qui  bat  60  coups  par  minute,  ou  86400  ooopi' 
par  24  heures  moyennes)  y  a  pour  longueur 

/=: 0,9938265  mètres,    log ^=  1^9978106, 
pu  /  =  36^7 1 8285  pouces ,    log  /  =  i  ,6648232. 

11  est  donc  bien  facile  d'évaluer  la  quotité  n'  d'oscillaâoii 
faites  dans  un  temps  donné  par  un  pendule  connu ,  ou  réciprov 
quement  de  trouver  la  longueur  f  d'un  pendule,  connaissant  le 
nombre  t/  de  ses  vibrations  dans  une  durée  déterminée.  ÛP: 
le  second  membre  de  notre  équation  est  connu ,  et  il  ne  s'agît 
que  de  trouver  l'un  des  nombres  l^  ou  n.  Le  calcul  des  logà' 
facilite  l'opération. 

Par  exeipple,  quelle  est  la  longueur 
d'un  pendule  qui  bat  100  000  oscillations       ^^^  ""  =   i,.9^^Mi 

j  ^  double  =    9,8730274 

en  24  heures?  On  a  l'équ.  /'iiz:  -^  ,  où        log  Z  =   7,9978106 


10 


71  =  86400,  /i'=  100  000  ;  le  calcul  ci-         i^.^  i  -_  1,8703380 
contre  donne  t  en  mètres;  c'est  la  Ion-  V  =  o», 7418873 

gueur  du  pendule  qui  bat  les  secondes, 
quand  on  divise  le  jour  en  10  heures,  l'heure  en  100',  la  mi-' 


nute  en  100". 


IX.  ^  et  i?  se  sont  mis  au  jeu  chacun  avec  une  somme  égale 
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la  perte  de  >^  est  la  fr.  ;  celle  de  By  67  ft,  ;  par  là ,  fi  n'a  plus 
fne  le  quart  de  ce  qui  r^te  à  A.  Combien  cliacun  ayait— il  ayant 
le  jeu  7  Réponse ,  72  fr, 

X.  Si  l'on  doublait  le  nombre  de  mes  écns,  dit  un  bomme, 
fea donnerais  8  ;  on  accomplit  ce  soubait  trois  fois  consécutives, 
éilne  lui  reste  rien  :  combien  cet  homme  avait- il  d'écus? 
Bipônse,  7. 

XI.  Quel  est  le  nombre  qui,  divisé  par  a  et  &,  donne  deux 

nbd 

futiens  qui  ont  c/pour  différence?  On  trouve*  =i  t • 

XII.  Trouver  un  nombre  dont  le  produit  de  ses  m  parties 
^les  soit  le  même  que  celui  de  ses  m  -f- 1  parties  égales  (le 
produit  des  3  tiers  égal ,  par  exemple  y  à  celui  des  4  quarts). 
Oaa 

_  (yyt  +  i)"-^' 


X 


m^ 


XIII.  Un  chasseur  proniet  à  un  autre  de  lui  donner  b  fr. 
r  tïAites  les  fois  qu'il  mânqtiera  une  pièce  de  gibier ,  pourvu  que 
'  eAÛH^i  dobne-c  fr.  chaque  fois  qu'il  l'atteindra.  Après  n  coups 
\  jk  fîtsîly  ou  les  deux  chasseurs  ne  se  doivent  riea ,  ou  le  premier 
fitkl  d  au  -second  »  ou  le 'contraire  a  lieu  :  on  demande  une-  for-* 
[  Wilé  propre  à  ces  trois  cas ,  et-x[ui  fasse  connattref  le  nombre  x 
|ihfC(mps  manques.  Le  gain  est  c  fois  le  nombre  n  -^  4^  des  oo^ips 
Ptoeiix  ;  la  perte  est  b  fois  :t ;  d'oà  bx  — -  c{j%''^x)  ^=izt.d, 

0»  trouve  *  ==-x-T-~"i  ^  i^s*  »ul  dans  le  i**"  cas;  on  prend 

■  u  "4*  c      ■•'.>.(.  .  •  " 

rigne  supérieur  dans  ie'l®  ^  et  Pinférieur  dan&  le  3^  - 

HV.  Une  fontaine  emplît  btîTéSiër'voir  en  'un  nombre  d'heuïres 

lépai^  A;  une  autre  peut'îe  remplir  en  A'^'Kêufies^  oh  -de- 

oombien  ces  fontaines*  mettraient  dé  temps  en  coulant 

hh' 
ible?  Réponse ,  x  =  r — ; — =7  On  résoudra  facilement  le  pro- 

n  -p  h  •  .  : 

le  pour  plus  dé  deux  fontaine» >..  même. en  admettant  que  le 
roirse  vide.(/'7>y.  VI,  p,  10a.)  : 
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Remarques  sur  les  ÉqiuUions  du  premier  degré. 

107.  Les  formules  algébriques  ne  peu'vent  offrir  d'idée  nette 
à  l'esprit  qu'autant  qu'elles  représentent  une  suite  de  calculs 
numériques  y  dont  l'exécution  est  possible.  Ainsi  la  quantité 
isolée  b  —  a  ne  peut  signifier  qu'une  chose  absurde  lorsque  a 
est  ^  b.  Il  convient  donc  de  reprendre  les  calculs  précédeiMy 
parce  qu'ils  offrent  quelquefois  cette  difficulté. 

Tonte  équation  du  premier  degré  peut  être  ramenée  h  atoiè 
ses  signes  tous  positifs ,  telle  que  {^) 

Retranchons  cx-^b  de  part  et  d'autre ,  il  viendra  ax—cx-^idr—b^ 
dou  j:  2=  ....  (2). 

Cela  posé^  il  se  présente  trois  cas  :  i**.  ou  û^  >  6  et  a  ^  c; 
2?»  oal'uBA  de  ccis  conditions  a  seule  lieu;  S^ouBnfin  b>>dtlt 
€"^0,  IWs  le  premier  cas ,  la  valeur  (2)  résout  le  problèmaî 
dans  lesc  deux  derniers ,.  ou  ne  sait  plus  quel  sens  on  doit  attachs* 
à  la  valeur  de  s ,  et  c^est  ce  qu'il  faut  examiner. 

Dans  le  deuxième  cas ,  Tune  des  soustractions  d — 6,  a  —c,  est 
impossible  :  soit  ^  par  exemple,  b^deta'^c\  il  est  clair  que  b 
proposée  (i)  est  absurde ,  puisque  les  deux  termes  ax  ei  b  àm 
premier  membre  sont  respectivement  plus  grands  que  ceux  câ 
etû^ du  second.  Ainsi,  lorsque  cette  difficulté  se  présentera,  on 
sera  assuré  que  le  problème  est  absurde  ,  puisque  l'équ.  n'en  est 
que  la  traduction  fidële  en  langage  algébrique.  . 

Le  troisième,  cas  a  Heu  lorsque  è  >  û?  et  c  >  a  ;  alors  on  il 
deux  soustractic)n8.  impossibles  :  mais  nous  avons  ôté  çat  -{-  6  de| 
deux  membres  de  l'équation  (1)  afin  de  la  résoudre,  ce  qui  était 


(*)  On  cliangera  les  termes  ne'gatifs  de  membre ,  ce  qui  sera  toujours  pOfc 
sible ,  puisque  rîen  ■n'*empéche  d'ajouter  aux  deux  membres  unie  mcme  qnait^ 
tité.  Ou  ne  pourrait  pas  la  soustraire  dans  tous  les  eu»,  puisqu'il  faudrait  (}>* 
ii'-s  deux  membres  fussent  plus  grands  que  cette  quantité'  soustractive. 
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manifestement  impossible^  puisque  chaeuti  est' <^ c» -4" ^*  ^e 
«Jcal  étant  vicieux^  nous  dterons  ax^  dde  part  et  cT autre,  et 
itiendra  6—- >c^=cjp  —  <»,  d'où 

Su  "i*»  «^^ ••■^^  •  «  «  loi  • 

c  —  a 

Cette  valeur,  comparée  à  (a) ,  n'en  diffère  que  parce  que  les^ 
àgoe$  sont  changés  haut  et  bas  ;  elle  ne  pré&ente  p(us  d'obscurité. 
On  Kpit  donc  que  lorsque  ce  troisième  cas  se  rencontre ,  il  au*. 
noBoe  qu'au  lieu  de  passer  tous  les  termes  inconitns  dans  le 
premier  membre ,  il  aurait  fallu  les  uMsttre  dan^  le  s^çpnd  'i  et 
il  n'est  pas  nécessaire  y  pour  rectifier  cette  erreuï*,  de  recoxt^- 
inenoer  les  calculs^  il  suffit  de  changer  les  sigdQS^aujL  et  bas.  * 

tJn  des  principaux  ayantages  qu'on  se  propose  «n  Algèbre 
est  d'obtenir  des  formules  propres  à  ti>us  les  cas  d'une  même, 
(question  ,  quels  que  soient  les  nombres  qu'elle  renferme  (  p..  148^ 
et  i5x).  Or  y,  nous  remplirons  ici  ce  but  en  cduTonant  de  pratir 
fuer  Burie&  quantiUs  néga^Ufes  isolées. les  mêmes  oalouls  que  ai 
sifat  étaient  a^mpagjaées-  dl^ autres  grandew»>  Par  exemplef  si 
Ponaisait  j5»+^  — 6  et  6î>.rf^  on:écrirail^în»«-^(fc  •'-li^^jr 
braque,  j»  n'existera  pas,  nous,  conirenoos  d'écrire^  eneore: 
rf— i  =  —  (fe_û?)^  quand  h  sera  ]>  A 

La  yaleur  de  *,  dans  le  second  cas  ,  devient  *  = rr. — $ 

cijwnu4iron8  q]ue  toute  solution  ^ègatwe  dénoie  Uàsmbsuidité<  ,• 

Piu:eiUement  ,pouT  dÂTÎsQr  le  poljnoine  ^^u'^rir  30^.b*'^^ta».r 

pir —  a*  4-  6*  V  etc.,  on  divisera  d'abord  le  premier. fceriâft 

*^a^  pac — a^y  et  l'oasait.  (n^giS)  <^ç  le  quotient.a'  mie  sifpe  4-- 

Sans. an  dirons  autant  de  ,ce$^  qv^Qtît^i •isoMQ9('-r,a^>;  -rt. c^irie- 

iQi^qiie  dans- le  troisièinfiB  ç4^,  )a.vdiienr:4e;>aPta«ir|vJ|^forniè' 

^(^  — rf)  ;      .          y  .■  ^  i,-^^..^    ...  J.rf|ù  j.^..  ».    ^;a,v'' 
— } r,  qui  se  réduit  a »  comm^pelle  doit  être  (3). 

108.  Cette  conveirtïOBi ,  qui"  ri'èhtr^âlîtoe  àuctiii  fiidènVëniént ," 
rtntfk  donc  tous  leè  dii  flfes  là  f«ririulé  Û).  Wkîs  ow  hirdbit 

pu  oublier  que  les  quantités  négatives  ^isoléeui^^rV^i  t'^'*^  iuM 


t56  ALGÈBRE. 

sont  que  des  êtres  de  conTeatîon ,  des  symboles  j  qui  n'ont  Mr. 
cune  existence  par  eux-mêmes,  et  qu'on  ne  les  emploie  ofvaiJP 
s'ils  en  avaient  une,  que  parce  qu'on  est  assuré  de  remplir w  ^ 
but  important,  sans  qu'il  en  puisse  résulter  d'inconvénient  &j 
effet ,  de  deux  choses  l'une  :  ou  le  résultat  aura  le  signe 
et  l'on  en  conclura  que  le  problème  est  absurde,  le  —  n* 
qu'un  sjrmbole  qui  annonce  cette  absurdité;  ou  le  résultat 
le  signe  -rf-y  et  il  est  prouvé  qu'alors  il  est  ce  qu'il  doit  être,  l^- 
que  provenu  de  la  division  de  deux  quantités  n^atives.  CdM 
cluons  de  ik  que  : 

i^.  On  a  le  droit  de  changer  tous  les  signes  dfune  èquaà/m. 
et  de  la  multiplier  par  une  quantité  nigatii^e.  En  effet,  si  f% 
est  «dans  le  premier  de  nos  trois  cas ,  l'équation  deviendra,! 
est  Trai ,  absurde  d'exacte  qu'elle  était  ;  mais  la  division  dii 
quantités  négatives  rétablira  les  choses  dans  leur  état  primitË 
Dans  le  deuxième  cas,  l'absurdité  du  problème  sera  encore  ma 
nifestée  par  une  valeur  négative;  et  enfin,  s'il  s'agit  du  troisième 
le  changement  de  signes  aura  rectifié  le  vice  du  calcul. 

a®.  Lorsque  l'équation  sera  absurde ,  on  pourra  etieore  tira 
parti  de  la  solution  négative  obtenue  dans  le  deuxième  cas;  car 
mettant— X  pour  * ,  l'équ.  proposée  devient — a»-}-fc=— c*+d 

d'où  X  = ,  valeur  égale  à  (2) ,  mais  positive.  Si  donc  01 

modifie  la  question,  de  manière  que  cette  équ.  lui  convienne, 
ce  second  problème ,  qui  aura  avec  le  premier  une  ressemblano 
marquée,  ne  sera  pas  absurde,  et,  au  signe  près ,  il  aura  menu 
solution. 

Présentons ,  par  exemple ,  le  problème  V  comme  il  suit  :  w 
père  a  4^  ans ,  son  fils  en  a  12  ,  dans  combien  d'années  l'âge  A 
fils  sera-t-il  le  qoai^tde  celui  du  père  ?  On  a  424-*=4  (  '  ^"1"*) 
d'oùjF  =  —  2;  ainsi,  ce  problème  est  absurde.  Mais  si  Von 
met  —  X  pour  x  ,  l'équ.  devient  4^  —  x^=  ^  (12  —  *),  ^ 
les  conditions  qui  y  correspondent  changent  le  problème  en 
celui-ci  :  un  père  a  4^  ^^^  »  ^^^  fils  en  a  12 ,  combien  d^annêesM 
sont  écoulées  depuis  l'époque  où  l'âge  du  fils  était  le  quart  à 
celui  du  père?  On  a  *  =  2. 
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Quel  est  le  nombre  x  qui,  drrisé  par  a,  donne  s  pour  somme 
I;  Al  diridende  x ,  da  diviseur  a,  et  du  quotient? 

.Onaa  +  »  +  -  =  »,  doù«  = ; .  Or,sia>«.  jpest 

a  tf  -+- 1 


piptiîf  et  la  question  est  absurde;  ce  qui  était  d'ailleurs  visible 
mvanoe:  par  exemple,  a  =  ii ,  s=5,  d6nnent«=:— 5^.  Mais 
[IkiDgeant  a;  en  —  x  dans  l'équ.,  on  trouve  1 1  —  *— -1^*==  6  ; 
[4l  sorte  que  «  =  5  ^  est  le  nombre  qui ,  joint  au  1 1*  de  5  ^ ,  et 
ntrancbé  de  1 1 ,  donne  5  pour  reste.  Sous  cet  énoncé ,  le  pro- 
i  Uàme  a  cessé  d'être  absurde. 

Quel  est  le  nombre  dont  le  tiers  et  le  cinquième  ajoutés,  di-* 
.  ifûnués  de  7 ,  donnent  ce  même  nombre  ?  On  a  5  *+  5  4f— 7=^'  ; 
;|foii«  =  — -  i5.  La  question  est  absurde;  mais  remplaçant  x 
'  W — «  dans  l'équ.  (ou  plutôt — 7  par+7),  on  verra  que  i5  est 
f  IsBcnnbre  dont  le  tiers  est  le  cinquième  ajoutés  à  7,  forment  i5, 

109.   L'équation  (2)  présente  encore  deux  singularités.  Si 

(•=£«,  on  a  jr= ;  mais  la  proposée  devient  dans  ce  cas 

;  «4* b=2  ax  +  dy  d'où  b=^d\  ainsi  tant  que  b  est  différent 
de  i,  le  problème  est  absurde ,  et  n'est  plus  de  nature  à  être 

■.  Modifié  comme  ci-dessus.  En  faisant  décroître  n,  la  fraction  — 

logmente  ;  pour  11  =  ^,  7^,  7—,  les  résultats  deviennent  2, 
,  100, 1000  fois  plus  grands.  La  limite  est  V infini  ^  qui  répond 
M  ftss  o  ;  on  voit  donc  que  le  problème  est  absurde  quand  la  «o- 
\  mon  est  infinie  y  ce  qu'on  désigne  par  le  signe  ^  =  00. 

Mais sia  =  cet&=:£/,  alors 4rr=  | -  et  la  proposée'  devient 
;  ax+i  =âs-{-  6  ;  les  deux  membres  sont  ^aux  quel  que  soit  x , 

fn  est  absolument  arbitraire.  Ainsi,  le  problème  est  indéterminé^ 

^ureçoit  une  infinité  de  solutions  j  lorsqvfon  trowe  x  =:  |  dans 

Wyi».  (i).  Voy.  n*  n4- 

Premier  Degré  à  plusieurs  inconnues. 

'-  1X0.  Lorsqu'on  a  un  nombre  égal  d'inocmnues  et  d'équations, 
par  obtenir  les  valeurs  de  ces  inconnues,  on  peut  opérer  de 
Ms  manières. 


f 
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.,  L  On  Xuoera  4b  .obaqine  éqmtkm  te  valeur  d'une  incsi 
comme  si  le  resl&  éUit  oowair;  on  4g*ler«  «es  Tal«Nr«>dÉ 
denXi  etPon  formera  ainti  autant  cPéqu.  moinaane,  qu'oi 
âTait  d'alibrfl  ;  en  répétant  ce  càlcol,  on  iUmUnera  clûi^ 
«me  iiKxmiiki^  ;  P^isy  lorsqu'on  aura  obtenu  la  Taleur  de1à-i 
liiere^  on  remontera.de  prochie  en  proclie  pour  «voir  edlei 
fiotres*  .  .  * 
Ainsi,  pour  &p-*.3j^=  1,7^-^4*=  *'5>«atîw« 

de  la  première «  =  21- — ^ 

çtdelaseopnde..**  x:=^^^ — ; 

4 

■ .      .  ■       î  . 

égalant  oea  valeurs,  on  a  "^  v'      =»  •—? — ^  i  éqpiation  qu 

renferme  plus  qu'une  '  inconnue  y^  et  d'où  l'on  tire  i7y  • 

=35j^— 65;pui8,35^— i!i^=65  +  4i  ^**  ^3^=69;  eu 
^=3  ;  jsixauontant  à  lapremibre  des  valeurs  de  ir,  il  n 

3.3+1 

Pareillement         a*  -f-  5y  —  3«  =:  3 , 

3*  —  4y  +    2  =  —  a, 

Sx  —     jr  +  25S  =  9, 

donnent  «  = 5^- =  4y  —  3*  —  2  =  ^      "^ 

Chassant  les  dénominateurs  (io5^  I),  on  trouve 

2*  +    5y  —  3  =  i2y  —  gjp  ...  6, 
8y  —    6»  —  4  =    9    +    y  —    5jr, 
ou  jy  —  1  i4f  =  3 ,         7^  —     ar  =  i3  ; 

on  en  tire  7j^=3  +  ii«=si3  +  a?,  d'où  4r  =  i  ;  et  remon 
aux  valeurs,  de  ^  et  is  ci-deasus,  on  trouve  enfin 

3  +  n                      2-4-2.5  —  3 
j^^~--  =  a,    ij= j— .  =  3. 

IL  La  méthode  des  substitutions  consiste  à  tirer ,  comin< 
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I  itmtSj  la  Taleor  de  V,nae  des  inconnues  ;  puis  à  la  substituer 
ihns  les  autres  éqo.  :  on  a  ainsi  une.  â|u«  et  «ne  încioun^i^de 
;  ■oîiiSy'etJ'4m  réitère  le  même  fHTocédé.    . 

joîeat  3jp-)«s^ssia,  ^%  +  ysszSf  j:  +  ;y +  3« +=8;  la 
ttomde  donne  <>^  =  5  «—  s^s;  en  substituant  dans  les  deux  Au- 
tres^ elks  deviennent  Zx  —  4^  =:  2  ^  jv  -f-«  =  3.  -  

Celle-ci  donne  :t  =  3  —  z^  ce  qui  chs^nge  la  précédente  en 
9—32  —  ij'ssa;  d'oà z :=  i .,  et  par^uitp , *  =  3  — •  2  =  2 , 
J'zsS  — a«=±:3. 

III.  Le  premier  procédé ,  quoique  plus  simple  que  les  autres , 
est  rarement  employé  à  cause  de  sa  longueur  :  le  second  ne  sert 
guère  que  quand  toutes  les  inconnues  n'entrent  pas  dans  les  équ.  ; 
venons  maintenant  à  celui  qui  est  le  plus -usité.  Prenons 

ax+by:=zc[,  a'x  -f-  b'yrsiz'c' {A). 

Sapposons  que  a  et  a  soient '^ux^  en  sot^strayant  l'une  de 
ces  équ.  de  l'autre^  x  disparaîtra;  si  a  'et  a  étaient  de  signes 
eontraires.;  il  faudrait  ajouter  les  équ.  Mais  lorsque  a  et  a'  ne 
sont  pas  égaux^  on  multipliera  la  première  par  a  ,  la  seconde 
par  a  j  et  notre  conditionnera  remplie^  puisque  oa'  sera  le  coef- 
ficient commun.de  x  {*).  On  obtiendra  donp^  en  retranchant  ces 
produits  l'un  de  l'autre ,  a'iy  —  ab'y  '=  a'c  —  ac'.  De  même» 
éliminons^,  en  multipliant  la  premièrjç  équation  par  6^  et 
la  seconde  .par  b  ^  puis  retranchant  les  produits  ,  d'où 
abx  —  ab^x  =  6c'  -r  b'c»  Donc  enfin  on  a       . 

bc  —  b^c                 a'c  —  ac'  ,^. 

-  — >»    y  =  ZjT—TïT W 


cib^ab"    ^        db^ah' 
III.  £n  traitant  de  la  même  manière  les  équations 

a'a?  +  y y^  c 
a'x  +  b'y  +  c' 


:'z  =  d:       [   (C), 


{*)  Si  a  et  a'  ont  on  facteur  comman ,  il  ivB'faot  prendre  pour  mnltipli 
dteara  respectifs  qoc  les  facteurs  non  commîtes  à  a  et  à  af,  comme  ponr  1 
«JiiccioA  vMi  «lèn»  idàiomkulleiir  (  n*  38 ,  .i« .  ât  a* .:) .  <  </S 
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qui  sont  les  plus  générales  à  trois  inconnues ,  on  trouverait  le* 
valeurs  de  s ,  ^  et  s.  Mais  ce  calcul  ne  permettrait  pas  de  d^ 
couvrir  la  loi  des  résultats  sans  recourir  à  Finductîon  ;  c^oft 
pourquoi  nous  le  présenterons  d'une  manière  un  peu  différeûtt*' 
Multiplions  la  première  par  k  j  la  deuxième  par  k\  et  de  1» 
somme  de  ces  produits  retranchons  la  troisième;  il  viendra 

{ha  4-  h'a'-^J)  X  +  (ifr*  +  ne—  IT)  y 
+  (ifcc  +  itV  — 02=  W  +  if^— rf*. 

Les  nombres  h  ^\ls  étant  arbitraires  y  on  peut  leur  attriboop 
des  valeurs  propres  à  cbasser  deux  inconnues  ^yetsi,  par  exem- 
ple. On  posera  pour  cela  les  équ. 

kb  +  k'b'^b%    kc  +  kV=c' (2>)/ 

qui  serviront  à  faire  connaître  k  eik^^  et  Ton  aura 

_  kd+k'(r—(f 

'^'^  ka  +  kW^a" ^^'  ^ 

Il  faut  ensuite  déterminer  it  et  k' ,  et  en  substituer  ici  les  valeun 
mais  on  peut  abréger  beaucoup  ce  calcul.  En  effet ,  le  numM 
rateur  de  x  se  déduit  du  dénominateur ,  en  changeant  a^  d,  cf 
endjCF^cP'y  et  comme  k  et  k'  sont  indépendans  de  ces  quan- 
tités, la  même  chose  aura  lieu  également  après  la  substitution 
des  valeurs  de  k  et  k\ 

Il  s'agit  donc  d'évaluer  le  dénominateur ,  puisque  le  numé* 
rateur  s'en  déduit  en  changeant  simplement  les  a  en  d-y  les  for- 
mules B  appliquées  aux  équ.  Z>  donnent 

_  b'c"  —  c'b"       ^,_oV^bc" 

cb'-^bd  '     ''  —  ^b'  —  bc''  4 

d'où     ka  +  ka — a  =  /— i  — a\ 

On  réduira  au  même  dénominateur ,  qu'on  supprimera  commtfr 
étant  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  E,  et  l'on  aura  - 
pour  le  dénominateur  cherché 

K=ia  (6V—  c'b'')  +  aXcb'—  bc")  +  ar{bc'—  cV).        T 
En  faisant  attention  à  la  manière  dont  il  faut  exécuter  cM 
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L  ndtipIioatîoiiB  :  cm  observera  qae  le  calcul  se  réduit  à  Popéra- 
I  tioB  aaîvante.  On  prendra  ladifFérence  bo-^b,  entre  les  deux 
\  mnagsmena  des  lettres  bétc;  puis  on  introduira  la  lettre  a 
à  tontes  les  places ,  en  commençant  par  la  première  à  gauche , 
^4tciiangeant  de  signe  chaque  fois  que  a  changera  de  place;  -f-  ^ 
;  eqendrera  -f-  abc ,  —  bac  et  +*  bca  ;  —  cb  donnera  —  oci, 
+cttb  el'^  cba.  Enfin ,  on  réunira  ces  six  termes  ^  et  Ton  mar- 
inera d'un  trait  la  seconde  lettre  de  chacun  ^  et  de  deux  la  der- 
iBre;  le  dénominateur  K  est  donc  / 

K^ab'c''—ba'c''+bc'a''—ac'b''  +  cJb''—cVa\ 

Pour  trouver  y ,  il  faudrait  égaler  pareillement  à  zéro  les 
coefficiens  de  x  et  is  dans  l'équation  ci-dessus;  mais  la  symétrie 
.-des  calculs  prouve  qu'il  $u£B.l  de  changer  i^  en  a  ^  et  réciproque- 
ment dans  la  valem*  de  x.  On  changerait  c  en  a  pour  la  valeur 
i  dei.  Concluons  de  là  que,  i^.le  dénominateur  des  valeurs  dex, 
yj0t  %j  est  le  Tnime  ;  H^.  le  numérateur  de  cTiacune  se  déduit  du 
fiknminateur  ^  en  changeant  les  coefficiens  de  ^inconnue  en  les 
es  connus.  Ainsi 

tO/c'—bâfo'  +  bc'cP— dc'b'  +  af  ft'— cb'(f 

K 

adfc''^  dJc"  +  &'«*'  —  acd!'  +  cclif'-^  cdCaf 

y^ , 

ab'dr-^  ba'dr  +  bJa'  —  aclb'  +  da'V  —  <»V 
s= ^ 

La  loi  que  nous  avons  démontrée  suit  de  la  nature  même, du 
*;  en  sorte  que  si  l'on  a  quatre  inconnues  et  quatre  équ«, 

»+  *:K  +  «*  +  *=/.     «'*  +  *>+  c'%  +  dtz=if,  etc., 

sdBra  de  chercher  le  dénominateur  commun  y  et  l'on  en  dé* 

didque  numérateur;  de  plus,  ce  dénominateur  sera  formé 

tt  la  même  loi. 

On  pfend  donc  les  six  arrangemens  des  lettres  abc  qui  servent 

SibKxminateur  ci^dessus  (en  supprimant  les  accens},,'Ç^ 

hac  -f>  6<^  """  ^^^•*  ^'^  ^^^^  occuper  à  la  lettre  d^  danf 

1.  II 


l6ï  ÀMMiSftLUé 

éÊênm  èk  èà  tumm  »  toulèt  lei  piMM»  à  mmiMigm'  y#|i 
pmtoihré  k  pMchk\  imi»  m  Aéûgê  de  tignt  ohàqM  lob 
patte fehmè  piaed  à  la  toiiraiite;  enfin  on  ntalrqirii  ifmn 

daitxièaM  lettre^  la  troifîime  dk deni:  et  la  dernÎA^  de  1^^ 
dénoniinateor  oommail  ett  ■  i 

Yoioi  quelqaet  proUëmet. 

I.  Une  personne  a  des  jetons  dans  tas  maint;  ai  elle  en  poft 
un  de  la  droite  dans  la  gauche ,  il  j  en  aura  un  nonÂre  im 
dans  dHibiifle ;  ntats  A  elle  en  pàiw  deM  de  la  gtftdle  danif 
droite  »  calle-oi  en  eoiitieiidra  le  double  de  l'autre  :  on  deayM 
«unbiendMiflM  main  en  eoatient.  On  treuTe 

IL  On  a  aclbetè  trois  lujotix  dont  on  demancle  les  prix;  on  sil 
que  celni  du  premier  ^  plus  la  moitié  du  prix  des  deux  antxîL 
âiit  a£{  louis  *,  le  prix  du  deuxième ,  plus  le  tiers  du  prix  dll  fnP 
mier  et  Au  troisième ,  hki  l6  louîs;  enfin  le  prix  an  hnïiftiil 
plus  la  moitié  du  prix  des  deux  autres ,  &it  39  toùis.  Cte  i 

d'oà  Ton  tire  «  =1  8,  /=  18,  ^=  i6.  ' 

IIL  ji,b  et  C  ont  un  certain  nombre  d'écus ^  A  distribatrf 
des  siens  à  ^  et  C ,  leur  en  donne  autant  qu'ils  en  ayaîent  d^î 
JB  douUéà  son  tour  ceux  qui  ré^tëtit  à  ^  et  cèbt  ^tne  C  a  enlli 
les  mains;  enfin  C7  distribuant  k  ^  et  ^^  double  pareillement  kl 
nombres  qo'ils  se  trouvent  ayoir  )  t<mt  cela  hit  j  ebaoun  en  a  tS} 
Qu  dematide  combien  ils  en  étaient  d'abbrd*  x^y^ta  désigMl 
les  nombres  d'écus  respectifs  de  ^^  ^  et  C,  arant  ces  distribtf* 
tiens ,  on  trouve  ces  équ. 

X — y  —  «^4>  3y  —  «  —  a  =  6,  7a  — « — yz=z  16, 
d'oii  l'on  tire  a?  =  26,  j'  =  i4 ,  «  =  8. 

ii!t.H  lafife  qeelqtiefaî^  ^ti'nne  équation  ne  pé«t  esisM*  - 
^oins  qeVlle  ne  se  partage  en  deuk  antres  ;  ainsi  «•  +  j>»  1»  • 
ittpposé  X  r±  b  et  y  !±s  e^ ,  piltsqne  den%  carrés  étant  positA 
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hotn  tto  jpfeiiit  déti^ii^  Paiitre,  et  riendrâ  la  MOime  nulle.  Dé 
iMAë [x  —  0'  +  (>  —  a)*  =  o ,  âonne  *=  i,  et  >  =  i;  et 
|kfoi^'îI  n'y  ait  qu'une  seule  éqà. ,  c^eist  comme  s'il  j  en  a^ait 
tos.  Il  eh  &ut  difHS  autaiït  de  la  question  gUÎTante,  qui  n'a 
ij^tkté  Wn\é  oonditiotl.  TrouTer  deui  nombres  tels,  que  si  l'on 
îjttote  9  au  carré  de  l'un  et  à  5  fois  le  carré  de  l'autre ,  le  r^ 
kdtat  soit  lé  produit  du  double  du  second  nombre ,  par  3  plus  le 
double  du  premier.  On  a 

fsi rerient  à     4**  —  4*y  +J^  +  **  —  6«  +  9  =  o» 
oii(ax— ^)*  +  (*— 3)*=o;  doncsur  —  jr  =  o,etx  — •  3=  o; 
firtant  4P  =  3 ,  et  ^  =6. 

Cest  par  la  même  raison  que  l'équation  Jc*+^~l~i  =oest 
dsnrde. 

ti3.  Voici  ùii  cas  bieti  remarquable  daàs  lequel  une  équa- 
AMi  ié  partage  eti  deux. 

èufpàiohs  ^ûé  Us  iUmèna  (cPUne  question  sàierli  Uès  par 
lijuàtion  A  -4^ii  =  B  +  i3/  quephzsieufv  de  tes  élimens  sotehi 
wHahtes  ensemble ,  et  que  P équation  doive  subsister  dans  tous 
kun  états  possibles  de  grandeur  ;  qu* enfin  quelques  termes  A,  B, 
iineiireni  ookstaks  ,  tandis  que  tes  autres  «^  /3^  seraient  va- 
HlAlés  et  susceptibles  de  décroît  ensemble  autant  qu*on  le 
iétf;  cette  équatioti  se  partage  en  deux  ,  l'une  A  =  B  entre  les 
ifUies  conitans;  l'autre  m  ^=  0  entre  les  termes  variables  j  la» 
Me  aura  lieu  pour  toutes  les  grandeurs  que  la  question  permet 
jteMhuer  à  lafi>is  àttelfi.  En  effet ,  si  l'on  admet  que  les  côns- 
i\fis  jt  et  B  ne  sont  pas  égales ,  leur  différence  étant  K, 
ul—  B  z=ztlh.K,onèn  tire/â  —  a  z=:±Kfles  variables  fi  et  m 
coàttryeraieht  donc  entté  elles  une  différence  fixe  Ky  et  ne  se- 
nioit  pas  de  nature  ii  pouvoir  être  moindres  que  K,  ce  qui  est 
tebtraire  \  llijpothëse. 
Cest  ce  principe  qui  constitue  la  KémoDS  nxs  ukites,  dont 
i  ferons  un  fréquent  usage  par  lia  suite.  Quand  on  petit  faire 
^l^/ttieher  une  grandeur  uariable  A— et  (fune  autre  A  qui  est  fixe  j 
^  ^^¥mièreàrefêdre  leur  différence»  moindre  que  toute  grandeur 

\  n  . 
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donnée j  aana  cependant jju'eUespuisêé.ntJiVrutiê  {leifenirn 
sèment  égalee^laiecoride  AeeitiUe^jjum  de  laprÊmière 
reste ,  cfaaque.fois  que  nous  appIiqueroDS  oe  théorine,  m 
bien  de  s'ex^rper  à  rq^rodap^.Ie  raisonnement  çii*deBHp 
de  répandre  sur  les  résultats  la  clarté  eonTenaUe  :  aoos 
tons  les  étndians  à  se  sonmettre  4  ce  conseil  •  dont  fls  r^ 
tront  l'iUtÛité.  EJn  Toici  deux  applications  »  propres  i  bm 
marche  da'calcal  et  du  raisonnement. 

•        .Il 

I.  Soient  ^a  et  }/  h  deux  incommensurable  i  s  et  < 
leurs  approchées /:r  et  y  lès  différences  qui  Àîstent 
râleurs  et  les  radicaux 'i  on  as  r=  ^a^^s\t;=s.^h 
or  j  les  produits  rationnels  s;  X  ^  et  ^  X  ft  'ibâtÇ  hffm,  \ 
t/aX|/&±«=l/&X  l/adiiS/éArepréèeiitaôtiiÉr 
tous  les  Aetmes  dii  jp  et  jr  sont  facteurs  dans  diaque 
Obserres  que  si  Ton  pousse  davantage  Papproximation>! 
reurs  j^  et  x  décroîtront  ^  et  cela  autant  qu'on  roudrmi.i 
cette  équ.  cesse  d'ayoir  lieu;  les  facteurs  |/  a^  |/  6 
invariables  >  «  et  0  dé<^tront  indéfiniment  :  donc  i' 
partage  en  deux,  |/aX|/6=V^6Xi/aj,eta=: 
â-dii^  €jp!onfeiiU  aussi  bùn  intervertir  V ordre  deefacteun 
tionnels  que  celui  des  rationnels. 

II.  Soit  demandée'  la  valeur  iS'  de  la  fraction  décimale 
dique  o,(54)  3  d*aprës  la  notation  du  n**  5i.  En  ne  prenant  f)| 
deux  fois  la  période ,  et  représentant  par  h  la  valeur  des 
lions  négligées,  on  a  <S—  k  =  0,54^4  »  multiplions  par  100,  i 
aurons  lOOiS  —  looi  =  54,54;  et  retranchant,  99^"" 
=  54  —  tI^*  Msi's  si  1*0^  eût  pris  trois  ou  quatre  fob  lapjig 

riode ,  ce  dernier  terme  fût  devenu  — -^- ,  ou  — %•:  ainsiilÉ 

100^  loo*  J 

voit  qu^OQ  peut  faire  décroître  indéfiniment  ce  terme,  en  mitJp 

temps  que  l'erreur  k,  en  prenant  la  période  un  plus  grand  no>r 

bre  de  fois;  on  peut  donc  donner  à  l'éq.  la  forme  9g<$---«=54-7S 

d'où  l'on  jtire  99*5^=54, 6145=1^,  comme  on  le  sait  déjà.  On  ai* 

outre  «=/3,  quelque  nombre  de  périodes  qu'on  ait  considér^f 

en  effet,  si  l'on  prend  la  période  deux  fois,  par  ex.  k=o,ooqp(S(^9 

d'où  loo^ir^ o,(54)- If ,  çt  ggir  =  •^^,  ou  *  =  ^. 
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'Soit  8=  oJ(p),  la  période  p  étant  composée  de.  ti  elîiffres, 
^'a  io"&=p,  (p),  et  par  le  même  raisonnement  (lo"— ''i)iS=p, 

U  5=  -— £ =  -^ ,  comme  n»  53,  3*». 

10-  — I      999 

*ii/^  Les  formules  d^élimination  (i9)  présentent  quelques  par- 
solarités  qu'il  convient  d'examiner  :  tant  que  ces  valeurs  de  x^ 
y  sont  positives,  Ta  solution  résulte  de  ces  formules ,  et  il  n'y 
n  doute  ni  difficulté.  Mais  il  peut  en  être  adtrenient ,  ce  qui 
ndoit  à  trois  cas  d'exception  de  nos  éqn.  (J^.  "* 

1*;  jv  ou  ^  peut  être  négatif;  alors  le  problème ,  tel  qu'il  est 
oposé ,  est  absurde,  et  on  peut  le  rendre  possible  à  l'aide  d'une 
■fie-  modification  qu'on  trouve  encbnngeant  cette  inconnue- 
teigne  dans  les  équ.  {A)  :  le  calcul'réduit  en  c£Pet  là  question^ 

g  Ravoir  qu'une  seule  inconnue ,  et  Fou  est  ramené  à  ce  qui  a  été 
|i(n*i07). 
\*  Lorsque  les  formules  (^.  sont  infinies,  les  coefficiens 
de^valeurs  numériques  telles ,  qu'il  en  résulte  a*h  -  ah'^=o , 

ll-=r-*  Pour  connaitre  alors  la  nature  de  .la  question, 

3  fiât  introduire  cette  condition  dans  les  équ.  ('^};  mettons 

Iwc  -7-  pour  cl ,  la  seconde^devient  -r-  «  +  b'y  =  c  j  donc 

^ME  que  le  cas  présent  ait  lieu ,  il  faut  que  les  équ.  proposées 
Nent  ax-^-by^^LCy  b\ax  +  byj^=:bc\  Or,  elles  ne  s'accordent 

Wn  elles  qu'autant  que  b'c^=ibc  >  ou-r  =  — •  Cette  .relation 

pèit  être  satisfaite  ou  ne  pas  l'être;  si  elle  n'a  pas' lieu j^  lepro^ 
Hème  est  absurde ,  puisque  les  conditions  de  la  question  sont 
BQQtradictoires  :  cette  circonstance  est  annoncée  par  d^s  valeurs 
iiXeij  infinies.  Alors  les  coefficiens  forment  une  proportion 
^.t  </  Il  blVjk  laquelle  le  rapport  des  termest  connus  c  et  c  ne 
test  fiiire  suite, 
3^  Mais  si ,  outre  la  relation  qui  rend  le  dénominateur  oa 

^'Hssr}  on  a  encore  -r-  =^  --,  les  deux  equations(A)  neqaïf^ 


>.    i 
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lent  ploiqa'à  ini^  tenlejkt^çia  0Qii4HMnvd^k  9Nt4tiaB  fp 
Pune  dpipi  Ffilitce;  et  oqnime  €(^  n>  qvfmm  iipu^  ^ 
incanniieri  &  probièms  «i#  mcUUrmini  (n*  it?)*  Gdaj 
quand  les  coe%ifiy  d(B  f égmtioii  formeat  iiuia  mppofti 
entre  eux  aZo^CtAtA^Ctc:^;  et  attendu  Iqu'off  a  tusio'c: 

Pui»  d^  4  (^  0^  IVfrP  4e  *  et  ?«ll  4inMI  Ifl  n^lw 
^C;  le  premier  ftH  9  iMtapAt»^  P«  îwnniji  k  WmA 
«lifl^liçff  ifiUialp  ^  4B:ss4i  dheB^N^f  le  Jîto  Ç  df  fem 

pranier  eonrvier  fioiiP  niriiier.  en  Ç\  tf^  fiafpMrt  «  Uk 
I  \iffw^9  «MalHm  mettPfetrtt  d'henrep  i  pfMmiinv  «i 

n!  1  ::  jr  : -/Demème&iaanti9C==^, -^estlètenipai 
n  Jii  .     T-  : 

ploie  le  aeooiid  courrier  pour  arrirer  en  Ç\  ainsi  —  s  - 
plus  jiCsa  4B  +  BC,  ou  «  =  d^+^9  d<>ne  qn  aie 

*  *  -         ■ 

d'où  *  =3 ,     y  = 


le  temps  éooulé  jusqu'à  la  rencontre  est  -  =::  -^  ==; 


a 


Gela  posé|  si  i»  >  m,  x  eiy  sont  positifs ^  et  il  n'j  a 
difficulté.  Mais  si  n/^m^le problème  est  absurde ,  puisque 
sont  négatiff  :  on  yoit  en  effet  que  le  mobile  ^ ,  q^i  esjl  < 
riërçi  all$int  mo^ns  yite^  Ifi  rencontre  est  içipç^^Ie^ 

Chfin^e^ns  or  et jk  de  signe,  dans  mx=njfet^xssr,d, 

cette  çlernière  équ.  sera  seule  altérée,  et  deviendra  j^=d 

qui  se  rapporte  à  deui^  problèmes  :  I^  ou  le  point  ff 

arrière  de  A ,  tel  qu'en  B^^  a^.  ou  l'on  suppose  que  A 

r  (>  n^  sont  pas  les  points  de  départ ,  et  que  le^  courriers, 

partis  depuis  long-temps ,  sont  arrivés,  ensemble ,  l'un  e 
l'autre  en  £;  on  deqwnde  alovs^  le  liau .  CT  oà/  ils  se  sqnt 


reiiowti^;  len  td«i»rt  çif4«MiM  de  s  et  y  <â«^m0&9i  ^  aigiyss, 
MAI  km  loojgiuivw  y4C  €)|  £Ç« 

S4  m^^fkt  ^  f^y  ^nt  iofi^Mfl»  «t  le  prq}>Iè»aç  ^  {J)Miv4e  :  ce 
^î  Tient  de  œ  que  1^  cto^orrievii,  «y^pt  U  mèma  TÎtesA^,  »§ 
peavent  se  rencontrer.  Cependant  si  d=:Oy  x  et  y  sont  |^  et 
il  7  a  une  infij|^i(4  de  poinl»  det  feooentr^^  ea  effet  les  mobiles 
partent  du  même  point  sans  jamais  se  séparer,      r- 

Sa.dhmiigeant  le  signe  dfi  m,  oi^  traiterait  le  cas  eb  les  cour"* 
vioN  ¥Ottt  au-deywjit  Fmi^  de  l^utvt. 

'.  •  Il  Mra  ûusSe  de  tco^ver  de  mime  en  quel  Kea  les  coarrieFS' 
ce  treu^aient  éeavtée  k  une  dietance  donnée  i. 

ii5.  I«e  «^pifre8si<HUl  oJi  entre  le  sigae  >  pour  marquer 

quelle  est  la  plus  grande  ^es  deux  quantités,  sont  des  inégalitéa, 

La  différence  demeurant  ]|a  mèm!^  lorsqu'on  y  ajoute  ou  qu'on 

en  ôte  le  même  nombre ,  on  peutj  sans  troubler  une  inégalité ^ 

afotttBT  aux  deux  membres ^  ou  en  ôter  des  quantités  égaies j  et 

pat  conséquent  les  soumettre  aux  mêmes  cahute  que  lès  équa^ 

thns  (n*  io5),  c'est-à-dire  en  muhipKer  ou  diviser  tous  lès 

termes  par  un  même  nombre ,  et  transposer  quelque  terme  en 

diangeant  son  signe.  Soit  3x  —  7^  «  -)- 1 1  ;  ajoutons  7  aux  deux 

membres,  puis  retranchons-en  x  ^  nous  avons  %r-—jr]>i  1-4-7, 

oua»^i8;  d'o&  x^g.  Cette  question.  Trouver  un  nombre 

èM^  le  triple  1  diminué  de  7,  4i»«na  va  e^eèfs  qui  surpasse  ce 

Modire  pluAii»  e hiH  i^uifâ  i» iplutii^iis ipwsqu» tente quan- 

liftfc>9yeelisfii^ 

.Huflieurc  ÛMég^l^»  PQpf^iliaiU  «»  d^Mluent  ehacuoe  une 
limite  de  cette  «VMxmnuAî  arj^  a\  a^  cea  llniitee  sont  dani  le 
;  même  sens,  comme  x^g  et  ^]>  7  >  alors  il  y  a  une  des  inéga- 
lités qui  dispense  d^a^iif  égard  aux  autres;  a^  si  les  limites 
amt  dans  dos  sens  <)p|;pf^^£QnMne  x/^^  et  ir  <[  i5,  alors  on 
se  peut  pi:endre  pou^  x  quç  les  valeurs  intermédiaires.  Il  se 
peut  même  que  ces  limites  s^excluent  mutuellement,  comme 
t>4'et'S<^9  tiers  1^ p^ebtënie est  absurde,  et  renferme  des 
MudStioDS  coniradietotres. 


■/  .  ■ 

Qn  en  tire  jp^  i5^«<C  19  et  «^17.  Il  est  dair  qve  k 

nombre  devant  être  compris  entre  17  et  19^  la  i**  oondition 

donnée  est  inutile;  et  l'on  pent  prendre  pour  s  9 173»  X7Y*»**f 

et  un  nombre  infini  d'autres  valeura.  Mais  si  s  doit  être,  entier  ^ 

le  problème  ne  comporte  que  cette  solution  :r=s  18. 

Quand  on  a  a  ^  6  et  d^V.^  on  en  tire  yisiblement 


! 


\A 
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.   Quel  est  le  nombre,  plus  grandqueiS^  dont  le  tr%>leipl«si, 
est  moindre  que  le  double  plus  20;  et  td  en  outre  ^e,  dimimé  ^ 
de  1  et  augmenté  de  3 ,  le  quotient  de  cette  difiérenœ  par  eetts  ^ 
mnme  surpasse  f  ?  Ces  conditions  ^éeriTcnt  ainsi  : 


9 

I 


ai 

•\ 

donci  on  peuê  afmOerj,  mtdi^pliir  membre  à  membre^  deMief  ki4^ 
gfditia  dont  le  âigne  eêê  dans  le  même  sens^firmer  les,  pujer^ 
aanoea,  extraire  les  racines^  en  conserparU  les  mime^  signes 
d^inigaliti  ■:  un  peut  soustraire  ou  diviser  membre  à  membrt 
deux  inégalités  dont  les  signes  sont  intfersesj  en  conseryant  le 
signe  de  l'inégalité  qui  a  fourni  les  dividendes. 
L'expression  a  non  ^  b ,  qui  désigne  que  a  ne  peut  être  plus 

grand  que  b ,  s'écrit  souvent  ainsi  a  <^b;  elle  est  soumise  aux 
mêmes  calculs  que  les  inégalités  simples.  Par  exemple,  quel  est 
le  nombre  dont  le  triple  diminué  de  2  ne  peut  être  moindrs 
que  7,  et  dont  le  décuple  moins  i  ne  peut  surpasser  11,  plus    - 
6  fois  ce  nombre?  Ces  conditions  0*écriveiit  ainsi  : 

3jf-^a  >7,       lox  —  i  <^n+6x, 

d'oà  3*>7  +a,       10*— 6it<ii+  x  : 

iînsi  *  =  ou  >  3  et  *  =  ou  <  3,  ou  plutôt  jp  =  3. 

116.  Nous  terminerons  par  une  remarque  importante.  Faisonf 
varier  x  dans  a  — ar^  à  mesure  que  âp  croit  pour  s'approcbeif 
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iea,  0*^%,  qui  est  positif,  diminue ^  et  derient  enfin  nul  lors- 
jue  x=:a  :  sï^x  continue  de  croître,  a  —  x  devient  négatif. 
Vous  exprimerons  ces  circonstances  en  écrivant  a  —  or  ^  o,  tant 
pe  a— -jcest  positif;  et  a-^4r<^o,  des  que  x  surpasse  a.  Ce 
l'est  pas  qu'en  effet  il  puisse  y  avoir  des  quantités  moindres 
[ue  zéro  ;  mais  il  est  visible  que  si  l'on  convient  qu'on  traitera 
/l'avenir  ces  inégalités  à  la  manière  des  équations,  l'une  doub- 
lera a'^x  et  l'autre  a<!^xj  et  ce  ne  sera  qu'une  façon !d'é* 
3Îre  que  a  — 4r  est  positif  dans  un  cas,  et  est  négatif  dans 
l'autre.  Nous  r^arderons  donc  les  quantités  négatives  comme 
moindres  que  %éro^  et  les  positives  comme  plus  grandes  que  zéro; 
ce  qui  n*est  en  effet  qu'une  convention  commode  pour  faciliter 
les  calculs. 

G)mnie  a  — «>o  donne  — «>  — a,  et  <*>*,  on  voit 
^'on  n'est  pas  en  droit  de  changer  les  signes  de  tous  les  termes 
fane  inégalité,  à  moins  qu'on  ne  change  aussi  ^  en  ^,  ou  ré- 
ciproquement; on  ne  peut  pas  non  plus  multiplier  une  inéga- 
Kté  par  une  valeur  négative  sans  le  même  changement  :  ce  qui 
établît,  dans  les  calculs,  une  différence  importante  entré  le 
mécuiisme  propre  aux  inégalités  et  celui  qui  convient  aux  équa- 
tiou  :  I  >  2 ,  3  •  •  •  sont  des  quantités  croissantes  ;  et  —  i ,  — ^  a , 
—3. . .  sont  décroissantes  ;ona4<C!5ct— 4^  —  5. 

Des  Problèmes  indétermihés. 

^  ..        .  ■  * 

117.  Lorsqu'on  n'a  pas  un  nombre  égal  d'équations  et  d'in- 
Dcnmues,  il  peut  arriver  deux  cas*  * 

'  iViCàs.  S'il  y  a  plus  cPinconnues  que  c^équ,  j  le  problème  est 
vidlterminé  j  puisqu'on  peut  disposer  arbitrairement  de  quel- 
(œs  inconnues,  afin  qu'il  n'en  reste  plus  qu'un  n<»nbre  ^al  à 
dai  des  équ.  :  l'élimination  fait  alors  connaître  ces  dernières 
nconnues.  Les  valeurs  qui  satisfont  aux  équ.,  ou  au  problème 
lont  ces  équ.  expriment  les  conditions ,  sont  donc  en  nombre 
isfini.  Cherchons,  par  exemple,  deux  nomlnres  4P  et  s,  dont  la 
toiune  soit  70  ;  il  £3iudra  trouver  deux  quantités  qui  satisfassent 
»  Péqoation  unique  *  +  *  =  ?<>  J  d*où  4r=  70  —  ».  On  voit 


I 


M  M  |Mit  ètf>e  ffttra  qa?ii«lMil  q«e  «  ail  dowit }  f%  fi  Y  m  Wk  '^ 

donc.  I  cï  69,  s  et  68, 3i  ei  664»  •  •  remptiinimt  In  w«ditNi  ^ 
«stgée,  abiii  qiAiiie  inflmté  4e  nonhrm  taol  Mtievt  que  fm^ 
twgmMvwu  ^ 

Soint  dhM?»^Aét  tpciê  nomhiPe»  #^  y,  «,  éatA  k  wm^ 
toit  i«iS|  et  doot  Im  diffiirwoM  An»  i  <bni«  imcill  égrilM  «  i4 

iwen  efc  «çidaiiMBt  deux  éqii.  Gti  om  ramiit  «n  préqMwt;  (W 
w fetraiMpiuwt  ees  éqib  pou»  e^  iUmim  «>  U T^^  j^=t 35»  t" 

qu^cA  tovdi^î  Panlre  inocumiie  c'fPii  dMttÎBi»  et  çei  awAf^if 
concarremment  arec  ^  =  35,  seront  des  aolations  de  If^  %Mff  ^t 
tkxn.  il 

Sait  enoQM»  Véqwtlioii  ^  ^^  <i«  ?(;<  y  m- 41^}  on  fpii.  tiif  ^ 

il  Tk»t  («-iK>s)  («•i-*jr>-na(«r-^j')=3ço^  on,, ,,♦,,♦,,♦ 

(«*^j^)(i'4'jr-^#)w%0i  Ce  produit  w  pewl.  4fcre  mli  è 
noim  que  Fnti  dei  fa<dewn  w  W.  foH]  m.  i^  dnm»  k  "ndoMfc 
riii^deft4q«.  «t;:^  oa  «c^^v^jri  £p  attpft^tn^  Ji  j^teilai 
let  valemM  possilileAi  U  en  rémltfm  de#i  yst^mt^.  i^x.  qui  atnln 
satisfont  au  proUème  ;  il  suffit  que  left  devx  inconnues  soisnt 
égales,  ou  bien  que  leur  somme  8oit=  a,  ce  qui  arriye  d'une 
infinité  de  manij^^^  ' 

La  Règle  d'alliage  peut  rentrer  dans  cette  théorie. 

i^.  Supposons  qu-on  mêle  ensemble  dçux  substi^ioeft  qui  n'é- 
prouyent  pas  d'action  chimique;  soient  j^  et  g  les  prix:  de  Punilé 
de  mesure  pçur  ck^ouna^  I9.  prix  total  du  u^iigei  est  pje-r^-  9^ > 
en  daignant  par  »  et  y^  les  nombres  d'unité  mélangées,  lisû 
le  toHi  est  ooasposé  d^t  str^  y  unités  ^  donq  le  pr i^  de  chafianeeit 

ainsi  a  bout^Ues  de  tî^  ^  lâ^  W  Unr^>  ^  12^  V  lof^M 
20  bûuteiUes»  dont  le  ^i\  esl  &X  &5;-f>  <9  X  10^^  !;^4o;.(}q»o 
le  prix  de  ehaenne^ctii  rH-^  ou.  |!|f(. 
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On  ^  mi  lingot  d'pr  formé  de  4  Ml*  à  o^gS  4e  fin  {*),  et  de 
5  Lil.  k  ofiS'j  quel  est  le  titre  du  mélange?  La  form^lç  ci-d^fs^sf 
,  4 X  o^q5  +  Ç>^o»86 

:^^,  R^îprcqaemeat;!  ^l  l'on  dep:^pdç  quelle  doit,  être  la  cgm- 
Mwition  du  mélange  y  la  Tale^r  ï^Qj^ne  é^nt  donnée.,  on  çheç- 
lie  les  quantités  4r  et  y,  cpnnaissant  les  prix  p,  q  et  is;  alors 
'éqa.  f  contient  deux  Inconnues,  et  le  problème  est  indéter- 

niné.  On  a  *=3cr  jy>  ^^^  on  y  satisfait  en  prenant 

x  =  z  —  q,y=p  —  g'y 

sert  d'ailleurs  intermédiaire  entre  petq.  On  pourra ,  outre 
oes  valeurs  y  en  trouver  une  infinité  d'autresi ,  ep  les^  ifiultipUa^nt 
«L  dÎTisai^t  par  un  n^éme  ^o;mbre  quelconque  :  on  aur^  par  là 
toates  les  solutions  entières  de  la  question ,  si  ?on  viut  q^e  ce 
fiM^ur,  et  1^,  /»  d:  f  soient  entiers  (n^  i  ;8). 

Hp  boufamettT^  pap  exenaple,  «eut  fair^  ^^^  pain  qui  i^viejsne 
àft''  le  kilogramme;  combien  doit-il  H^ler  de  fariiie  4^  H^  à 
lorT,  ai  4e  seigle  ^  'f  l^  kilo-  ,o..i..B!é, 

gnmme ?  Après  avoir  écrit  c^  3      ^^  W^J^^^  ?  1      *  ',^'  |  Seigle, 
nombres  n  c^mme  on  le  voit  ci- 

contre^  on  mettra  8  —  7,  ou  i,  à  côté  de  10;  puis  10 — 8^  e^ 
2«  près  4§  7*.  4imi  l  Liiç^ftoinie  4^  torim  cb  Ué  sur  ^  de 


>   .    .   ■ 


(^)  Lonqœ  1^  on  iVirgent  oonûenneiif  o,  i  ^ViUfagè,  ^t  que  le  reste  tsr 


il^difftipyfnyfflt  :  w  iMMr^f;caiç  par  If^pep*^  ^e  lingot  d%  ^  ^  R««tWf. 
fa^on  xiomoiait  karais^,  de  soi^te  qae.l'or  à  ai'karats  coq^êniai.t  3  Dartj,(a|  d'^- 
luif^et  31  d*oy  pnr.  Le  karat  se  (avisait  en  3a  parties  oa  grains;  ainsi  on 

désignait  par  iÇ  kara^  20  grains,  18  parties  ^  d'or  pur,  l^t  5  xr  <f  aUiife. 

Vêiffm  %ç  dfTM^  en  la  partie;^  çja  ifrW''^,  Çt»Ç¥^Ç  dç  a4  ^#v«iM;.  vi»  i«i|  • 

IniQt  d'wgOBt  à  10  déniées  20  graina  oont^nak  10  pàrlies.3S'  de  m^tal'  por  et i 

1  ■  !  J  î 

<  2  d'alliage. 
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seigle ,  réponcBent  au  problème.  On  pêift  an»!  prendre  a  mr  4^ 

6a  3  sur  6^  etc.  f 

Si  l'on  donnait  une  .secondé  condition  ponr  déterminer  le  ftffi.  f 

blèmey  on  la  traduirait  algébriquement,  et  l'on  éliminerait  s  et  j  / 

enti«l'équ.(l^ et  cette dcàrniëra  Ainsi, lorsque U quantités^  I. 
du  mélans»  est  donnée =ifi,  alors  on  a  ' '■  f 

x^-y^^m^  et  px  +  qy^^BXmi  ../\ 

*'  .    .       .."  . . 

MM.  sas.  mL 

Apres  avoir  obtenu  les  râleurs  d-desiuS|  on  les  multipliât 

donc  par •  Dans  notre  exemple^  si  Fon  veut  que  le  mélange 

P--Î 
des  fiirinespëse  21  kiL,  on  multipliera  les  résultats  obtenus  i  et^ 

par =  7  ;  de  sorte  que  7  kil.  de  &rine  de  Ué  à  lo^,   ^ 

mêlés  à  14  de  ^igle  à  T^y  foirment  9ti  kiL  de  Auéne  à  8^. 

De  mèine  soit  demandé  de  former  7,54  kil.  d'argent  à  o^de 
fin  aree  de  Pargent  à  0,97 

et o34* L'opération prouTC  (  0,97...  0,06  x  ^^  =3y|B 

qu'il  faut  3*48  de  la  pre-  '    0^9  J  ®'* 

mière,et4*,o6de  la  seconde  (  OfS^...  0,07  x  Zi-|=:4,o6 

espèce* 

On  appliquera  facilement  cette  théorie  au  cas  où  Von  voudrait 
mêler  ensemble  plus  de  deux  substances. 

2*  CAS.  Si  l'on  a^au  contraire ^  plus  dféqu.  que  cP inconnues, 
le  problème  est  plus  que  déterminé  j  c'est-à-dire  que  si  l'on  éli- 
mine toutes  les  inconnues ,  il  restera  y  entre  les  données ,  un  cer^ 
tain  nombre  d'équ.  auxquelles  elles  devront  satisfaire ,  et  qu'on 
nomme  y  pour  cette  raison ,  équations  de  conditions  :  si  elles  ne 
sont  pas  satisfaites ,  la  question  est  absurde  ;  et  si  elles  le  sonti 
plusieurs  conditions  rentrent  dans  les  autres  ;  elles  n'en  forment 
qu'un  nombre  ^al  à  celui  des  inconnues,  et  sont  exprimées 
par  autant  d'équ.  distinctes ,  auxquelles  les  proposées  se  ré<- 
d  uisent. 

Cherchons  deux  nombres  x  et  y ,  cLont  la  somme  soit  s ,  la 


.  / 


iy4  imtàRfe. 

Eià  wbilHiiiiit  dm  TalaMrt;dnif  VétgÊ*  (ï),  il  etiviiilibi 
7  Mitlifeiilv  <|«ri.  qpei8Îlk  noÉBlm  entier  t,  pàfitif  Mi 
Mm  «et  msft^riÊ&ùÊ  loift  léH  ie«lei  qsi  jouMoit  dk^etl 
priété  ;  car  soit  s^s^^yss/t^  une  «atre  iolationi  oa  ii/-|-i 
n  n«r«iicli«iit  dBM«4^  Wae»  àa  «a  (/-^sB^j^JI 
donc  /S'  — -  ^  est  un  mnltipléo^de  a,  |8^ssj34f-al,  «'=« 
Taieurs  campriiws  âank  la  forkne  (a). 

n  aitit  da  Ui  ftt*  ti  F«n  atnit  Pane  dea  mlvtfabs  (il  et 
connaîtrait  toutes  les  antres  en  Élisant /=s —  i^o^  i, 
etcommelesrésnlltts*,  «-— i,  #— si£...^i8, i3-|»a,^-f 
sont  des  équidiffiSrences  ^  oii  Toit  qne  toutes  les  valeurs 
de  j  forment  des  progresêione  arithmétiquee  ,  donê  iee  èos 
riciprofuesh  et  a  sont  les  raiêôru  ^  Vun  prie  apee  un  aig 
praire  (elles  sont  croissantes  toutes  deux ,  si  aet  i  ontée 
di86nMs  )  et  FufiêtblKiissaÉile  et  I  ànti^  dAtMiasàsIe  y  dàn 

1 19.  \a  ((iiëitiàn  est  réduite  i  trotifer  a  et  jSi  soit  d 
résoWant  (i)  par  rapport  à  «,  il  vient,  en  ettrajànt  les 
par  la  division  de  c  et  6  par  a , 

c^  et  b'  étant  les  restes.  Le  problème  consiste  donc  à  trou 
valeurs  de  j^  qui,  substituées,  rendraient  cette  dernière  f 
entière,  eu  c'  —  b'y  dii^isible  par  a.  Or ,  si  i'  est  =  i ,  en 

-j — î^  =:«^  ou  y  =  c  ^-  ^2  9  on  est  certain  que  toute 
a 

entière  de  s  rendrait  at  et  ^  entiers ,  et  tout  serait  fini.  Ms 

n'est  pas  un,  en  posant 

j — =st,ouaz+  by  —  c\ 

il  faut  résôttdre  ëfa  nomlMS  entiers  eetle  équ. ,  où  6'  < 
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^VftHt {M»  tTÉpport  à  jr  I  extrayant  les  cntîeH,  et  égalant  la 
etiôn  à  Wit  «KMivdiB  inoonaoe  u,  du  tomba  tnr  «ne  antre 
LéMiMiB  (ilm  «Impie  I  entre  s  et  m*  Les  e^<lie*A  des  inoon^ 
ift^èoUt  les  i*estes  sncotesifs  qn'on  olitient  dans' l\>pération 
18)  dn  iienininn  ditiëenrentra  a  et^  ;  et  puisque  a  et  i  sont 
BÎers  entre  eux ,  on  est  assuré  d'être  oonduit|  en  dernière 
\j¥s;  É  lin  coefficient  sb  i  :  on  retombe  ainsi  sur  nneéqn.de 
vme  u  4-  M^  ^=  ^»  V^^  rentre  dans  le  cas  de  b'  s=  i.  Toute 
nr  entière  de  f  en  donnera  uhe  entière  pour  u  ;  et  remontant 
jlAnx  Tàlebrs  de  ie,  de  j^  et  de  «>  on  aura  une  solution ,  et 
toite  tontèii  les  autres^  dans  lek  éqn«  (1^ 
B  cfiéMiple  éclair  cira  ceci<  L'éqtu  8s  -^  %iy  35. 7  donne 


iy+n  ,,  ,  Ôk  — «j  .aii  —  i 

iis-^^  =  «,  d'oîij^= — ^=2i«— a  +  ^ — g — : 

os— -5 —  =M,  d'bu«±£  — -i--atti#4-  — -^— ;  enfin 

iht  éfette  Dractiùn  à  v^  il  yient  a  sa  ii/— >  i.  Faisons,  par 
iple,  if=3t  y  taoïts  auront  iàs±tyaa3S|^=â:3,«=cii^ 
î  les  formules  (a)  deTiennent 

l'on  eût  pris  pour  v  toute  autr«  if«leur  entière ,  on  serait 
enu  aux  mêmes  valeurs  y  quoique  différentes  en  apparence. 
^■B — 3,ilvientM=:— 7,  a=— io,jf  =  -^29,  «==— 97, 
« s=  *-^97  +  37*,  ^  =  —  29  +  8^  :  maïs  on  peut  mettre 
4  an  Uén  de  ^  i  ce  qui  ramène  aux  valeurs  ci-de^us.  Ëil 
httta.k .  —  a^  —  i,o,i^a..«,  on  trouTC  des  équidififé- 
ea  eroîssàntes  1  infinies  dans  les  deux  sens,  dont  les  raisons 
37  6t  8  (  et  dont  les  termes ,  oorrespondans  deux  ii  deux, 
autaikt  de  solutions  de  la  questîoip ,  çtlés  seules  qu^élIe  puisse 
MTler. 


•  • 


—  43>  —  16,  II,  38,  65,  9a. .• 

—  lâ,  —    5,     3,   II,  ig,  a7 


-      —     .-  r>    -  ■• 

■  '••    i  i 


176  kXjQàmM.  .■. 

Gomme  œs  caknd»  exigent  autant  de  tràntfimnationtyoïi  1 
oconoes  aoxiliaires,  qu'il  7  a  de  restât  êocoettiâ  dantde 
du  plus  grand  dÎTisear  entre  a  et  i  I  on  voit  que  œ  prooédj  ' 
être  trëf  long.  En  attendant  que  k  théorie  dei  £raÂtioni  1 
nœs  nom  en  foomitae  nn  plos  expéditif ,  nom  indiqnoaiî  i 
deux  akéfiations. 

i^  SPfl  y  a  nn  eommnn  diTÎfenr  m  entre  a  et  c,  en  difii 

l'éqnation  (i)  par  ii»^  on  a J-  -51.  =  — •  <»,  -i  dottètnÉ 


ifi    '    1» 


tier,  pttisqne  les  autres  termes  le  sont;  ainsi  y  est  ditidU 
par  m^  qui  est  premier  aTeo&;^estdoncdelai<Nnne^==ai/^ 
en  substituant  daiJs  (x)  et dirisant par  m,  onaà  réemidrei^j 
équ.  plus  simple.  *  A 

Soit  I24P  — 67yssiooo;onfiBrajr=s4y,  etdiyiaantptrfl 


a  vient  3»— 67y'=25o,  d*o4  a:  =  83  +  22/  -h  ^^-^\  ^ 

est  visible  qu'on  peut  poser  y^ss  — - 1 ,  d'où  Ar=:6i ,  jr =— 4 
ctenfin>«  =  6i+67*^jr  =  — 4+ ia<.  ^j 
Pour  i5*+  i^y  =  385 ,  comme  385  =  11  X  7  X6,qna1 
est  facteur  de  i4>et5de  iS^on  fera^ps^j/,  ^  =  5/,  etd| 
visant  par  35^  en  trouve  3^/  -4*  ^  i=  11  >  d'oA*. 


I  —  X 


y  =  5  —  «'H \  égalant  cette  fraction  à  «,  il  vîcirf 

2 

»'  =  1  ^-  22,  et  le  calcul  est  terminé.  2=0  donne  «'=1  ^y'^s^^^ 
d'oi«=7  (i  +20»>=' 5(4—30- 

2°.  Observez  que  dans  toute  équidifîërence  c^  c  +^>  c  -f-  26.«j| 
si  l'on  divise  par  a  les  a  premiers  termes^  tous  les  restes  sontdif^ 
férensj  quand  a  «/  b  sont  premiers  entre  eux;  en  e£Pet ,  si  deas 
termes  pouvaient  conduire  au  même  reste  ^  leur  dîjB^rence  sérail 
divisible  par  a  (n^  i&),  ce  qui  est  absurde ,  puisque  cette  diffî-i 
rence  est  de  la  forme  kb ,  k  étant  <[  a,  G)ncIuons  de  là  que  ces  0 
restes  inégaux  accomplissent  tous  les  nombres  o^  iy2;3.-(a  — 1)9. 
mais  rangés  dans  un  ordlre' différent  :  ainsi ,  l'un  de  ces  dividendes 
c^lb  donne  zéro  pour  reste ,  ou  est  multiple  de  a  ;  et  ^  =s  4 

rend  ■ —  nn  nombre  .entier.  Or,  il  arrive  souvent  qu'en 
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inbstituant  o^  i,  2,  3 . . . . ,  pour  y,  oh  découvre  la  valeur  /  k^^a 
^ntisfait  à  cette  condition.  Ainsi ,  pour  que  (premier  exânple) 

~2  ^ît  entier ,  on  fait  ^  :=i  o,  i,  2, 3....  les  restes  de  3^+7 
0 

imaépar  8  sont  7,  a^  5^  o....  Chaque  terme  de  cette  série  se  forme 

m  ajoutant  3  au  reste  précédent ,  et  supprimant  8  de  la  somme 

lonqa'eile  surpasse  8.  Il  est  visible  que^  =  3  est  la  valeur  cber« 

Ak.  An  reste,  on  ne  peut  regarder  ceci  que  comme  un  tâton- 

OQBeot  souvent  plus  long  que  la  méthode  générale. 

»  j         .•  35  4-i9ar*  ,  n  4.  ^j^ 

Pour  rendre  entier  v  = ^  =  2  +  x  + ^—  , 

^  12;  12 

Uams  X  =:  o ,  i ,  2....  ;  cette  dernière  fraction  conduit  aux 

rotes  II  >  6^  i  >  8,  3,  10,  5,  o....  en  ajoutant  sans  cesse  7, et 

Huit  12  [lorsque  cela  se  peut;  ainsi  jr  =  7  donne  le  quotient 

fttict^==  i4  ;  d'où  j  =  14  4"  I9^>  j;  =  7  -f-  12*. 

120.  Il  arrive  quelquefois  que  la  question  ne  peut  admettre 

ifoe  des  solutions  positives;  alo^  on  ne  doit  plus  prendre  dans 

Informulés  (2)  toutes  les  valeurs  entières  pour  /;'  mats  on  p6- 

iBn«—  fo>  o,  l3  +  a/  >  o ,  d'après  ce  qu'on  a  dit  p.  169; 

cesbégalités  donneront  les  limites  de  ^. 

1*.  Si  ces  limites  sont  dans  le  même  sens ,  elles  n'en  donnent 
f/nne,  et  la  question  a  une  infinité  de  solutions  croissantes 
ensemble;  dans  ce  cas,  aetb  sont  de  signes  contraires  dans  la' 
Jfiffosée,  car  sans  cela  cuù^by  ne  pourrait  constamment  être 
=:c.  Dans  le  i*'  problème,  on  a  *>•  — 77  et  >  —  f  ;  ainsi  j'on 
peut  prendre  t=:  0,1,2...,  mais  on  ne  peut  donner  à  /  aucune 
wfcur  négative.  Dans  le  2*  problème,  on  a  ^>  — ffet>~; 

4mc  <  =  ou  >  I,  savoir,  <=  i,  2,  3,  4«  •  • 
a^  Si  ces  limites  sont,  Tune  par  excès,  l'autre  par  défaut,  on 

trouve  quelles  valeurs  intermédiaires  t  peut  recevoir,  et  il  n'y 
I  qn^un  nombre  fini  de  solutions  :  x  croît  quand  y  décroit,  ce 
fii  aige  que  a  et  6  aient  mêmes  signes.  Il  pourrait  même  se 
bSre  que  ces  limites  s'excluassent  mutuellement,  et  la  question 
«ait  impossible  en  nombres  entiers  et  positifs.  Dans  le  troisième 
^anple,  on  a  i  +  2*p>o,  4 — 3/>o;  donc  if>  — ï  et  <3, 
•■<=o,  et  =1;  il  n'y  a  que  deux  solutions. 

i.  12 


Piurtagiçr  I  f  7  en  disi»  partief  y  d(gpl  Ffu^ 

7     6  -I, 

jfoiie         ^,ott    ■    ■    "^  eut  im  nomliÉvtnrfliÉr.niiotti  0kêM^ 
^-         7  7  ■ .        •       '  '.    ^     '.•      » 

outre  qrfon  fit  ^-t7*>o  pt  14  +  19* >Qi  ffc^  /<i,4j 
^  -<-'^«;  On  ne  pent  aloiçf  fat^t^ire  an  problème  que  jw 
manièrpj  tsazo  donne  xssi  fit  ^=si4;  de  torle  que  19 4( 
q8  font  loi  narties  demandéei» 
Pajçv  9000  fir.  en  Tiuea  de  deip:  Cïiptçes  j^  1^  vin  à  q  fir^iJ^ 

autresàt3fr.OntronTe9y+i3j^=:aooo;ijPoji4rs=s '    ^ 

if 

SB  nn  nimilire  estier} 


jK=— 4'  ^'^^  -i^^^^î  pQÙ  enfin 

^  Les  tttleiirs  i^atires  dç  jr  indiquent  çpiplvûen  on  r^it.^ 
Tases  de  la  a*  espèce ,  en  échange  de  ceux  de  la  i'*,  pour  ^ 
quitter  2000  fr.  dus*  Mais  si  l'on  Teut  que  x  et  y  soient  pott^ 
tîfej,  il  faut  que  Ton  ait  228  —  i3^>o  et  -^4  +  SK>®f 
d'où  ^ «C  18  et  ^  o.  En  faisant  ^  =:  i,  2 ,  3 ...  1 7,  on  a,  povr 
les  17  solutions  de  la  question ,  x=i2i5y,  202,  189,  ••  .7; 
^  =  5,  14 y  23....i49*  Ainsi >  on  peut  donner  2i5  vases  i 
9  fr. ,  et  5  à  i3  fr.  ;  ou,  etc. 

Un  négociant  a  changé  des  roubles  estimés  4  &•  contre  dei 
ducats  de  9  fr.j  il  a  donné  i5  fr.  en  sus;  on  demande  oombieQ 
de  sortes  de  marchés  il  a  pu  faire.  On  a  9^  =  4^  +  i5;  d*oà 

,— sâZJZlL;  aimi7'^-^p-=:#;d'o&^=4^+3et4p=:9^+3. 

Lorsqu'on  veut  que  x  et  y  soient  positifs  ^  les  limites  de  t  coïn- 
cident ^  çt  l'on^  <^— -I  ;  fiaiîsant  ^=0,  i,  2. . . ,  on  a  un  nombre 
infini  de  solutions  renfermées  dans  les  séries  xz=z3,  12,  21 . .  •/ 


PROBLÈMES   INDiTERMINÉS.  |<J[g 

'  ^3^  7,  ](i . . .  ;  W a  (bao  pi&  chang^^i^  3  roiiU^  çmtifi^ S  4^ 
ttfj  oa  i:&  roubles  contre  7  4ucaUy  etc 

L'équ.  6x<-— X9^;:;?9  ne  peut  étrQ  résplmue  m  minbres  ^^.^ 
'\en,  parce  que  7  n'a  p^  ^e  facteur  6 y  çpwQfHiu  ii  6  f}t.  1?» 

Il  en  ^t  évidemnaieoit  de  mèp^  pour  a«  rf-  3j^  7=ST<ir  10 ,  qoa^ 
et  ^  doivent  être  posUifs  :  au  reste  ^  le  calcul  le  prouve  ^  puis- 
n^îl  donne  «  =  3/— 5  et  j^  =  — 2/;  et  les  limites  *>^|  et 
^o  fiOQt  ipopmp^tS^leA^ 

Partager  en  deux  autres  la  fraction  ^,  dont  le  dénominatetii' 

=  ab,  est  te  prod,uit  de  àpvcL  nombres  p  et  b  prcwi^f  ^Xj^ 

n      X      y^ 
Kx;  pour  cela  on  fera  -3=^  t  +  — >  et  lV>n  devra  résoudre  en 

a      0      (i 

ombres  entiers  l'éQuation  <^  4^^  =  71. 
Ainsi,  pour  ff-,  qoxfiijne  77  =î  1 1  X  7,  on  a  1 1« -("  7^  =«®8> 
*QÙ  x^=:7^  — 3,  ^=i3  — ii^j  il  y  a  un  nombre  in£ùi  de 
olutionsy  quand  |f  doit  être  la  différence  des  deux  fractions 
jierdiéQs  j  nifûç  ^  H  en  est  )a  ^(vpme,  il  n'y  ft  qu'np^  wIhHw 
(pi  répond  à  <==i;  on  a  y|  ==  f  + -n-» 
Faire  5o  s.  avec  des  pièces  de  a  s.  et  de  18  d.  Soient  x  le 
«■ibrv  dfia  pîiicçe  ^  ^s^i  et  j^  c^  dei  pièces  4^  fs-î  ^^  ^ 
>ït  +  î^^^,  çu  4#P  +  3>^^ïop;  qn  pn  tirs  i|Pî^ï-»3# 
iljf=:3a  +  4*î  en  faisant  t  =  o,  — i,  ~rj,  ji|^j|Jrr8,  i^ 
l*=l,  4»5--M  Jr^=32,  a8,  a4'-*  -Si  ^W  preoait  iwwf  les 
nlenrs  n^atives  de  x  ou  de  ^,  alorft  1^  pij^sf  dç  ^  &  seraieiit 
données  en  échange  de  celles  de  18  d.,  de  manière  à  produire 
Sos.  de  diSërence. 

lai»  14a  même  méthode  ^'applique  lorsqu'il  j  a  3,  4*  •  •  • 
incofiaites  et  autant  d'équ.  moins  une.  En  voici  divers  exemjfles. 

Quel  est  le  nombre  iVqui|  divisé  par  ai  .et.  p^pr  7^  dpnne  4 
et  2  pour  restes  y  c'est-à-dire,  qtKi  rend  entif^fes  les  quafàtités 

__z  et ?  Désignons  par  x  €X.  y  les  quotiens  respectifs  ; 

mus  aurons  JV=5»  +  4,  ^=7:^4-2;  d'où  7^^— 6*  =  2; 
Qi  résout  cette  ^uation  par  les  moyens  indiqués^  et  Vtfii  j* 
*=:7t-f-i  et  ^  =  &+i,  ce  qui  donne  JV=35*+^  Le 

12-.. 


1ioiiâ)i^-détaaiidÂi«ttTim'déoeuxi-ci':9/449  79'-'  Oa«eilk 
parrenu  plas  aisément  «u  résultat,  len  vemat^fpttiit  que  Nzà^ 
liMâ  'ViriHIéhierit  iâ  i**  firatitiob  on  nomhré  cmtier,  et  due  tli 
.  les  ikfantir^'qiir  jdvitteiit  de  cette  profuriététentcoMiprii 
'N±si/^'^Sçi  mais  on  ne  doit  prendre  fùm  p  qMta 

qai  rendent  anui  entière  la  quantité  -*— -  ou  -■  ;  onfé| 

de  suite  que  ^=^1$  et  plus  généralement  >=si  4-7^9' d<iiie» 
«(^  substituant,  iV=:  g -4*  35iL 

En  oomptant  les  ieuillets  d'un  liyre  7  à  7,  il  en  reste  u 
10  11  liff  'il  en  reste  6;  enfin  3  i  3,  il  neïeste  rien*;  oonAn 
Je  Ufre  a^t-il  de  feuillets?  On  suppose  qnç  oe  noubire  If^^ 
entre  100  et  3oo.  Il  s^agit  de  trouver  pour  N  un  nombie  tfi 

xcude  entières  les  filetions »  et  *&-•  La  d 

7  10  o 

donne  iV=ds;  les  deux  autivs  deriennent  • 


7     '  •  •  10 
celtis^  exige  qàe  «=^2-4-  '<H^;  s^^^>>  ^en  sdbstitUntv  Pi 

_               5  +  3o#/        '          54:^1^  ..    ;    •  i, 

sechance^en-r^ — :: — ,  ou  4f'H — j  donc  i'rs  i+a^iî' 

d'o4  «==îa+76f;  et  enfin,  JV=36+2ïo/.  Par  eôtkséqneirfl 
isi  Pôn  fait  /==©,  i,  a. . .,  on  trouve  JV'=  36;  24^,  4^*-^' 
Le  livre  a  ^4^  feuillets. 

Trouver  un  nombre  iV^qui^  divisé  par  5^,  3  et  5,  doilne  1,  i^ 
et  3  pour  restes.  On  trouve 

iV=3o*  +  23;  ainsi,  N=z93,  53,  83,  n3.... 
On  propose  de  rendre  entières  les  trois  quantités ^77"    ^ 

Sr  ^ —  ^*      — R —  •  ^^^^^  comment  on  simplifiera  les  calcab' 

G>mme  5o4  =  2^f  3*,7,  35=7.5,   i6  =  2<,  on  déccHnpo9& 
les  trois  fractions  en 


•r    ^';  ,.'        3^      ..^  ;.:.7       '  '    7.    V.  5  "^"^4     ' 


\ 


PUISSANCES    BT  .RACINES.  iSl 

en  extrayant  les  entiers.  On  supprime  là  3^  fraction  qui  est  l'a 
SDètoie  que  là  quatrième,  et  la  i"  qui  est  cômpHse  dahd  la 
dernière  y  car  «—  r  lié'peiit  être  divisible  par  i6i  sans  Félrè 
aussi  par  8«  Il  reste  donb  à  rendre  entières  les  quantités  ^    '  ''^ 

4*  —  5    •    ak-+,i        4*.+  ''        ».—  1 

~^»     "^ft",»/  -^5—»     -7;5-> 


I  ■  ^ 


la  1**  donne  »=— 'iHP'9iV<*'q'"^^''^*°S^  ^*  ^*  ®^ » 

ou  ^tHÀ.^  ainsi  «=:i-4-'7V;'et  x  ==  «7  +  eîi':  La  à'^^^iî^à 

7  .      ■■     »     >^        >'!■'..  -'.ijjfr 

î^i^,  d'où  Vbrf ^-i  ï^=  5*Vet  *==- 169  4-  3i5i\  Énisi 

9  ^     o  ■".  ^  ' 

*■.  •    :      ■   1  r  t  \  » 

a-hiu*     '  "^^^>» 

b^.4*  d^nne g — ,  d'oui Vf=  xo  4*i6«^  e^  enfin  ^qui^^y^ye 

loit  rentier  «,  «  =  3o4i -f- 5o4oz.  ''*•*'-''.  :*  *'  >/  '-'-  ^ 

*^1f22.  liorsqn'on  n'a  qù^tine'  équ.  et  trois  iïidtmnues  y  on'  ojière 

«Dft'qu^^^î^*  Soîtr&ir+&y+78=5b.  En  ikttànt-Soaiiy^fe- 

'on  a  5«.-f-  8;^  — 1«>  d'oif  l'on  tiro/par  iiot)^ete£t]îi6dè;éïi'^^ 

dtfAt,  MLçpxKMaOidoiiné,  4r=;^8/ — ^^  qt  jir«?f2tf-r-£^;  rfmliW 

tant  Sgorr-'l^  ffm^r  u,  il^Tieçnt  .^  >?  :      ii  t    V  .  ,iv 

jf  =2iJ8  +  8*— i5o,     y  =  io4-«-*'i4«-— âi^    '• 
(  et  i  sont  des.  tiomhres  'enfior^  quelçpnques*. 


--■'  ^:'i 


OL  .DES   FUISSàHOES.,    DES  RAOIHBS   jCT.  DBS   dQU^OlfS 
.'•    .  DU  'SEOOKÔ   DBGlOt.  .   :. 


Des  Puissances  et  Racines  dès  Mànonés.^  ^  "*  ^ 


123.  La  règlç.  (.p.&i)^siinpliiie  l'éléTatîoi^>aux  puissances ,  en. 
èiitant  la  muj^licatic^n  réitérée^  car  soit  proposé  d'éle^^  à 
bpmssance  m=  ti  +/'>  on  a  à^  =  a^  ^  aFj  de  aorte  JH^BT^ 


Jl6ciifcipoti!!r  ntm  trdii  parties  M-jH'Sfy  '^  0^*^=0* 

jia4»  ^  W^  ^  gi|g^>  '^ V^  irniUipUcation  fa^  96)  i 
dêohajuêiêUnÊpcfrkd^griiib  la  pui^êOMet.  Abm , 


ÇMO' 


TOn^ireenoorf  de  là  im  mojea  hfSieie  former  eeiti 
^puiipDees  des  nomlNres;  oair  i^,  lôni^pie  111=1^,  tmê 

pwflaneepoaâFylmpmsieiice;  deo^...*  De  même  pdfar 

t/53i44i  «n  prennrt  Im  racine  carrée,  qui  est  739  ;  poia 
^^v^lf-faiMifl^i  p«ife^  eliArfanteibe'  cubSqiie  âe  wj  ^ 

3  =:  p53i44i.  (r<y*  n»  60.) -: 

,  SécqpoquçBiept j9  pour  êxtfwn  la  racine  m*  ifu» 

4mÂfftiwa  p0lbdljryiajp»êfa^UuK.j[4!M9  fwcmêaep 

t^.ditnmmi  cha^.^^gtpêfm*  gitr  m.  Ep  ^et^  pow  qvie 

Mtyf{A^  a  Mtat  qi<è  èl^9  ^kifi  ftu  ienbe,  féprodiii^ 
or,  c^est  ce  qui  a  lieu  d'après  la  règld  qui  ^riéoède  ^  si  fdii  ; 
yisé  les  ttpesanaipar  }•  ■ 

bonquc  lé  da^réde  fat  nome  eut  (la^rv  cm  'deit  affecter . 
racine  du  signe  dz;  1^9  ^f  '^3*  C^  yîent  de  ce  qu' 
briquement  parlant,  pour  qu'un  nombre  m  soit  racine  d 
il  suffit  que  771*  =  g,  ce  qui  a  lieu ,  que  m  ait  le  signe  -{~  <) 
(p.  i56).  Si  le^dafloré  de  la  racimacst  inipa,ir.  le  sûme  de  la  1 
sance  est  le  même  que  celui  de  la  racme  : 

^jM;  tlcÉ  ék^îMsMbiift  t^dicdes  iSprouVênt  souvent  âès  ih 
BeiâMii.  iUisi  x        .^ 


\ 


iMAonrÀttiEs.  i85 

m 

o 

I 

s  3  '"f  ' 

v'x-r— «  v*^y^^  v±>r=(i— a+*)  ^»*r;  V75-4  ^3=  v'3î 

137.  Nous  ayons  tu  ci-dessus  <{ue  pour  extraire  la  racine 
fan  produit j  il  faut  extraire  celle  de  chacun  des  &cteurs; 
or,  oda  est  Trai  même  l(Hrsq[ue  les  extractions  ne  se  peuvent  faire 

3  3  3 

Mctemeht  :  par  exonple  V^(a*^)c3|/a*X  |/6y  puisque  le 
■be  db  cette  dernière  quantité  se  foi;me  Tisiblement  .en  éle- 
«■t  chèque  fisMstenr^  ee  qui  donné  a^fi.  En  g^éral ,  de  oe  que 
I  racine  d'une  quantité  est  le  produit  des  racines  de  chacun 

e  ses  facteurs  (laS) ,  il  suit  que  f/â  X  V^&=  Vk^^\  ^^^y 
Qur  nuMf>Uer  ou  dipiser  deux  quai^t^té^  affectées  dû  même 
vdical,  U  faut  faire  le  produit  pu  le  ^quotient  de  ces  quan- 
ilk  et  Vaffecter  de  ce  radicûL  Pax  exemple 

J^  =  -;   V^5*y  X  V/2oaar=  \/iooax^y^; 

•  '  ■  1  o    _     . 

4i733  =  4v73v^ = 473 ■•  ^^'"^  *^  ". ^ "  ^'^"^'^^ ' 
.^  =  y/A;  «>;«>(.*), 

(  v'a  4  W  ==  « +* +^  V^*"; 

En  supprimant  le  radical ,  (^/a»6'")*=  a"6*. 

laB.  Comme  il..î^'y  a  pas  de  nombre  qvû  i  multiplié  par  aojL- 
aème,  puisse  donner  un  résultat  négatif  —  m  y  |/—- mrepçi 


aente  vue  opération  impoatihle  :  ç'eti.oe  gai  lai  a  fidt 
le  nom  df Imaginaire;  |/if»ert  appelée  il^#/!fe.Nons  àaronipir 
suite (n*  iSg  i^) oocaiion de  remarquer  qôecei  fjmboh^i 
que  TÎdet  de  fen»,  n'en  sont  pas  moins  importans  à 
Ajouter,  multiplier*...  de  semblables  symbîïes ,  sont  des 
tiens  dont  il  est  impossible  de  se  rendre  ^^aiion;  oe; 
couTient  défaire  ces  calculs  surj^  in^aginaires»  çomn^  si 
étaient  de  Téritables  quantités  >  en  les  assujettissant  aux 
règles;  nous  en  recQvnaftrons  Futilité  parla:  aoite. 

La  règle  p^  127  doit  éprouver  quelques  modifica^pAs; 
^—  a  X  |/—  a,  n'éfaint  initre  choèé  que  lé  biuriri  dé |/ 
ék^yisifileinent  ^"a  \[w,'tà'ikfU  ti-ieaàaêuaMMSlt 
pour  produit  |/  "f*^  ^  a.iltàis  ohèenroti^  'que  i/tf  ieà' 
riMivtitude  da  si(pÉB|«nf[Mnl^'n'«-UML:queiorsqyoQ^ 
si ii^|iroTient  du  carré  de  -^  a  y  ou  de  celui:  dé  -^  1»;^  eè, 
ctt  qui  ne  peut  exister  ioi^tt  Fon  a-<-»rapoarptfodQil>è  F 
si6Hde  +  a.  .  ].     o'  ■     '  „î.  ■ 

Concluons  de  1^  «ne   l/— a  X  \/— i»  ==  —  a. 
ï)e  n^ôme  \/—ayç  |/-^*  rerient  à   ^" 

On  verra  que  |/— aa  po^, puissances  1  ,a*,  3*, 4  .•••• 

{/ — a,  —  a,  —  aV/— à,  +'<rî  +  a*^ — a,  —  ô^ 

Celles  de  — y^— ^asont  —  ^i, +  a|/-.*a,  »%  — a* y/— a... 
Le  carré  de  i  +  V^  —  «  se  réduit  à.  21/1^  i-  Le  cube  de 

duit  de     -    ~  Vv  :    . 

(jc+a+6\/— i)X(*-J-a— iv^— i)  est  =  (i+a)»+i», 
quantité  JR^^/^tf  (n*  9;^,  *».). 

lag.  Il  suit  de  la  règle  (127)  que  pour  if^ifer  à  une  puiê*. 
sance  un  monçft^.  4ii^  affecté  d^wfi  radical j  il  faut  élet^er  à 
cette  puissance  cliaque  facteur  sous  le  raçliçal.  Ainsi  le  cuba 
lie  l/(3ûf*ô)  estV/(27a*^)  ;  celui  de  \/^  est  \/é  =  2^/2. 

Concluons  de  là  que  lorsqu'oîi  veut  extraire  une  racine  d'an 
monôme  déjà  affecté  d\in  radical ,  il  &ut ,  s'il  se  peut ,  extraire 
la  racine  de  la  quantité  radicale  ;  ou  ^  dans  le  xras  contraire  mwn 


1 
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tîplier  Piadice  du  radical  par  le  degré  de  la  racine  k  e:i^traire. 
Ainsi  la  racine  cobique  de  V/a*  est   i//^;  j/(y/a*)==  V^a*, 

i3o.  Oi»  />^tf^  donc^  sans  changer  la  ualéur  et  une  quanUêé 
fodicale^  multiplier  ou  dipiser  par  un  même  nombre  les  expo^ 
^ns  et  l^indice  du  radical,  puisque  c^est  d'une  part  élever  à  la 
puissance >  et  de  l'autre  extraire  la  racine; 

j^as=  \/a%  \/c?  =3  ^a\  i/(3a*6^)  =  i/(9a*i«).      ' 

'Par  là ,  il  devient  facile  de  multiplier  et  diviser  les  quantités 
aBectée$  de  radicaux  différens  ;  car  il  suffit  de  les  réduire  à 
être  de  même  d^ré  ;  014  multipliera  pour  cela  les  exposans  et 
Pindioe  du  radical  par  un  même  nombre  qu'on  choisira  con- 
fenaUement,  comme  pour  la  réduction  des  fractiona  an  même 
dénominateur  (38).  Par  exemple  ^ 


\/b        ^ 


au» 


a     h  .0^     N ad    /a*s^ 

hS/l  *  dy  % '^  bc\/  f'y^' 


i3i.  fîous  avons  démontré  que  le  quotient  djp—  esta"*^* 


ètfractionkcSi 

--  esta*""" 
a* 

CQ  supposant  que  m  soit  ^  /»  ;  sans  cela^  mrrik  serait  un  nom- 
lire  négatif,  tel  que  —  /y;  et  comme  on  ignorç  enco^  le  sen^ 
qu'on  doit  attacher  à  a"',  on  ne  pourrait  iviiiltrplicr  a"^  par  o^.* 
ainsi  on  ne  saurait  prouver  que  a*  X  a"^*  doit  reproduire  a*. 
Biais  remarquons  que  l'expression  a"?  n'a  aucun  sens  par 
die-même,  puisqu'on  ne  peut  7  attacher  l'idée  propre  aux 

nposans  (13).  Ocestdonç  k^  maifre  de  déidgner  —  par  a'^P, 


IflUcÉa,  ctn^biiînb^lte  qi«l— ■  =  <*'"•'";;  eàl?  la- èbose  est  Re- 
montrée, ai  iR  ^  n,  et  elle  rémlte  de  notre  ll^fM^l^,  lorsqie 
Aà^^'B)  pMMIfu'fni,'JiTÎiànt4et '^ni. terroee par  a*'^9« 

«i  ■'  ■■■■.;»  :-tc';  .1  y.",  ^spc^y*"^^^ 

L'Algèl^&'^Iwend  i  fxoBTttr  Jes  formules  qui ,  par  leur  gé- 
q||r^ité,  çqav&iiuflat  k  tonta  les  valeurs  numériqQes  qu'oo 
Mpt  napooei  au.lettrài  :  on  âo!t  donc  regarder  comme  oa 
gritnd  aTanUjBB^e^n^'roir  pat  besoin  de  distinguer ,  dans  nili 
ezpreuKfBWgebfique,  (foi  renferme  des  qunnlités  delaforiu 

i^^ti>ai-fa»«*u^i|ieitf«tit  Mmlter  des  BwppositioBsilbi»^ 

on  ^  n  ;  on  mettra  a*'~*  an  lieu  de  — ,  et  la  formule  sera 

.-Jb'V  -■    y.  4    ■-.    .      û-      .    .      ..   _ 
dans  toutes  les  hjipotlièaeii.  (comme  au  n°  i  o8) . 

n  iaut  atûtii  avoir  %à^  ai^  «as  de  m  =  n  ;  alrfts  a""' 
vient  a°,  sjÂllbde  tout  aussi  insignifiant  par  lui-même  que 
oTf.  Nous  conviendrons  donc  de  faire  a"  =i  r ,  puisque  alors 

—  ^  1 .  Uexpresa^Tf  b"  est  un  ^}y?ïiibJ^  Suivaient  à  Punild-     i 

Ainsi ,  lorsque  nous  rencontrerons  dans'  nne  formule  a°  A  < 
a~f ,  ee*',eagr{ifunin^,.sen^<,^iJç^  àcomjjtrendrç,  «a  eu- 
minant  leur  origine  :  a'  et  a'~'  iront  pu  provenir  que  d'nK 

4]iTisran'^'yTff^1iitfAdb'WWtëft'Ât^H'âsnstlè  ftfètaiet  éis, 

êé'n  =  in  4'>''d^  t^  t^a:'  Ty&'^kB  cette  èonVUitiitm ,  mpmt 
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Voilà  donc  les  puissances  nulles  et  négatÎTos  introduites  dans 
le  calcul^  par  une  suite  de, principes  ^i  ne  souffrent  aux; une 
difficulté.  Yenons-en  aux  puissances  fractionnaires.  -  ^ 

i3a;  La  tègle  dôimée  ^ur  rextMctioii  des  racinéà  des  Wô- 


•  >o 


domeS;  prouve  que  V^a*  ss  c^^  mats.  U  fliut  pour  cela  que  n 
mit  un  multiple  dem>  car  on  tomberait  sur  un  exposant  frac- 
iKMmaire,  dont  ta  natUfè  est  encore  ignorée  ^  et  on  ne  pourrait 

lémontrer  qu  en  rendant  a"*  77»  fois  facteur,  le  produit  serait  a". 
)nest  donc  ici  dans  le  même  cas  que  pour  les  exposans'néga- 

...» 
ifs ,  et  il  est  visible  que  a"*  n'ayant  aucun,  sens  par  soi-même  y 

m  peut  lui  faire  désigner  V/^">  P^  ^^  léè^  formules  pourront 
oouy^^  à  tous  les  cas  j  que  n  spit  ou  min  muljtiple  de  m  ;^  ce  qui 
ert  ëonfbrme  ^ù  génie  de  l'Algèbre. 

Donc^  lorsque  nous  rcàcontrèronrô"*  dânl  une^foi^ule,  il 
len  £Bicile  d'en  ayoir  une  idée  nette,  en  observant  que  cette  ex- 
pression n'a  pu  provenir  que  de  ce  qu'on  a  voulu  extraire  la  ra- 
cine m*  de  a".  La  règle  donnée  pour  Ëiré-^  cette  èxtracHoh  est 
donc  générale  dans  tous  les  cas. 

-•  ...  : 

i33.  aP^a  ^,  a"  aont  les  expresskm^  jlo  èoi^featiôlft  dtfnbfii 


iftB  ALGEBAB. 


m 


aaxTftlears  i,  —  el  |/a"«Maiso.«-»dl—  ne doÎTeiit poi 

ètro  regardées  ici  tomme  de  imitables  c^poMUw  »  dans  le  i 
attaché  i.  cette  dénomination  »  quoique  œs  qnântitéa  occnp 
la  place  réserrée  aux  expofans.  Ge  serait  donc  abuser  des  t 
meaquedeaB  croire  aitttor lié  11  dito,  tane  démotuiMtioiiyi 
af  Xo'ssa*'^^  quand iiset'nne'soiit'ptto  tons dènkatiërj 
positift.  n.  en  eel^ée  liiénie  de  la  diti^tf  y  de  Pâération  i 
puissances  et  de  Kça^t^ifilipii  des  racineSi  Mmimtnnifl.doni»'^ 
C09  symbolêê  êuii^ni  lêê  mêmes  réglée  que  leê  vraie  expcm 
enUerm  el  voêiiM  ^^cftiVia'âÉ^ouda  oué aàienl*»  efr  ii«j  'î  < 

L  S?il  ^agit  d'eznosans  natifs  :  dna(i»^n  et  p  étant  posit 

on  voit  de  même  que  lar*  X  tf**  =»  û""*"*î 
a®#  —  ss  <!"•  î  --^  SE  a*  X  o"  *^  tt"**  ' 

dèmème  on  troni^^ae^^'S^^^^,  clqiie  ^'^^c?,^*; 


3-.  («-)'  =  (^)'-=^,-a-''i 


'    .    î  ' 

» 


4-.>a-«^^-:^«.a-'.     , 


a"* 


H.  Pour  les  exposans  fractionnaires,  ou  peut  d'abord 
multiplier  les  deux  termes  par  un  marne  nombre  p\ 

(n*»  i3o)  a*  =|/âP=  l^a'"'*  =  a*'.  On  jpeùt  donc  réduir< 
même  dénominateur  les  exposans  des  quantité  s  qu'on  yeut  z 
tiplier  ou  diviser  entre  elles.  


i^  Soit  a"»  X  a"  =  |/a»  X  V/o^'œ  V'a"^''  =  |a  «^  > 

^  ^  .«  ai  » 


.  *>.  U"/  « 
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M  fip 


Remarquons  en  outre  que  ces  calculs  relatifs  à  l'exposant  frac- 
ionnaire  permettent  de  le  supposer  aussi  négatif. 

m.  Prenons  le  cas  des  exposans  irrationnels ,  et  soit  par 
is.  a^*  X  oY^^  ;  désignons  par  z  et  z'  les  valeurs  approchées  de 
in  exposans,  ou  je  =  4/2  +  '*>*'=  l^  3=  A',  A  et  A'  étant  des 
Krenra>  qu'on  peut  diminuer  à  YolontQ^  en  poussant  plus  loin 
'approximation.  Or,  si  l'on  se  contente  des  valeurs  appro- 
liées  m  eiz' ,  le  produit  ne  sera  lui-même  qu'approché  :  et  en 
léi^ant  par  «  l'erreur  qui  en  résultera ,  erreur  qu'on  peut 
cvidre  aussi  petite  qu'on  voudra ,  on  aura  exactement 

nais  plus  h  et  h'  seront  petits,  plus  a^^^'-  approchera  de  i  ;  ainsi 
•n  peut  donner  à  ce  a*  membre  la  forme  ûV^*+*^^  -f-  g  ^  jg  j^. 
Toissant  indéfiniment  avec  ce,  h  et  h'.  Égalant  les  termes 
Doostans  (i  i3)  ,  on  trouve  û*^"Xû*^^  =  a*^*"*^'.  On  prouve- 
'àît  de  même  que  les  exposans  irrationnels  sont  soumis  aux 
Bernes  règles  que  les  entiers  ,  dans  la  division  et  l'extraction  : 
feit  d'ailleurs  une  conséquence  de  ce  qui  vifflàt  d'être  dé- 
BMmtré. 

lY.  Quant  aux  exposans  imaginaires ,  d'après  leur  définition 
(128),  les  règles  relatives  aux  quantités  réelles  s'appliquent 
tcdles  qui  sont  imaginaires  lorsqu'on  veut  les  livrer  au  calcul, 
fioique  celles*  ci  ne  soient  que  des  êtres  de  raison  ;  ainsi  il  n'y 
ilieu  à  aucune  démonstration. 
Oo  facilite  quelquefois  les  calculs  par  ces  principes;  par 

5                    7 
«lemple,  pour  diviser   |/a^ft^  par  |/a*ft',  on  écrira 

Si,  a    3 

a^l^l  aJb7 ,  et  réduisant  les  exposans  au  même  dénominateur, 
il  Tient 


\ga  ALGEDHE. 

Les  polynômes  qui  conlienn^t  des  exposans  oégatilà  ou  frao 
tîonnaires  sont  soumis  aux  règles  ordinaires ,  et  !l  convient  d'at 
quérir  l'exercice  de  ces  culculs.  La  division  suivante  indique  U  J 
marche  à  observer. 

-iy'-l+Sfl- 


-gii 


-^«i 


-'fiv'-i-,6o" 


Ohservei  que  le  quotient  peut  admettre  des  exposans  n^atifi 
pour  a,  et  cependant  être  exact}  or,  si  la  division  se  fait  eiac-  ■ 
lemeot ,  il  eut  cluir  que  l>t  somme  des  moindres  exposansdea  ' 
dans  le  quotient  et  le  diviseur  doit  donner  le  moindre  dans  U  ' 
dividende.  Ainsi,  retranchez  les  plus  petits  exposans  de  a  dam 
ces  deux  premiers  polynômes  ,  et  vous  aurez  le  plus  petit  dam  ' 
le  quotient ,  sï  la  division  se  fait  exactement.  On  est  donc  assari  ■ 
qu'on  n'est  pas  c)ans  ce  cas,  lursque  le  quotient  est  poussé  jusqu'à  - 
un  exposant  moindre  que  cette  diUerenoe. 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 

9006^ —  ig5a~"ôâ^gMi~'63,el  isaô^  —  36a~"fi3  -{-\2']ar'b', 
je  mets  en  évidence  les  facteurs  l5b^  et  3P  indépendans  de  a, 
et  je  les  supprime,  saufà  multiplier  par36^1ecommu.ndiviseiir 
des  polynômes  restana;  je  multiplie  par  a'  pourchasser  les  S'*  I. 
posans  négatifs ,  et  il  vient  [ 

6(;^— i3D=  +  6,et4a''— laa- +g.  \, 


6o^-i3o5+  6 

4a'-,^J-h9\ 

—  i«ï4-36flï-a7 

3                      ! 

ou       ,J~  3 

m[c-&i'+9( 

Le  calcul  donne  pour  facteur  ao*  —  3 ,  ainsi  le  comrauh  divi- 
seur cherchées*  3^3<^»  («•  ^3). 
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'Des  racines  carrées  et  civiques  des  Polynômes. 

i34«    i^*  Tout  nombre  composé   de  n.  chiffres  est  eni^e 

0*  et  lo"""'  ;  son  carré  est  dpnc  compris  entre  ïp*".et  xo*"""*, 
[ai  sont  les  jd^s  petits  nombres  de  a/»+  >  et  an  •—  i  chiQVe^) 
onc  lo  carré  a  a/ioa  2^  -—  i  chiffres,  ainsi  qu'on  l'a  dit  (62). 

2°.  Soient  a  et  a  -{-  i  deux  nombres  consécutifs  ;  leurs  carrés 
*  et  a*  +  2a  +  I  différent  entre  eux  de  2a  -f-  i  ;  ce  qui  est 
'accord  avec  ce  qu'on  sait  (n®  66,  4*0* 

3**.  Lorsqu'on  a  poussé  le  calcul  de  l'extraction  jusqu'à  coo- 
aitre  plus  de  la  moitié  des  chiffres  de  la  racine ,  les  autres  se 
novfent  par  une  simple  division,  ce  qui  abrège  surtout  les 
ifculs  d'approximation. 

En  effet,  soit  .AT le  nombre  dont  on  veut  obtenir  la  racine^ 
la  partie  connue  de  cette  racine,  'et  x  celle  qu'on  cherche; 
'JV=  a  +  x  donne  JV=  a*  +  20»  +  *' j  transposant  a*,  et 

lYisant  par  2a,  il  vient =  x  +  — .   Cela  pose,  si  x 

X  composé  de  n  chiffres,  x^  en  aura  27»  au  plus;  par  hypothèse 
en  a  au  moins  /i-f- 1 ,  lesquels  sont  suivis  de  n  zéros;  on 

3it  que  a  sera  ^  s*,  et  par  conséquent  —  <^  ^^  on  aura  donc 

/  Jrt€m 

Jf ^ 

=  ,  lorsqu'on  ne  voudra  que  la  partie  entière  de 

^iV;  ce  qui  arrive  toujours,  puisque  dans  les  approximations, 
t  même  pour  les  racines  des  fractions,  les  nombres  doivent 
lire  préparés  de  manière  à  ce  que  l'extraction  ne  porte  que 
ur  des  parties  entières  (n®  66,  1*».). 

On  divisera  donc  N" —  a*,  ou  le  reste  de  l'opération  qui  a 
ser^  à  trouver  a,  par  le  double  de  a;  et  pour  cela,  on  r^ar- 
dera  la  partie  connue  a  de  la  racine  comme  des  unités  simples 
(en  omettant  les  n  zéros  qui  devraient  étire  mis  à  sa  droite),  et 
f on  supprimera  aussi  »  chiffres  à  la  droite  de  iV. 
Ainsi,  pour  1/3.87 .67  «98 •  17,  les  trois  i***  tranches  donnent 
Sabord  i83  po^r  racine,  et  278  pour  re^te  :  si  donc  on  divi^ 


ma  AtGEBRE. 

L^ijSgS  par  a  fols  i83,  ou  366,  un  aura  76  pour  les  déni  autm 
cIiiiTres  delà  racine,  qui  est  18376. 

De  même ,  ^/a  =  i  ,4"4^  ■  ^^  "^  poossaut  l'approximallnn 
(n*64)  qu'au!  loooo"  ;  pour  trourer  4  autres  décimales,  comme 
le  reste  est  3836  ,  on  divisera  3836oooo  par  a  X  i4i4' 
282B4  :  le  quotient  est  i356;  donc,  etc.  On  trouve 

\/'^:^i,^i^2i356238q,     \/Z^  1,7320508076. 

i35.  Soit  proposé  d'extraire  la  racine  de 

^+ —  I  2a''6  +  34a*è* —  20aA^+  256' j 
représentons  ce  polynôme  par  A.  Kous  dirons,  pour  abr^tr, 
que  le  terme  où  la  lettre  a  porte  k  plus  haut  exposant ,  est  Ji 
plus  grand.  Soient  t  le  plus  grana  terme  <!e  la  racine  cher- 
chée ,  j  la  somme  des  autres  termes  ;  d'où  (  n"  97 ,  1°.  ) , 
X^(ar+j)'  =  *'  -i-^'y  +  y't  x'  eal  visiblement  le  plia; 
grand  terme  du  carré  X,  ainsi  x'=:<ja^,  ou  a:  :=  3a'  pont 
i'^  terme  de  la  racine,  et  A':=  90*  + 6a'y +j''.  O tant  911*' 
des  deux  membres,  il  vieut 

—  1 3û'É  +  34a'6'  —  aoai*  +  zSfi*  =  6a'_y  -}-  y', 
y  est  en  général  un  polynôme,  aussi  bien  que  Çta^y;  or,  j 
n'ayant  que  des  termes  où  l'ciposant  de  a  est  moindre  que  3, 
il  est  clair  que  le  plus  grand  terme  de  {6a'  +^)  Xj"  est  le 
produit  de  6a*  par  le  plus  grand  terme  de ^;  ainsi  ce  demiiT 
sera  le  quotient  de  —  laa^i,  divisé  par  60"  double  de  la  racio* 
■trouTée.  Il  en  résulte  que  —  lab  est  le  2°  terme  de  la  racine. , 

Pour  acliever  le  calcul,  faisons  3a*  —  lah ,  ou  :■; — 2a&=x't 
et  désignons  par  y'  les  autres  termes  de  la  racine.  On  ) 
X^«"i-f- a/y +  y';  ôtons  *'■  de  part  et  d'autre;  /' « 
compose  de  *",  déjà  ôté,  puis  de  —  2*  X  lah  +  (aafi)',  OB 

—  ixab  (ax — 2a6),  Si  donc  on  écrit  le  a°  terme  —  ^iiii  de  I» 
racine,  à  càté  de  6a*,  double  du  \",  et  si  l'on  multiplie  pv 

—  aa&,  eu  retranchant  Je  produit  du  reste  ci-destiu,  on  aura 

3oa'6*  —  2006'  +  a5A*  =  :usy'  +  j^'  ; 
si  y  est  an  polynôme,  il  est  aisé  de  voir  que.  le  film  grui 
terme  ^fteflf  est  cdni  de  ^y't  ^est-à-dire  est  le  produit  J* 
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grand  terme  de  ix  par  celui  A&y\  Si  donc  on  divise  3oa*^* 
6a*^  5&*  sera  le  3*  terme  de  la  racine, 
aisons  3a*  —  aai  +  66*  ou  x'  +  56*  ^  jf",  et  désignons 
y'  la  somme  des  antres  termes  de  la  racine  :  on  aura 
-  «**=  ^y" -^-y'^'t  or,  pour  retrancher  «**  de  X,  comme 
i  déjà  ôté  Af'%  il  faut,  du  dernier  reste  3oa*6* — aoaô'-j-^SM» 
•  encore  2*'.56«4-  (56*)*,  ou  56*(2jir' +  56*).  On  écrira 
c  +  66*  à  côté  du  double  6a*—  fyih  d^s  deux  i*^'  teimes 
la  racine ,  et  l'on  multipliera  parle  3^  terme  56*  ;  enfin,  t^ 
raadiera  le  produit  du  2**  reste.  G>mme  ce  produit  et  ce 
«sont  égaux,  on  aX— x'^^zao,  d'o&y'sao  ^iJzax^X. 
isi  la  racine  demandée  est  3a*  ^  aa6  -f-  56*. 
^olci  le  tjpe  du  calcul. 

'■     -r9«V_ . ^ 


.                     *  ...         ■      - 

a«  reste,               -+.3oa«&*-^2oaA5+a5&4  ï       6a*— 4^^  -|-     ÔA« 
3«  reste o  X  55« 

>n  Toit  qu'après  avoir  ordonné,  il  faut -prendre  la  rcuÀne  du 
terme ,  et  continuer  Vapèraiiàn  comme  pour  Vextraetion 
mirique  (n°  62).  Les  exemples  suivans  montrent  que  la  même 
r&he  de  calculs  donne  la  racine  lorsqu'il  y  a  des  imaginaires; 
des  exposans  négatifs  ou  fractionnaires» 

9a4— I atf 3  y^^i  — aa"(a— 3  •— aH-4^  y^a— a  /  3a«— on  •-i^  V-af 


nsM — la^  v^— 1— aa»(a— 3  v'— «)+4<»  V'a— al  (6a>— -m  v%v}— aa  V— « 


—a/  aa» 


«f>ia<i3  V — I+^g* ; I 

.•i^este; "*        6aV-a+4^v'a-af  ««•— 4«v'M4-V^-a 

>it«e.... ......:... ..........   o  J^ocH^V^ 


1  L      •    '  f  JL  î 

4a«— iîkt&»-h96-H!ï-i8a-»i»-f.9r-*l    aa— 3A»+3tf-« 

'   «»4a»  •    .  ^' .    ■-  ■  •  I  t  ■         

^^ j j 1  j.  2 

i«  re»te  — iatt&«-R>M-ia.-i8a"'&*-H>r>C.  (4^^^^*)  ^ -'^^* 

i^î        r  fi 

-Mafl&*--9& I    4a-^&a^    3a-« 

suratte,  la— lÔfl-'^M-ga'"*'      X+3ff-« 

>icste..... o  •    ;  ••       '•'  .!^i 

I,  i3 


àg4  ALGteKB. 

-    X' 


— «• 


ij^raile— a* 


(>»— là 


fji 


2«re8tex    — J4 


w""^ 


-•  4Tw 


« 


■■• •♦      •  I 


•I 


Surette»   ,  , -f-AaFar^^elQ. 

.;:  G»derineresanplei^c»t(«ooiiiiiieiA<mdoitae  conduire  M 

:qii&Rextrac6on  ne  pèat  se  fidn  eiactoment,  ce  qaf.oà  rerinnJ 

ifoendob  trouve  qndqœ  terme  de  la  radoie  oii  a  porte  nn  Ip 

j(ilbi|nt:inoindre  ipm  là  moitié  de  ton'phii  fiable  Mi'^W"!' 

le  carré.  Du  reste  ^on  A  îd 

<^         a*  oi 

i36.  Le  cube  de  x^  est  «^4-3x!r-J-3jçj^4y  C**??! 
il  sera  facile  d'appliquer  les  principes  précé^^nsk  la 
de  h^  racine  cnÛque  ^mi  polynôme.  Kfous  nona 
l'exemple  suiTant  : . 

rSC — - — : _: — : — i    iaa4  -,  iius^t  ^.  m 

itr  fane,  —  3«a46?  44,  54a^4  ^  37^  l  x— »•  "' 

a«r«le ol'  *  ' 

Apres  avoir  ordonné^  cherché  la  racine  3*  du  i**  terme  So^t 
qui  est  2a^y  et  retranché  8d^  on  a  un  i*'  reste.  On  en  diniB 
le  I*'  terme  r^36a^b*  par  120^,  triple  du  carré  de  20*;  h 
quotient  —  3b^  est  le  a*  terme  de  la  racine.  Prës  de  lao^i  es 
écrira  —  i8a*b^  +  9M,  ou  le  triple  du  produit  de  —  36^  parl^ 
I*'  terme  aa%  et  Je  carré  de  —  3&^;  on  multi{diera  ce  trinomt 
par  — 36%  et  Ton  retranchera  le  produit  du  i*'  reste.  Le  résultilk 
étant  séro,  on  a  de  suite  aa^— -36^  pour  racine  cubique  exacts: 
s'il  y  avait  un  second  reste ,  on  opérerait  de  même  sur  ce  reste* 
Nous nêdirons  rien  ici  des  racines  4%  5*. . .  {f^oy.  n^  4^) 

-Équations  du  second  degré. 

137.  En  passant  tous  les  termes  dans  le  i^'  membre,  réduisaid 
en  un  seul  tous  ceux  qui  contiennent  soit  x,  soit  :^^  et  opéraft^ 
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de  même  sur  tous  les  termes  connus,  Féf[u.  du  2*  degré  prend 
k£)nne  Js^+Bx+  6=10,  et  faisant  " 

B  C         ^ 

1 
0 

ima  **•+;/>*+ j'sso. ^•.  (i),  .    . 

iquaiion  qui  peut  représenter  toutes  celles  du  second  degré  i 
^  inconnue j  et  dans  laquelle  p  el  q  sonf  à^  nombres  (xmnus 
^tifs  ou  négatifs."  "       ■ 

Divisons  x^'^px  +  q  par  x-^^a,  a  étant  un  nombre  quel- 
o^qniB ,  il  viendra  le  quotient  X'^-^a'+rPfét  te  resté  e^Jfipài^q . 
Ce  reste  est  ou  n'est  pas  nul ,  selon  q^ie  <i  est  ou  n^est  pas  racine 
iePéqn.- (proposée  (oniiioinme  racines  U»  valeurs  qui  satisfont 
ï  cjette  équ.,  parée  quonles  obtient  par  une  extraction).  Doncf 
ton/  nombre  SL  qui  est  racine  it^iie' éqOciiieh  du  second  degré  j 
Anne  un  diifiseur  Mnome  (t-^^û^du  ptehUèr  membre  de  cette 
éqtsation,  laquelle  prend  alors  la  foriiie  *  ' 

•  Ci?^a>(Jr^f•a-^-Ja)=s3o.. 
Or|  on  demande  tpiitçf  les  valeurs,  propr^^  à  rendre  ce  produit 
Doi;  ainsi  x=:-»a — p  jouit  aussi  bien  de  cette  propriété  quâ 
«==0.  Ponç,  i^  foute équationdu secçridfU^4qui a uhe racine, 
M,  en  admet  encore  une  seconde  ^~  (a-f*?)* 
,  ;i*.  ,Çgtte  équation  ne  peut  apoirque  deux  racines;.  cettiB  pro- 
position sera  démontrée  plu^  t^d  (n^49^)• 

3*.  Les  deux  racines  étant +;a  et  — -(a-l-p),  leur  somme 
est  — p ,  et  ■  leur  ■  produit  '  est  -^  (a*  -f-  «/>)==  ^r ,  à  cause  de 
4i^*f-/ia  +  gT=p;^dcpic.,Me-c(»^/*7i*  p  die 'second  terme  en 


fm  trouve  4ue  le  premîfîr  membre  est  divisible  par  x  —  5  ;  lie 
4|iioHent  est  2?—  3  ;  les  deux  racines  soiift  3  et  5,  dont  la  somme 
tM;8,  etleproduitiS:  > 

'  4^.  Il  est  facile  de  former  une  équation  du  S€^i3cmd  d^ré  dont 
kl  racines  ^  et  /  soicM'âànfMéS';  on  en  fera  la  somme  k  4-  //et 

i3.. 


«      »l  ■  • 


le jftoAaiitlf  et Pon  aotm  j^r^(/t+.l) m  +.U^w*  On 
encore  former  le  produit  («  r-  it)  (jf— rQ»  A^.esemple,  «  S 
—7  font  tes  racines >  on  multiplie  jt— -5  p«r  dv-f-7;  onUen 
prend  5— 7= — 2;  5x  — 7=  — 35;  e^  changeant  le  à 
de  la  Mmmie,  s*+  ar  — -  35  ==  o  est  l'éqn.  dherdiée. 

5*.  Résoudre  P4qà.  (1)  rerient-à  dvroher  deox 
dopt -r*  A  soit  la  somme  et  âr  le  prodait. 

t^éti  peut  arriter.  j^  les  racises  f  et  I  aoianl  é|;ales; 
les  ^eurs  JT  —  t'éL^s  —  l  étant  t^guBOL^  ^Ar^+.tJ 
carré  da  Fnn  de  ce$  fin^ors.  •  jr 

,  iSCfr^l^i^r  r||spQ4iAV(^u.  (i),  remarcpioné  qna  si  V- 

éUii^^i^9.:0H^  m  9^f»7Mit  la  racine  >  00  n'anrail  plipa 

4b»î-4ï^  îL'fv 4«frf»/ t^toiMoceps  ce.trinoai^;ià  (««HK«i)f 

«!-:|-aiMP.4*nt4  A9s^  firbitraira}  ainsi  iBisôns  «çRiip^  pàntf : 

le«  doMX.i*"  teriQe|.4Wm9|é9MHCvde  ptrt  et  dViOre.    > 

ppnpij  ni  »%4Ç(a,^ji^yse  tx^natfrsf »  «H7)Nr4^^Mllft«WBé< 

'+ i^p;  <^  ti^ÛKmie  n'est  wiioarYéqiidtd^ 

B       C 
pet^par--et  --p,  ofttxoilTe-qiBepiliirgitt^Ax'+BsL+C 

B^— ^ÀCsao.  ■  ■  '     -  >-      •=  î'  '  '\^ 

Dans  le  cas  ci  2P*=^Î>  ?«^  proposée  retient  à"  (*+ î>)*='/ 
et  les  deux  racines  sont  égales  à  -*-  4  p.  '  "  " 

Mais  si  cette  condition  i/a  pas  lieu  y  ajoutons  \p^—q.  M, 
deux  nombres  de  l'équ.  (i) ,  il  viendra  '  '  '^ 

extrayant  la  racine,  jtf*+  ip  a=  zfci/  (  Jp* —  q) ,  'o 

d'oà  '  *— -î/>=fcV^(Ji^-y)....(2). 

Nous  ayons  donné  (n°  lao)  la  raison  du  signe  db.  ijiud,  kh^H 
leur  de  x  est  formée  de  la  moitié  du  coefficient  du,.%^  iermt  0^ 
signe  contraire j  plus  ou  moins  la  racine  ducarrédece4tf,mfMtiJiM 
ajouté  au  terme  connu  passé  dans  le  a*  ipsm^re^  -Dalis  c^iqpifl 
exemple  on  aura  d^  suite  la  racine,. sans. s'astreindre.  W-  t^hioB 
les  calculs  précédens  sur  le  trinopgtç  {iroposé» 


•     I       R.    < 
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ïour  *•  —  8x  +  i5  =2  o,  on  trouve 

»=4±:  1/(16'— 15)=3  4  — ï>    c'est-à-dire  *= 5  et =3. 
tteméme  «*  +  24?  ==  35  donne 

»=5:—i  ±1/(35+1)= — 1±6,     ouflf;=5etss3,— 7.. 

~  139.  Le  résultat  (2)  offî%  ^usîeurs  cas.  Faisons,  poiir  abr^er, 
^f^'^çTsi^jn,  d'où  'g  =  j/J^-^mj  ce  qui  change  J^+ZW+^f 

Bft         **  +  p*  +  4i^*— "*>    ou    (jf  +  ï/))* — m; 

:^est  la  quantité  qu'on  veut  rendre  nulle  par  la  substitifjtioa  de 
iertains  nombres  pour  x. 

1*".  Si  m  est  négatif;  comme  \p^  est  toujours  positif,  ce  cas 
i'arrife  que  si  q  est  positif  dans  le  premier  membre  de  la 
roposée  (i),  et^  ^/>^  Mais  alors  la  proposée  rerient  à.  •  • . 
rpf>|/i>y-f-ms=:o;  on  yeut  donc  rendre  nulle  la  somme' de 
mM  quantités  positives,  problème  visiblement  obsufiie  :'  et 
mme  on  trouve  alors  x=-*<-.5p  db^/ —  w»,  le  symbole  y/^^m^ 
«nrde  en  lui-même,  servira  à  distinguer  ce  cas.  DonC)  leprà^ 
\me  est  absurde  Joj^q.u^  les  racines  sont  imaginaires^ 
Cependant  nous  dirons  encore,  dans  ce  cas,  que  la. proposée 
deux,  ri^cines».  parce  qu'eji  assujettissant  ces.  valeucft •«.•«.• 
=— j/7db\/  — m,  aux  mêmes  calculs  que  si  elles  ét«ûeat 
elles,  ç.-à-d«.l^  substituant  pour  x  dans  la  proposée,  elles 
satisfont;  BQUS  ne  donnons  ceci  que  comme  un  faitalgÂriqne. 
est  ainsi  que  les  valeurs  négatives ,  quoique  videjs  de  sens  en 
les-mèmes,  peuvent  servit*  de  solution  à  une  équation  (11^107) 
ms  convenir  au  problème,  à  moins  qu'on  n'y  fasse  quelque 
ndilication. 

a^  Si  m  est  nul^  ce  qui  exige  que  q  soit  z=z^p*et  positif 
kns  le  1**  membre-de  la  proposée  (i),  alors  j[î*+/w Hf-j^'-re- 
TicÉt  au  carré  ie  x+  Ip,  et  les  racines  sont^  égales  s.c^.^sti» 
flisige  des  racines-  imaginaires  aux  réelles.. 

dPiSivk  est  positif,  q  doit  être  négatif  ^ans  le  x?'^'  membre, 
iMns  que  q  ne  soit  positif,  et  <^  \p^'f.  dans  ce.  cas  (n?'97, 3?.} 

{*+jPT—  m={»+ïp--hV^)  ><'{x  +  jp^  V^^y 
Tds  sont  lesiacteors  du  i^'  membi^ideTa  propbsée  (i);  les  ra- 


cinés  wmt  —  ip+  V^  ^  ■"  îP— V'i»»  4^ti«ri 
cl  le  prodiiit  J/^  — w  on  ^.  .     • .  _;,. 

4*.  iSt  m  est  Qa  carré,  les  deux  radnéiL  mit  jk 
5*.  Si  les  racines  sont  rédles  et  &  TBàtiA'wmmf 
^p-rediportè  sur  lé  radical,  ij/ui  i  h  bgoii^fàÉBfj 
ioa^}/»1  >  ^f^ — 7 ,  ou  enfin  ç >  o.  Jbim/qÉiiÉd-f  < 
Jef-jnçtfM9ltr.oiit  des  signe»  contraires,  etvlora|M'i]f  Bt^ 

(®^ < ilO.9 ^^ *^fP? ^ ^ m6me, ipa^  oppiQpi i^iMM^ 
Fby.  n*  io8,  2^.  pour  l'interprétation  'dep  noues  nég 
'6n' èi'^^o,  sans  recourir  à  la  fimUotè  (îAi'^m 

ré^  op-itoagiaaire,  «elQù  1^  signé  de  ;. ,    <   ? ,  ^  : 

ft|^.Qiiai)4  le  pro{Kisée  a  la  forme  Ja^^^rSm.^Ctz 
i^'.teeiBjB 'ayant  «n  coefficient  A^  nons  «toas  dit  igifon 
gllga.m  ditiiant.tout  psor  A\  mais  on  pebt  aaasi 
X^r.Mtôie .911  carré,,  en  multipliant  Féqu.  par '4^}:Cb  a     k 

oft- bâmpfire';' comme  'rî-dém    au  caM'âe  'iAà^n'f 
qn^il  firàtt'i^ndre  n:^  iï'etJBljouter  i?*  potù^«eonk|iléter  ki^ 
oonc 

(M«4-j5)*  =  ^*  — 4^C,    et    x= ^ji — ^^ 

Cest  ainsi  qu'on  trouve ,  en  résolrant  par  rapport  à  y  Péqi 
AY*'hBxy^Cx*'hI>f'^Ex'hF=io,  « 

9^  On  a  ./îr«»  +  J9aî  +  C  =  ^[(*  +  i/>)*— I»],  »  éli 
négatif,  nul  ou  positif,  suivant  que  les  racines  sont  itfBl 
naires,  égales  ou  réelles.  Dans  les  deux  i*'*  cas,  quelque  tsh 
qu'on  substitue  pour  »,  le  itlultiplicateur  de  A  étant  poeit 
lep^uit ,  ou  As^ -f- iff» 4"  ^9  doit  avoir  le  même  signe  qas 
Ma^Sjli  jn  est  positif,  soient  a  bt  h  les  racines  réelles,  on  a 
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et  l'on  voit  que  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  plus  grandes  ou 
moindres  que  a  et  &,  le -signe  du  résultat  sera  le  même  que 
celui  de^-,  mais  il  sera  différent  si  x  est  compris  entre  a  et  &. 
Le  trinôme,  qui  conserVak  ci-dessus  le  mèmç  signe  pour  toutes 
les  valeurs  de  jp^  change  donc  maintenant  deux  fois  de  signe, 
lorsqijL'ou  fait  passer^  x  d'ua  état  com|>ris  entre  a  et  6 ,  à  un 
filtre  qui  soit  ou  ^  ou  -^  a  et  6. 
On  pourra  s^eieroer  sur  les  exemples  suiyans  : 

1*  cas.    9»*— ia«+8=o...  »=|±:}j/— i ,  . 
2* 9«* — ia*+4=o...  «i=|, 

19fl^--i2jr+9::fo.*.  *=î=fcî,  ottAF=i,  et«s=^, 
3Up*+  3«+i«=o...  «= — Jdtj,pu«=— ^>etaf^— -1^ 
4C*—     *— -a^so...  x±=i\±L\f  ou  AP=:a|  et  «sa— i; 

S*.»...»   ip*— 5«=— 6...  jt=:3  ,  et  jp=a« 

sM*  9  czo.,:4««.  s=rt3v^ — I.' 

i4o.  I.  Trouver  im  nombre  jp  tel,  qu'en  ôtant  a  de  son  carré 
lo  reste  soit  I.  On  a  s*— -a  =  i,  d'o&  «=±:âi|/3« 

IL  Partager  a  en  deux  parties  telles  >  que  m,  fois  la  i*^*,  mul- 
tipliée par  n  fois  là  2%  donne  le  produit  />.  On  a 


{ 


mx 


.n(a-x)=p,  d'oi.   *  =  i«d:y/(ia«-^). 


Si  l'on  veut  partager  a  en  deux  parties,  dont  le  produit  p  soit 
donné.  3  £aut  £3iire  m=i»s3i.  Cpmme  les  racines  sont  hua- 
ginaires  lorsque  />  ^  ^  a%  on  voit  que  le  produit  ne  peut  surpas- 
ser le  carré  de  la.  moitié  de  a,  c.*Jip-d.  que  le  carré  de  |  a  est 
le  plus  grand  produit  possible  qu'on  puisse-fbrmer  avecles  deux 
parties  de  a  (n°  97,  3^). 

III.  Etant  donnés  le  ç^uit  p  de  deux  poids  et  leur  diffé- 
iCBoe ,  trouver  cbacun  d'eux.  On  a  xy  ==/^  9  —  y-^-d-^  d'où 

ff 

TV.  Trouver  deux  nombres  tels,  que  leur  sommet,  et'Cellé  h 
le  leurs  -cnbes  soient  données.  De  x  ^^yr^say  «'-^i-^^ttri, 
on  tire  a^-^So^s-f  J«aB*  =  6,  él  faisant  b-^o/^  èn-a  •  •    •  - 


aCN»  ■  ÀIAKBAS.  ■  •       ■  '   '•     t 

et  J'"**^»— V(i/*-A«Ot 

» 

y.  Qn^  est  lo  nombre  dont  »  fois  la  ptâéÊaùilbép  éàt  igihit 
mfoiB  la  pûisÀnoé  p  +  àL?  x=z±ty{nlm). 

Vt,  Fhsieurs  personnes  sont  ténues  éé  payer  ks  frais  dPim 

proc^i  montant  k  800'flr.;  mats  trolk  sont -InsblTsUés^  et  les 

. autres I  suppléant  à  leur  .défaut,  sont  ébntrallitetf  de  donntf 

chacune  60  fir.  outré  tenr  psirt;  on  demandé  le  Mnlln^  s  ia 

^  800r  *  "     806  'J-  ^    i        '    '    ■  "■ 

payans,Onar"-T--5'=~-— 60,    fTok    4|»,.-f-.3jp,=5  4o    d 

«===— i±fcï/{{+4o)=— îd:i^.  aînil/a  ] 

.  au  lieni^&  H  est  «bé  ^^interpréter  la  rainne  négatif  --  & 
Vn.'Oir'  a  deux  )pii^U  lumineux  .i4f  %tB  (%.  a),  distsns 
entre  eux  de  u^^  z£  )i  ;  l'intensité  de  la  lumièra  répandue  par  i/ 
est  m  fois  œUe  de  J?  ;  on  demande  le  lien*  C  qii  reçoit  la  mén^ 
darté  de  part  et  (FaAtre V^aacfaant  quela  lumière  tauisnisepir  ] 
un  point  Ivminéuat  décroît  en  raison  dn  carré  de  h  idi^^  ! 

Soient  «  et  (LhiB  intensiCéi  des  lumiiret  que'  ^^mfpniini^iimfr  1 

les  foyers  A  étB  à  U  distance  i  ;  -'y^,  -.  • .  •  seront'c^es  quç 

reçoit  le  point  C  lors^'il  s'écarte  de  ^  à  la  distance  1^2,3...; 

ainsi  I  ^  est  celle  qui  répond  à  l'espace  AC^=zx\  et  comme 

BC^sa^^x.  la  lumière  que  B  transmet  à  C  est;*'  '.  oa 

.  (a— ^«)* 

adonc  -:  =  ,      ■     '  ,   d'où  ^  =i  (  — I  =»»>  en  posaffil 

«  =  i»/3;  extrayant  la  racine,  on  trouTe  en£lp 

*===  77;^Hh^  ^"  *=F  ;7^  ("'^  t^'^)" 

En  général,  on  doit;  évitée  la  double  irrationnalité  des  deux 
termes  d'une  fractièù  (ii*^  fifi};»  ^  sûHout-celle  du  dénominateoTi 
Iciy  on;  a  multiplié  haut »et  ba&par  v^mzç:  i.j  ce  qui  a  donné 
(n*^  97>  3^). pour  dénouMoateur  nh-m,  et  pour  numérateiuç 
a  i/7»(|/9iiz:  i).' On. (ÇA  dira  autanjt  deâ  cas  semUabU;^» 


YllL  SoitdonnéeunefractionT;  quel  est  le  nombre  jr  qui, 

tjoaté,  soit  au  numérateur  a,  soit  au  dénominateur  5,  donne  deux 
résultats  dont  le  i*'  soit  i  fois  le  2%  ou 

donc         *=5=— i(a+6)±iV/[(a— ^y+4a4it3. 

.  IV.   DES    RAPPORTS» 


Des  Proportions. 

141  •  1**.  L*équîdifférence  a.  b  Icd ,  équÎTaut  à  a  —  i  =c — c/j 
^oii  a  -l-  £f  s  c -4-  &•  Si  l'équidifférence  est  continue,  où  a 
\a.b.dfSo^  2&  =  a  +  ^*  V^^^y*  R**  72.) 

2^  Soit  la  proportion  at^IIc^c/,  our=3;v;ona  ad^  bcy 

bc       . 
d?o&  <2=  — .  Si  la  proportion  est  continue  ri  a  l  b  :  £2,  on  a 

J  =  1/  {ad).  iVby.  n**  7!^.) 

.3®.  a* -^-i^ssi» —*•/»%  ou  (a  +  i)  (a-— fr)ssm(i  —  1^), 

j         ,   .  ..      a  +  i      .1—1»  .u. 

donne  la  proportion  — - —  =s= 7. 

ma  —  o 

I  i-^x    , 

4^.  Ajoutons  db  1»  aux  deux  membres  de  r  =  -^  ^  il  Tient 
aihmb      cdzmd    ..  ,  adimb      b  ^    .         àdb6        b 

(Fty.n'iî.) 

■     ■      ■  .  •        . 

a      c       6  — 

5*.  Soient  /^  = -^:=  ->=.  • .  unp  suite  de  rapports  égaux , 

aesorteque7  =  ^;  OU  tfï=ip^,  cso^,  0=y^>.   '..        ', 


»»■ 


< 
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En 

ajoutant  toutes  les  équations  on  a  (n"  ^3,3",) 

a+c  +  ...-,(.b  +  d+f +....); 

d'où 

«  +  -  +  '+■••_„_■" 

i  +  d+f+...      '       6 

6". 

sia  :b  ::  c  :ûr,ona 

a-  :  i"  ::  t-»  :  rf™,  i/a  :  ^/A  ::  i/c  :  t/rf. 
Des  Progressions  arithmétiques. 

143.  Soit  ta  progression  fa.J.c. . ..  i.l.ly  ioal  est  rf  1« 
raison ,  n  le  nombre  des  termes  ',  on  a  tes  (n —  ■)  équ. 

b^n  +  d,    c=b+d...,l  =  t+fl;  j 

enaioutant ,  il  Tient  ^=0  +  li  (n —  1),  comme  (n^SS). 

Cette  expression  <!e  la  valeur  dn  re"""  terme  de  la  progrst» 
sîon  est  ce  qu'on  nomme  le  ierms  général;  il  représente  tour  è 
tonr  tous  les  termes,  en  faisant  n=  i  ,2,3... 

Soit  s  le  terme  gommaloire  de  la  progression ,  c'est-k-i'ire 
la  somme  de  ses  n  premiers  termes;  l'on  a 

g=o+i  +  c+ -(-i  +  i+/, 

ou  ,^a  +  ia-hd)-i-ia+^d)...+a+in-i)d, 

et  aussi  s=l-\-il—d)  +il—iid). . .  +i~(,i~i)d, 
en  écrivant  le  2°  membre  en  sens  inverse.  Ajoutons  ces  équ.; 
comme  les  termes  correspondana  produisent  In  même  somme,  21 
est  visiblement  égal  k  a-\-  l  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unilés 
dans  m;  ainsi, ^^.^=i  n  (a+  /).  On  remarquera  qu'en  général 
la  somme  a  -^  1  de»  extrêmes  est  la  même  que  celle  df  deus 
terf»ea-q.ui  en  sontJgaUtusnt  iîeignS»j\tà  if  doubJè  iJuJerâs 
moyen  Idragïu  le  nombre  des  termes  'est  impair. 

143.  Reprenons  ces  deux  équations  .       ' 

■  ,.         /=o  +  <;Crt— iT et  «^jst**"')-'"  ■■''■' 
Nous  ponrrona  enJÎTer.denx  qœlt^tqnfi^  ^dn^  qv^titji 
â,î,<i,nets,  coanaîs§aatlestroisautres.  " 
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Voici  divers  prcddëmes  relatifs  à  cette  théorie. 
I.  Trouver  n^  connaissant  a^J  et  si  L'éUminotioa  de  l  donne 
«=a/»  +  J  d/i  (»— i)  j  d'oà 

Par  exemple^  nn  corps  qai  descend  dû  repos  tombe  de 
4  mètres  et  ^  dans  là  i'*  seconde  de  sa  clitite^  dn  triple  dans 
celle  qui  suit^  du  quintuple  dans  la  suivante....;  on  demande 
combien  il  mettra  de  secondes  à  parcourir  4oo  mètres.  (  Vqy.  ma 
Mèc.j  n®  157.)  La  progression  7  4'9*3X4'^^*  S><499*  •  •  > 
donne  «=4^^>^  =4»9f^= ^^=998»  on  trouve 

n  =  i/  -±=   \/j — >  d'où  71=9^,03  et  fc=83",  6environ. 

il.  Combien  une  horloge  frappe-t-elle  de  coups  à  chaque 
tour  du  cadran?. Si  elle,  ne  sonne  que  les  heniresy  on  a.  • . . 
t-f-2  +  3-4-.. .4- ia;d'oii «=6X13=78.  Si  elle|sonne  les 
demies,  ona2  +  3")-4-*«4"'39  etsss^o. 

III.  On  a  un  amas  de  boulets  de  canon  disposés  en  progrès- 
fioB  par  différence,  et  composé  de  18  rangs  dont  chacun  con- 
tient a  boulets  de  plus  que.  le  précédent  ;  on  demande  combien 
il  7  en  a  dans  le  dernier  rang  et  dans  Famas,  sachant  que  le 
rang  supérieur  en  contient  3.  On  a  a=3  n=i8,  d=a,  ;  et  l'on 
trouve /=:37/é?s=36o. 

lY.  Entre  deux  nombres  donnés  a  et  l,  insérer  m  moyens 
j^portionnels  par  difféi^ërice.  Gomme  1»  -f-  ^ = ^>  on  a 

Izsia  +  dim^i).  d'oArfag  ■  ~    ,  cottinie (n® 85). 

Des  Progressions  par  quotient. 

i44«  Soit  la  progression  t7  <i  l  h  l  c  l  d. , .  i  l  l,  la,  raison 
étant  jy  on  a  lés  n  —  i  équations 

OTj  en  lesiinultipliiant  et  'Suj^imantlea  &ctenrs"00iiimnna;.it 
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vient  Z =05'"',  comme  n°  86;  c'est  le  Urme  général.  On  pcul 
toujours  donner  à  une  prpgrcssion  la  forme 

TT  ti  '.  ^q  '.  15'  '.  oif, . . .  aç*~'; 
done  les  puissaiiceB  entières  et  successives  d'une  même  quanlitt 
q  sont  en  progression,  par  quotient.  II  en  est  de  même  de  touW 
série  de  term.cs  dont  les  expnsaas  sont  en  progression  par  ditfë- 
renée,  telle  que  ti""  +  i*""^*  ■+■  I/x'^+"'+. ..  .Celle-ci  reTÎeot 
à  la  i''*cn  faisant  a=^b3i'",q  ^  xK 

Ajoutant  nos  ri — i  équations,  il  lient 

(b  +  c+d....-i-l)  —  ia+b  +  c....  +  i)q. 

Or,  en  désignant  par  s  le  terme  sommatoire,  on  a 
b-\-c  +  d...-{-l=s  —  a,      a  +  6  H-c... -!-(  =  *  —  /; 

donc  B—'ar={s  —  l)q,o\»s-=— . 

Si  laprc^e&kion  est  déc^oissa^te^  tout  ceci  est  égalemenl 
vrai,  seulement  q  ^t.  Mais  à  mesure  que  la  série  se  prolonge, 
la  somme  s  des  termes  que  l'on  considère  s'approche  de  plus  es 
plus  de  celle  S  de  la  proj^ression  entière  :  soita  la  difTéreDU  1 
à'  —  3,  qui  est  iadéfîuiment  décroissante;  de  plus  le  demi 
terme  /  devient  eu  même  temps  aussi  petit  qu'on  veut,  p 
sons  (n'  ii3); 


On  a  donc  encore,  comme  p.  i3^,  la  somme  totale  d'une  prir 
gression  iniinîe,  dont  le  1"  terme  est  n,  et  la  raison  j  <^i.  Uest 
visible  que  notre  raisonnement  reviemt  à  avoir  posé£=D< 
comme  désignant  une  quantité  iurmiraent  petite. 

On  rapporte  qu'un  souverain  voulant  récompenser  Sessii  ' 
inventeur  du  jeu  des  échecs,  lui  accorda  un  présent  que  ta 
générosité  trouvait  trop  modique  '■  c'était  autant  de  graijis  de 
hlé  qu'il  y  a  d'unités  dans  la  somme  de  la  pragi|ess]0a  ^^f 
I  :  a  :  4  •  3  :  i6-  --  étendue  jusqu'au  64*  terme,  attendu qu» 
l'échiquier  -■  a  64  ckses.  Cherdtoiu  guette  est  «èttE'stimme  :  Oa  s 


LOGARnrHHES.  2ùS 

sance  a  été  calculée  p-  8i ,  et  l'oa  trouTe  que  sziz  i8  44^  774 
iQi?i  de  12  autres  chiffres^  Or^Ua  kilogramme  de  blé  ordinaire 
contient  à  peu  prè»  sGiÇo  graine^  et  l'oà  sait  ^u' on  hectare 
ne  produit  ..guère  que  I79p  J^logrammés  de  froment  >  sayoir 
45  762  5oo  grains.  En  divisant  s  par  œ  nombre ,  on  trouTe. 
qœSessa  demandait  le  pi[tK(i|it  eabjéde  4o3  milliards  d'hectares 
omron ,  c'est-à-dire  8  fpi$  la  surface  entière  duglobe  terreàtrèy 
jn  y  comprenant  les  mers  ^  les  Ucs  ^  les  déserts^  etc. 

Leséqu.  /irrflg^r'jjr  — a;=  (s— /)^ 

serrent  à  résoudre  tous  les  problèmes  oht,  connaissant  trois  des 
<nnq  nombres  a,/, 7»,^  et  ^,  on  demande  les  deux  autres.  Du 
reste,  les  calculs  qu'il  fatit  ^éi:iiter  ne  sont  quelquefois  prati- 
cables que  par  des  méthodes  qui  ne  sont  exposées  que  dans  ce 
qui  suivra» :Par  ex. ,  a,  n  et  s  étaut  donnés,  on  ne  peut  ôbteiiir 
q  qu'en  résolvant  l'équ.  aq^-^eq  -{-  s=a,  qui  est  du  degré  /». 
Lorsque  l'exposant  »  est  inconnu,  on  doit  recourir  à  ia  '3ot>-' 
trine  des  log-n"*  1479  3v  0    ;    . 

Des  Logaritl^. 

145.  Faisops  varier  r  dans  l'équ.  y=^çi^  ^  et  observons  les  va- 
riations correspondantes  de  y.  .',..'. 

i*'.  Siâ^  1,  en  faisant  a;=:o,  on  ay  =  i;s  =3  i  donne 
jr=a.  A  mesure  que  x  croîtra  depuis  o  jusqu'à  1 ,  ejt  de  l|i  à 
Tiofini  y  y  croîtra  de  i  vers  a,  et  ensuite  à  l'inGni;  de  sorte  que. 
quand  x  passe  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires,  en  suivant 
ûki  de  continuiiéj  y  croit  aussi ,  quoique  bien  plus  rapide-: 
ment.  Si  l'on  prend  pour  x  des  valeurs  négatives,  on  a  j^^a^f}, 

an  (n*  i3i)  ^=  — .  Ainsi ^  plus  x  croît,  et' plus  cette  fraction 

jr  décroît -,  de  sorte  qua  mesure  que  x  augmente  nég^^yçu^nt, 
y  décroît  de  i  ▼erso;j^^o  répond  as  infini.;  ,. 

a*.Sia<;  I  ,on  feraa^ar,*  sera^  i ,  ctîPon«uraj'=sssp 

ouY  en  Jr*,  suivant  qu'on  prendra  x  positif  ou  négatif.  Où  re- 
tombe donc  sur  le  même  cas ,  avec  cette  difi&lènce  que  x  est  po- 
«fif  lorsque  ^  <  ï ,  et  négatif  pour  jr  >  i  • 


àb6-  A&vÉMS;  '  ' 

3'.  Si  C  =  t ,  on  a  _)-  =  I  quel  que  soil  *, 

Pourvu  que  n  soit  autre  que  l'unité,  on  peot  donc  dire  ^u'tT 
y  a  toujours  une  valeur  peur  s  gui  rend  a^  ^gai  à  un  jwmbrt 
domié  quelconque  y.  L'usage  perpétuel  qu'on  Fait  des  belles  pnn 
priétés  de  l'équnlion  y  =:  a*  exige  qu'on  fisc  des  dcnominft' 
tions  à  ses  parties,  afin  d'éviter  les  circonlocutions.  On  nomnil 
*  le  iogarilhme  du  nombre  y  ;  la  quantité  arbitraire  et  ioTi' 
riable  a  est  lit  base.  Donc  le  logarithme  d'un  nombre  iH 
l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  élever  la  bau 
pour  produire  ce  nombre. 

Lorsqu'on  écrit  x  ■=.  Log.  y  ,  pour  désigner  que  »  est  le  lop» 
ritlime  du  nombre  y  ,  ou  que  y  =  u",  la  base  a  est  sous-of 
tendue,  parce  qu'une  ibis  choisie ,  elle  est  supposée  demenrei 
fiie.  Mais  si  on  la  change ,  on  doit  indiquer  la  nouvelle  base, 
c.-à-d,  de  quel  sysitme  de  logarithmes  il  s'agit.  C'est  ainsi  gna 
10^=  looo,  2^  =  32  indiquent  que  3  est  le  logarithme  de  looo, 

■  et  que  5  est  celui  de  32;  mais  la  liase  est  lo  dans  le  i"  cas;  ella 
est  2  dans  le  second. 

146,  On  tire  de  là  plusieurs  conséquences. 

1°.  Dana  tout  système  de  logarithmes,  celui  de  i  est  xérOj  et 
celui  de  la  base  a  est  un. 

2°.  Si  In  hase  a  est  ^  1 ,  Us  logarithmes  des  nombres  ]>  i 
aorUposiUfs ,  les.  autres  sont  négatifs.  Le  contraire  a  lituà' 
a  <  i. 

3".  La  base  étant  fisée  ,  chaque  nombre  n'a  qu'un  seul  \o^ 

■  rithme  réel;  mais  ce  nombre  a  visiblement  un  log.  différent 
pour  chaque  valeur  de  la  base,  en  sorle  que  tout  nombre  a  un» 
infinité  de  logarithmes  réels.  Par  ex.,  puisque  9' =  81,  3^ ^81, 
îi  et  4  sont  les  log.  du  même  nombre  81  ,  suivant  que  la  base 
est  9  ou  3.  4 

4°.  Les  nombres  négatifs  n'ont  point  de  logarithme»  réelsi 
Çuiïqu'en  parcourant  la  série  de  toutes  les  valeurs  de  x  depnit 
—  QO  jusqu'à  +  00 ,  on  ne  trouve  pour  y  que  des  nombres  p(K 
sitifs  depuis  o  jusqu'à  -f-  co. 

Là  composition  d'une  table  de  log.  consiste  à  détermin^j 
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toutes  les  Taleurs  ilc  x  qui  répondent  à  jr  =1 1 ,  a ,  3.» . .  dniis 

féqu.  y  =  a*.  Si  Von  suppose  a=  m^  en  faisant  ' 

S  =:  o     ce     2«    3«    4^    5«i.  • .  Icgarithmea^ 
on  trouve  j^  =  i     m    rn^    m^    m^    i»^...  nombres; 

ki^log.  croissent  donc  en  progression  par  différence  >  tandis 
iqilé  les  nombres  croissent  en  progression  par  quotient  ;  o  et  i 
sont  les  deux  i*'*  termes  :  les  raisons  sont  les  nombres  arbi<^ 
ttikes  «  et  m.  On  peut  donc  regarder  les  systèmes  de  valeurs 
de  or  et  ^  qui  satisfont  l'équ.  y  =  a',  comme  classés  dans  ces 
•dein  progressic^s ,  œ  qui  met  d'accord  les  deux  définitioii$  que 
nous  avons  données  des  log.  (87  et  i4^)* 

Le  signe  Log.  sera  dorénavant  employé  à  désigner  le  loga- 
rithme d'un  nombre  dans  un  système  indéterminé  ;  réservant 
(90)  le  signe  log.  pour  les  log.  de  Briggs ,  dont  la  base  est  10. 

147.  Démontrons  en  Algèbre  les  propriétés  des  logarithmes. 

!*•  Soient  a;  et  j/  les  log#  des  nombres  y  et  y,  ou  x  ^=^Log.  y, 
s  =  Log.  y  :  00  a  a*  =  ^,  a*'  =  y; .  en  mnltipKant  et  divi- 
sant ces  deux  équ.  l'une  par  l'autre,  on  obtient 

a*^-''=j^y,   a— '  =  J. 
Mais  il  suit  dé  la  définition  que  1^  exposans  x  +  x'  etx — x' 
mt  les  log.  de  y  y  et  ^  ; 
Ame  Log  y  +  Log  y   =  Log  (Yy)f 

Log  y —  ^/  =  ^^(7)- 

î>.  Si  l'on  élève  à  la  puissance  m  Véqa.y  =x  af,  et  si  Pon  en 

*  entrait  la  racine  m'^  on  a  y*  =;=  a"* ,  i^y  =  a"  :  la  définition 

s  **    - 

I» = 1^  Cr")  > -;  = /ib^  1/ J  ;  donc 


cet  résultats  sont  confonnes  à  ce  qu'on  a  vu  (n'^ÇS)* 


.1 . 


M8  AXGftmiw 

3*.  Pour  résoudre 'FéqiL  «s:aa'>  dans  laquelle  e  ela 
donnés  et  s  iooonnfi,  op  égale  les  ïo^  des  deux  Vnenilini: 
Ton  en  tire  Log  c = «  Log  a;  ^ne  simple  dÎTision  dodne 

Log  a 

,    Oi^  peat^nc  trpupêr  la  vakur  de  VexpomnU  n  dans 
/3=  af^%  da  n^  144»  relatiTQ  aox  progressions  par 

■    -^fHf 
L'hiconnue  étant  x  dans  l'éqa.  Ja^^Bc^'^^'^Caf^:^:., 

(.  B     C      \  ■'  •»••  '  '** 

l>aiis  a*  ==  i y  si  m  est  dépendant  de  PintionÉftié'sf / el ^MI 

tilMiiazjti^  4-  Bxf^K^\  comnic«=:  ^^  =:?  on  nomlnoo^ 

•ogn 

iS^i  il  reste  à  résoudre  Téqu.  du  degré  m,  K^=zA:^^Bs^*'*7!\ 


Soit,par  ex.,4(f)*  ""*^^=^;  on  en  tare  («•-&f+4)  log  5=m 
donc  **  —  5jf+4  =  "~'^^  ^'*'  ^**  ^*  degré  qui  donne  * = J| 
et  =  3. 

4^*  Soient  deux  nombres  y  et  j^  -{-  /»  ;  la  différence  des  lof 
pris  dans  un  même  système  quelconque  est 

Log(jy+m)'^Logy=Log.(^ — ^^=^  LogCi  +-^j 

mS 

quantité  qui  s'approche  de  ZéOg  i ,  ou  zéro ,  à  mesure  que  —  i^' 

croit,  et  qui  est  d'autant  moindre  que  y  est  plus  grand  :  donCf 
les  log.  de  deux  nombres  diffèrent  moins  quand  ces  nombres  soé 
plus  grands  et  plus  voisins.  Cest  ce  qu'on  a  tu  n^  91  ^  III. 

148.  Lorsqu'on  a  calculé  une  table  de  log.  pour  une  baC 
quelconque  a^'^n  peut  changer  dç  système  et  calculer  uneaatr* 
table  pour  une  nouvelle  base  b.  Soit  c  =  ^^  x  est  le  log.  ie^ 
dans  le  systktiiéb}  prenant  les  log.  dans  le  système  connu  a;  ^ 
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it  *  =  f^-i  =  I^^g  ^  X  f  y — -,  J  :  ainsi,  &  fo^.  d'un  nombre  c, 

ê  îfi  système  h ,  est  le  quotient  de  log  c  diçisé  par  log  b,  ces 
s  log»  pris  dans  le  système  connu  a.  Pour  ayoir  x,  il  faut 

ic multiplier  Loge  par  i^*^  ;  ce  dernier  facteur  est  constant 

tr  tons  les  nombres  c,  et  on  le  nomme  le  Module;  c-à-d. 
B  n  rpn  diyise  les  log.  d'un  même  nombre  c  pris  dans  deux 
ikmes ,  le  quotient  sera  invariable ,  quel  que  soit  c ,  et  sera 
Midole,  fae^eUr  constant  qui  ramène  les  premiers  log.  à 
Menir  les  seconds. 

Lorsqu'il  arriTC  qi^'on  trpuyç  .moins  4'^^^^^%^  ^  prendre  la 
lie  =  lo,  qu'à  préférer  un  autr^  système,  il  sera  donc  aisé, 
faide  d'une  seule  table  de  log. ,  tels  que  ceux  de  Briggs,  de 
Icoler  tout  autre  log.  dans  ce  nouYe4iu  système.  Pàr'ex.^  lejog  | , 

as  le  système  dont  la  base  est  f ,  est       "|.^  ^     kILt        ' 

hue  est  ici  ce  qu'on  veut,  et  si  on  la  prend  =  lo,  tout  de- 

„        — 0,17600125  f  f  n  11 

Ht  connu,  et  Ion  a^~- — .^    q  ,  ==  1,2000470  pour  le  log. 

vcbé. 

^«reillement  Log  |,  dans  le  système  |,  est  --2-|=--s_ — ^¥? 

—  i;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  puisque  l'équ.  ^=3 a* 
ient  ici  f  =  (|)*=  (f)"**,  et  *  est  visiblement  —  l. 

49*  Il  importe  de  s'exercer  à  l'usage  des  logaritbmes  dans 
calculs  algébriques;  voici  divers  exemples  : 

!•.  log  (a.b.cd. . .)  =  log  fl  -f-  log  b  H-^og  c •+•  log  J . . . , 

a».        log  (^J  =  log  a  Hh  log  &  4- 1<^  c  —  log  <2—  log  e, 

3*.iog(a'»-5».cî»...)  =  TOlog<i  4-nlogfc  +  plogc.^., 

4*.     lo     r^-— ^=TOloga-4-»logA— plogc, 

5».         log  (a«-ar«)  =  log  (a  -f  x)  X  (a— x)  =  log  (a  -♦-  x)  •+•  log  (a^x), 

6».  log  •(a*— x«)=:ilog(a-f-^)4--log(/r  — x), 

1.  14 
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En  ajoutant  et  ôtant  ax  an  trinôme,  il  derient  (a+')*- 
(ri  ?on  p(M6  f^:=:ax,  %  sera  facile  à  trouTer  par  log.,  é. 
aura  (a+*)*  —  «%  ou  («  +  *+«)(«+*—»);  cUmc 

c 

Ce  caleul  résout  ùP-^x^  en  ses  fiMtenrt  et  permet 
des  log. 

^.  ^a*4>x*),ëiipoftaiiC9«rs«*,  d«tieat  VCfo'^**)*^»^]» 

iog  V^(««+«-)  =  j  [log  (a+x+«) +log(a -fx- i)  j. 

1 1\  Pour  îpfléivr  in  moyens  par  quotient  entre  â  et  i^*^ 
&nt  frire  n=^J%^^  dans  l'équ.  l—aq'^^  (n«  i44)>d'oà(|j 

tire  U  raison  gay(-V  et  logy  =  ^^""^'',  U»  ëm 

termes  aq,  aq\... ,  ont  pour  log. ,  loga  +  Iog^,  loga+^Iogf .« 
Ainsi,  pour  insérer  1 1  moyens  entre  i  et  2,  comme  ici  log  asc 
on  trouve  log  7  =  7»  X  log  2  =  o^o25o858 ,  et  j  =  1  ,o59463  ;  te 
log.  des  termes  consécutifs  sont  2  log^,  ^  1<%^*  •  •  9  et  la  ptf* 
gression  est  (c'est  la  génération  harmonique  de  Rameau] 

~  1 :  1 ,059463  : 1 ,122461  :  i ,  189207  : . . .  :  i  ,88774712- 

12^.  La  base  du  système  étant  a,  on  a  a^^S*=  a;  car  tfapïô 
la  définition  des  log.  dans  Téqu.  o^  =  «,  ^  est  le  log.  de  s. 

De  même  a^^^*  =  J°S(^*)  =  A 


a 

n 


I3^  Spit  X  l'inconnue  de  Péqu.  b      ^=c'**./*""^;  ond 

tire  (n J  log  b  =  7nxAo§c  +  (x  — p)  log/"  :  il  reste  don^ 

à  résoudre  l'équ.  du  2*  degré 

(/filogc  +  log/) a?*  —  {n  log  b  +p  log/)*  +  alogZ>  =  o. 
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i4«.  c"''=a.*»'-'  donne  x=    ^^"^^^^ 

i5®.  La  population  d'une  yiUs  s'accroît  chaqne  année  de  js  y 
combien  y  aura-t-îl  d'hafaitans  au  bout  d'un  siècle^  le  nombre 
^i^t  apti^Uçm^t  100  000?  Faisons  1^:=  looooo;  au.bigiut 
(Tan  ^ ,  la  population  sera  n-j^-^nzp^n.^^rn,  4près  1  annévç 
miyante ,  »' deviendra  de  même n.^z^n (f^)*. • .  On  trov^yç 
IHi|si  qu'au  boat  de  100  ans,  te  nambyre 

"       „(|i)'o.  = .  ==  2  654 874,  ^  .       "?:-*J?<°«. 

comme  le  montre  le  calwl.  Si  Faccyoî^-  jog  /i  =  5,o(K)ooo 

sèment  annuel  de  la  population  est  d'«n        /^'"    •'*^* 
r'j  on  trouye  de  même  que  le  nombre  primitif  n  des  habitans  de- 

,                               /i  +  rV 
tient,  après  gr  années,  x  =  7»( j .  On  pei^t  prendre  pour 

inconnue  l'une  des  quantités  x,  /»,  r  ou  ^,  les  autres  étant 

*  données;  et  l'on  trouve 

^  ^)gx=log7f4-^[log(i+7^— logr],    logn=logx-^  Dog(i+r)— logr], 

logy  — logyi                  1^/^,   ,   T\  _logJ:--logn 
^-  log(i+r)-logr'  ^"^  V"^r  ;  ""  g 

Problèmes  dépendans  des  Proportions. 

"^  i5a  Règles  d'intérêt.  Soit  a  le  capital  placé  durant  t  mois, 
ou  t  ans;  £  l'intérêt  de  loo  fr.  dans  un  mois,  ou  un  an.  Comme 
le  capital  a  et  le  temps  t{^)  sont  en  raison  inversé  (n^  77) ,  on 
a  ce  problème  :  si  100  fr.  rapportent  i  durant  un  mois  ou  un 

(*)  Le  tempe  est  ordinairement  exprima  en  joors  dans  le  coipmertee  ;  on 

m.  conveno  d^  compter  chaifee  mois  pour  3o  joars,  et  l'aan^e  poiir  36o  joari. 

l'intérêt  k  i  pour  cent  par  gn  pour  j  jours  est  alors  donoié  par  cette  règle  ; 

\    ft  100  fr.  rapportent  (  en  36o  jours  ^  le  capital  c  rapportera  x  enj  jçfirs, 

•  • 

4V?oir  4:  s=  s7^ — •  On  simplifie  cette  fracâon  en  la  dÎTVW^  b^ot  ^tJ^as  par  i. 
Ir  ooooo 

cir  ce  nombre  i  est  sonTent  très  simple  et  divise  36ooo.  De  là  ce  thëorème  : 
l'intérêt  x  se  tronve  eQ  multipliant  le  eapitul  par  Its  jours ^  et  dlwUant 

par 9000,  8000,  7300,  6ooo,v  5760,  etc. 

^U  taux  pour  cent  est    4»       4fV      ^t       ^»      ^^9   c^c* 

l4** 
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an,  qne  rapporleite  la  loaiiBe  ai  dam  oe  même  temps;  rig|e 
de  trois  directe,  qui  demie  pour  l'intirèt  cherché  x, 

oH        ai 


loo        r' 


r  étant  &  dêrdmr  (n*  80),  c-à-d.  la  somme  qai  rapporte  x  fr» 
d'intérêt  par  mob,  on  par  an.  La  relation  entre  ces  denx 
nières  de  stipoler  le  taux  d'intérêt  est  donnée  par  Féqn. 

Hotre  formule  peut  £sire  oonnahreFan  des  nombres,  a,  t,xé  ^ 
sonr,connaiisantlestroisaatres.Parex«,ontronTeqnexooooftt  ; 
placés  à  §  p.  I  par  mois  dorant  7  mois,  rapportent  a33,33fr.  ' 
f  intérêt;  et  qa'on  a  dû  laisser  8000  fr.  placés  dorant  7  ^  mois»  : 
p(mr  qofil  en  soit  résoltéiSofr.  d'intérêt  k^  p.  §  par  mois.       * 

Intérêt  compoêé,  Qoand  cihaqoe  année  on  laisse  le  eapâd. 
Vaocrottre  des  intérêts  éohos,  Toici  ce  qoi  arrm.  Si  r  fr.  rsp^ 
portent  i  fr.  après  on  mois  on  on  an,  le  capital  m  s^est  aom  ' 

de  —,  et  est  dereno 

en  frisant  poor  abr^r,  y  =  — ^^^  =  i  +  -• 

Mais  ce  nouveau  capital  a'  placé  dorant  le  mois  ou  Pan  qui 
suit>  devient  de  même  aq,  ou  aq^^  Ainsi  >  on  a  successivement 
o^,  aq^. . .,  et  après  t  fois  Punité  de  temps,  le  capital  accu- 
mulé aifec  les  intérêts  échus,  est 


=  aq'  —  a(^—^y 


Cette  équ*  donnera  Tun  des  quatre  nombres  a,  t^  x  et  r  on^j 
les  trois  autres  étant  connus.  Si  l'on  veut  que  l'intérêt  soit  sti- 
pulé à  tant  pour  cent,  on  fera  ri=  100,  y  =  x  -f.  0,01  X  i* 

Par  ex.,  un  homme  destine  une  somme  de  le  000  fr.  à  pajer 
un  bien  de  12  oeo  fr.  ;  il  place  à  cet  e£Pet  son  capital  à  5  pour  cent 
par  an,  et  y  joint  chaque  année  les  intérêts  échus  :  on  demande  à 
quel  instant  son  but  sera  rempli  ;onai=35,r=:2o,y=:r:^,  puis 

i2ooo  =  iooooX(H)S    ou    6  =  5xCîi)'; 
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d'où  Von  tirelayalear  de  Fexposant  ^^  par  le  théorëmen®  i47i3^, 
savoir,  t  =  3  ans  et  9  mois  environ. 

1 
*  I 

i5i.  Annuités.  On  nomme  ainsi  la  rente  d'un  capital  a, 
calculée  de  sorte  qu'en  payant  chaque  année  une  somme  jr,  qui 
Mit  toujours  la  même,  cette  somme  soit  formée  des  intérêts 
édius  et  d'un  à-compte  sur  le  capital  »  lequel  se  réduisant  ainsi 
pea  à  peu ,  soit  rendu  nul  après  un  temps  déterminé. 

Le  capital  vaut  aq  après  la  i'*  année;  on  paie  s,  et  l'on  ne 
doit  plus  que  cl^izicLq^-^s,  Après  le  2*  paiement  x ycl  ^  trouve 
de  même  réduit  à  ciq^-^x^  ou  cu^^-^qx-^'X  :  continuant  de 
même  à  multiplier  par  ^  et  à  retranclier  Xy  pour  avoir  ce  qui 
reste  dû  après  chacune  des  années  successives,  on  en  vient  enfin 
\  trouver  que  l'empl>unteur  doit  encore  après  t  années,  lorsqu'il 
vient  d'effectuer  soii  t  paiement  x  (n®'  99,  i44)> 

z  =  aq^  —  xg*"*  —  afgr'"*. . .  —  * 

s  =  û^'  ~  a:(gp»-'  +  gr»"*. . .  +  i)  =  oy*  —  «Tî^  V 

i  cause  de  ^r  =  1"+  /*.  Si  l'emprunteur  s'est  acquitté ,  is  =:  o ,  et 
l'on  trouve 

Du  reste ,  on  peut  prendre  ici  pour  inconnue  l'une  quel- 
conque (^*  p.  i5i)  des  quantités  X ,  a,  ^,  r  et  t^  les  autres  étant 
données*  Les  1(^.  sont  alors  d'un  usage  très  commode ,  ou  même 
indispensable.  S'il  faut  résoudre  l'équ.'  par  rapport  à  l'expo- 
«ant  *,  on  trouve  q^[^  +  a  —  aq)  =  x ,  d'où  (n®  \fy] ,  3**.) 

log  JC  —  log  (jc  -f*  fl  —  aq) log  3C  +  log  r  —  log  (rar  —  a) 

^       '  log  î  ~  log  (i  +  r)  —  lôgr        '• 

As  même ,  si  l'on.veut  que  l'inconnue  soit  jp  ou  a,  on  posera 


ou 


ou 


y= 


9 
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^^r  qui  donneront  x  ou ai.Iorsqiie^  lera  «onnii.  Or ,  «Mlf 
teaiit  oi-destni  pour  x  cette  TdLenr  »  on  tromTe  (i  ^ryy:=xi 

<7eit  sur  cette  théorie  que  font  établietîei  rentes  dontfeof 
pital  et  les  intérêts  s'éteignent  k  la  mort  dn  préteur  ^  et  qu'< 
nomme  viagèru^  On  sui^pose  que  le  préteur  doit  encore  li 
t  années^  loi^squ'il  place  lecapîtal  a^  et  Ton  demande 
s(»nme  x  on  doit  lui  pajer  chaque  année  ^  pour  qu'à  Fezpiratioa 
de  ces  ^/mnées  il  n'ait  ptus  droit  k  aucune  somme  :  cette  renSs 
estdonnée  par  la  valeur,  ct-deisus  de  jp.  Si,  par  «i«»  l'intérêt  Jb 
loafr.  en  perpétuel  est  5  (5  pour  cent,  ou^  denier  ao)  ^  (m 
rssao;  et  si  l'on  prjBud  a.=  toc  fr.  ppi;^  |sspital,  on  obi 

-^  '^''^        i,oo''  ao — y 

Il  est  Trai  qu'on  né  sait  pas  œàVance  '&lnBiett  Années  le 
pâleur  xmit  encore  iy9T%\  mais  on  lesup|po8e  d^sprès  las  tahki^ 
de  inoi^ité  :  et  quoique  cette  présomption  puisse  être  &«- 
tive^  elle  devient  exacte  pour  un^and  némhre  d'individus  {njf^ 
ensemble ,  parce  que  les  uns  gagàent  précisément  en  durée  de 
la  vie  ce  que  les  autres  perdent.  On  sait^  par  expérience  ,  qnsillo 
est  la  durée  de  vie  probable  d'un  individu  dont  l'âge  est  conna* 
La  i'*  ligne  est  celle  des  âgesj  la  a"  le  nombre  t  d'années  qui 
restent  probablentent  à  vivre  :  (  voy.  VAnnu»  du  Bur»  des  Long) 

Ages...i  .  5  «lo.iS.ao  .95  «3»  .35.4o.45.5o.55.6o.65  .70  .75.8oani* 
t 37.457. 43.39.354.32^.397.26.33.90. 17.14. ii<8}. 6^  .  5.34ans. 

C'est  sur  cette  probîtbilité  qu*on  établit  l'întërét  des  rentes  vit- 
gëres.  Ainsi  un  homme  de  4<^  sina  pouvant  encore  espérer  a3  ans 

d'existence ,  *=23 ,  et  l'on  trouve  y  = -^  =  6,5  enviroD , 

d'où  or  =  7 ,4  '  1^  capital  doit  être  placé  en  via^r  à  7 ,4  P<^ 
cent  par  an.  Les  chances  réservées  aux  membres  des  sociétés  coih 
nues  sous  le  nom  de  Tontines  sont  aussi  réglées  sur  ie  mêtne 
système. 

i52.  Escomptes,  Soit  a  le  capital,  i  l'intérêt  de  100  fr« 


I 
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-par  mois,  r  le  denier ,  t  le  nombre  de  mois, est  l'intérêt; 

^  loo  ' 

amsi;  pour  V escompte  en  dehor$  ^  la  somme  à  payer  p9U|r  le  ca- 
pital a  est 

BiKir  l'escompte  en  dedans ^  il  faut  raisonner  ainsi "^  puisque 
iw+ti  doit  dtre  réduit  à  loo ,  à  combien  a  est-il  réduit?  d'ob 

100  a  ar 


^^^ 


100  +  ^*        r  +  / 

Si  la  somme  6^n'est  exigible  que  dans  t  mois  ^  et  q  u'on  veuille 
EToir  égard  aux  intépéts  des  intérêts  durant  ce  temps  ^  il  faut 
recoarir  à  la  formule  de  la  p.  212  ;  on  trouve  que  le  capital  S 
doit  être  réduit  à 

i53.  Hèâ^s  de  fausses  positions.  Soit  ax  ==  b  l'équation  qui 
lie  entré  elles  les  parties  d'une  question  ;  si  l'on  suppose  à  x 
une  Taleur  arbitraire  «^  çt  qu'on  l'assujettisse  à  satisfaire  aux 
conditions  ûa  problème  ^  ce  ne  serait  que  par  hasard  qu'on 
tromperait  as±=  b.  Supposons  donc  qu'on  ait  aa=zCf  en  divi-« 

sànt  terme  à  terme  paor  a»  =  6 ,  on  trocrre  -  =  ^  •  ^^^^^  ^  ^^ 

Bidiat  qu^on  obtient  est  à  celui  qufon  doit  obtenir  j  comme  le 
nombre  supposé  est  à  V inconnue. 

Cherchons  un  nombre  dont  la  ^>  le  ^  et  le  |  réunis  fassent  4^6. 
Supposons  que^  200  soit  ce  nombre ,  sa  moitié ,  son  quart  et  son 
cinquième  forment  190  au  lieu  de  4^?  ainsi  200  n'est  pas  le 
nombre  cherché  :  on  posera  la  proportion 

190  :  456  ::  200  ;  a?,  d'où  «  =  480. 

Coinbien  &udrait-il  de  temps  pour  reovplir  un  bassin  à  Paide 
de  quatre  ^robinets ,  dont  l'un  le  remplirait  en  2  heures ,  le  si^ 
ca  3  ^  le  3*  en  S ,  le  4^  en  6.  Supposons  qu'il  &llût  une  heure  \  le 
premier  robinet  emplirak  la  moitié  dn  batsia ,  le  V  le  ^ ,  le  3*  le 
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j,  le  H*  le  i}  tt  comme  oa  trouye  î  +  J  +I+ïï  =  {j 
lieu  de  i  >  il  y  aTait  erreur  à  supposer  une  heure;  on 
f:f::  i:s=:  f'sss  Sommâtes. 

Ce  procédé,  quoique  applicable  aux  règles  de  société, 
térèt,  etc.,  ne  l'est  pas  à  tous  les  problbqes  du  premier 
puisque  Téquation  la  plus  générale  e$iax  +  bs=:  ex  +d.\ 
la  supposition  4P  =  s  ne  rend  pas  as+  b  égd  à  es  4*  ^9  3j 
résultera  une  erreur  «,de  sorte  que  as  -f-  b  —  (cê'-^d) 
retranchant  de  lkMx+b'^(cx+{i)=o  ^  on  a  (a— <)  0 
Une  autre  supposition  /  qui  entriânerait  l'earreu:^  / , 
(o-H?)  (s' — s)=/  :  diyisant  ces  irésultats  terme  k  terme,  cai 

s  — «       e     -,  ,  ##'—/• 

/     '■'  î=  "^  1  n  Ou  X  =     '■  ■    /s  • 


Ainsi ,  multiplier  fa  i'*  erreur  par  la  2*  suppoêiûon  et 
quement;  retrancher  lee^prodidta  en  ayant  égard  aux  eigneu 
erreurs;  dipiser  ensuite  par' la  différence ^des  erreurs^  le_ 
tientsera  l'inconnue»  Cest  en  cela  que  consiste  la  r^le  cfe( 
fiiusse  position,  applicable  à  tous  les  problèmes  chi  pi. 

Dans  JQotre  dernière  (Question,  la  sùpposi-  '  '  ' 

tien  de  a?  =  1*,  a  donné  f ,  et  par  conséquent         ^F^'      .  , 
l'erreur  -|-  ^  En  faisant  *  =s  î^,  cri  a  |  pour       j^  » 


•  •  •  « 


résultat,  et  —  f  d'erreur»  J'écris  ces  nombres 
comme  on  le  voit  cî-contre,  je  multiplie  en  croix,  et  je  re- 
tranche; j'ai  73* +  3  011  î  >  I21  différence  des  erreurs  est  5  +• 
ou.  I  ;  enfin  je  divise  ^  par  | ,  et  j'ai  *  =  |. 

Un  père  a  io  ans,  son  fils  en  a  12;  quand      ^  _ 

-,,        -        .  .1      •    ■      t  I    •    1      *»i         Suppos.  Erreurs. 

rage  du  père  sera-t-ii  triple  de  celui  du  fils  5  ans     6 

(page  i5o)?  Je  suppose  5  ans  :  le  père  aura        .'. 


alors  4^  ans,  le  fils  17;  le  triple  de  17,  au  6+3 

lieu  de  produire  4^1  donne  6  ans  de  plus.  En 
supposant  i  an,  l'erreur  est  de  — 2.  Les  produits  réciproqo( 
des  erreurs  par  les  suppositions  donnent  16  pour  différence 
dlTisant  par  la  diffiérence  des  erreurs ,  qui  est  8 ,  j'ai  2  :  c'ei 
dans  a  ans  qjie  l'âge  du  père  sera  triple  de  celui  du  fils. 


LIVRE  TROISIÈME. 


ëLËMëNS  de  GEOMETRIE. 


Là  GioscÊTBiB  est  la  science  qui  apprend  à  mesurer  l'étendue, 
[^oat  corps  a  trois  dimensions ^Z^Tj^z^z^r,  Lcargeur  et  Épaisseur 
m  Profondeur  :  les  limites  qui  le  déterminent  en  sont  la  Surface, 
Hais  les  surfaces  d'un  corps  ^  en  se  rencontrant  2  à  2  ^  sont 
nes-mémes  terminées  par  des  Lignes;  les  limites  qui  bornent 
n  lignes  sont  des  Points,  Ce  sont  ces  diverses  limites  des  corps 
jpi  nous  servent  à  reconnaître  leur  Figure, 

Quoiqu'il  n'y  ait  pas  dé  corps  sans  trois  dimensions ,  on  fait 
KKiTent  abstraction  de  l'une  d'elles  ou  de  deux.  :  par  ex. ,  si  l'on 
prie  de  la  grandeur  d'un  cbamp^  ou  de  la  bauteur  d'un  édifice  » 
m  m'a  égard  qu'à  une  surface  ou  une  ligne.  Afin  de  procéder 
la  simple  au  composé^  par  une  gradation  qui  facilite  l'étude  > 
nous  diviserons  la  Géométrie  en  trois  parties  :  la  première 
ïEaitera  des  Lignes ^  la  seconde  des  Surfaces^  la  troisième  des 
^ohanes. 

r 

L    DES   LIGNES* 


Mesure  des  Lignes  et  des  Angles» 

154.  Il  suit  de  la  nature  des  lignes,  qu'on  peut  les  regarder 
mme  la  trace  d'un  point  A  (fig.  3  et  5)  qui  se  meut  vers 
a  autre  point  B^  en  faisant  pirouettei^  une  ligne  AB  sans 
[o'elle  quitte  les  deux  points  AçXBy  s'il  arrive  que  cette  ligiM 


! 


!2l8  GiOMÉTRIE.  ? 

De  cesse  pas  de  coïncider  dans  tous  les  points  (fig*  5),  on  Tap-  tr 
pelle  droite  ;  sinon ,  la  ligne  est  ou  formée  de  lignes  droites  ^C 
CI>j  DB,  ou  btea  elle  n'a  aueunet  parties  rectilignes,  et  l'on  dit 
alors  qu'elle  est  courbe,  comme  AMB  (  fig.  3  ).  On  regarde 
comine  évident  que  la  ligne  droite  AB  est  le  plue  court  chemin 
deA  kBy  qPest  la  vraie  mesure  de  la  distance  «ptre  Aiu%  points  ^ 
AetB. 

Donc ,  i**.  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  droite  d'un  point  à 
un  autre  ;  et  toute  droite  AB  qui  a  deux  de  ses  points  AetB 
communs  avec  une  autre  doit  coïncider  ayec  elle  dans  l'é- 
tendue AB. 

2°.  On  doit  par  la  pensée  concevoir  toute  droite  BB'  (fia.  i) 
comme  prolongée  de  part  et  d'autre  à  l'infini  vers  Cet  Cf:û 
suit  de  la  définition  des  lignes  droites,  que  ce  prolongement 
devra  être  tel,  que  si  l'on  joint  Fun  de  ses  points  C  2i  un  autre  Çf^ 
par  une  droite  CC,  elle  doit  couvrir  AB,  Non-seulement  deux, 
droites  qui  ont  deux,  points  communs  B^  et  B  coïncident  dans 
retendue  B^B  ;  mais  même  leurs  prolongemens  en  C  et  C  doî-* 
vent  aussi  se  confondre. 

3®.  Deux  droites  ne  peuvent  se  couper  qu'en  un  seul  point, 
puisque  si  elles  avaient  deux  points  communs,  elles  coïnci- 
deraient. 

On  dit  qu'une  surface  est  Plane,  lorsqu'en  joignant  deux 
quelconques  de  ses  points  par  une  droite,  elle  s'y  confond  dans 
toute  son  étendue.  ' 

i55.  Lorsqu'on  veut  ajouter  deux  longueurs  ABet  B  C  (fîg.i)» 
on  porte  l'une  CB  sur  le  prolongement  de  l'autre,  et  l'on  dit 
alors  que  AC  z=z  AB  +  BC.  De  même, pour  soustraire  BC  de 
ACjOn  irouye  AB=^  A C'^  BC.  Il  sera  aisé  d'ajouter  ou  de 
soustraire  un  plus  grand  nombre  de  lignes  ;  de  répéter  b  fois  une 
longueur,  ou  d'en  concevoir  la  moitié  >  le  tiers. . . . 

tS&  Mesurer  une  droite,  c'est  chercher  (n^  36)  combien  de 
fois  sa  longueur  A  en  contient  une  autre  B  conaue  et  prise 
pour  Unité  :  et  le  nombre  de  fois  qu'on  trouve ,  ou  le  rapport 
entre  ^  et  iS  est  la  mesure  cherchée. 
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Il  arrWe  souvent  que  l'unité  B  n*ett  pas  ûomtenueun  Bombre 
eiact  de  fois  dans  j4  :  yoiei  comment  on  doit  n'y  prendre  alors 
poar  évaluer  le  rapport  de  ji  aB,  On  divisera  A  par  B^  c'est- 
à-dire  qu'on 'cherchera  le  nombre  de  fols  que  A  contient^,  et 
k  reste  JR.  On  divisera  de  même  B  par  K ,  puis  R  par  le  nouveau 
reste  /T,  etô. ...  ce  qui  revient  à  chercher  la  commune  me'' 
iure  Jf  entre  A  et  B:  alors  M  sera  contenu  un  nombre  exact 
de  fois,  par  cx.^  a  fois  dans  Ay  b  fois  dans  B  ou,  A  z=:  aM^ 

A  a 

B=.  bM,  et  -«ô  sera  égal  au  rapport  abstrait  -  {  u**  36,  71  ) , 

€.4-i  que  A  est  une  fraction  y  de  l'unité  B^  par  ex.  les  f  idu 

les  —-  de  ^,  et  nos  lignes  A  et  B  sont  entre  elles   comme  les 
DMobres  al^traitsa  et  b. 

Mm  fl^il  J  a  toujours  un  reste  h  chaque  division  ,  l'opération 
A  fivts  -de  bornes,  et  le  rapporta  :  ^  ne  pouvant  être  évalué 
atêtemeÉft  en  nombres,  est  incommensurable.  On  se  contente 
iloTS  d'une  approximation ,  ce  qu'on  fait  en  négligeant  celui 
des  restes  successifs  qu'on  juge  suffisamment  petit  (n®  63). 

i5j.  Nous  savons  donc  évaluer  une  ligne  égale  à  A  -f-^  —  C, 

nÀj  »A  +  mB  ,    -«, n,  m  étant  des  nombres,  et  A, 

m 

B^  C  des  lignes  données.  En  général,  on  peut  toujours  repré- 
senter des  lignes  par  des  nombres  abstraits,  en  composer  des 
fcnnules  et  les  assujettir  aux  règles  ordinaires  du  calcul.  Ainsi 
par  la  ligne  A,  nous  entendrons  le  nombre  de  fois  a  entier  ou 
fractionnaire  que  cette  ligne  contient  une  longueur  B  prise 
pour  unité,  ou  le  rapport  entre  elles,  A  l  B,  Biciproquement 
on  peut  représenter  les  nombres  par  des  lignes. 

i58.  Prenons  dans  la  figure  ABC  (fîg.  4)  un  point  intérieur  D , 
et  menons  ^B  et  AD  ;  le  chentin  AD  •{-  DB  est  phut  court  que 
kC-^CByqui  ê'écarte  davantage  de  la  droite  AB.  Car  prolon- 
{eant  AD  en  £,  comme  AE  <CAC  +  CE^  m  ajoutant  £B  dé 
part  et  d'autre,  on  a  AE  +  EB<CAC^  CB.  Cette  mAme 
proposition  appliquée  au  point  D  de  la  figure  A£B  donne 
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AD  +  DB  <^AE  +  EB:  donc  à  plus  forte  raison,...,  ^^ 
AD+DB<AC  +  CB.  ": 

x5g.  On  dit  qu'nn  oontonr  ACDB  (fig.  5)  est  Conif$XiÂ'^ 
lorsque  toute  droite  IK  ne  peut  le  couper  qu'en  deux  poinU£  ^ 
et  K.  De  deux  chemins  convexes  ACDB ,  AEFGB ,  qui  mènsni  \  1 
c^  A  à  By  celui  qui  enveloppe  Vautre  est  le  plue  longj  <»  \i 
ACDB>  AEFGB.  Car  en  prolongeant  Ei^.on  a  Tisiblemenl  ; 
ACDB  ^  AIKB  ;  et  il  sera  aisé  de  prouver  de  mème^  en  pre-  ^ 
nant  cnaque  partie ,,  que  AIKB  >•  AEFGB. 

i6o.  La  même  chose  a  li^eu  pour  des  courbes  convexes;  par  ex. , 
ACB  esX^AMB  (fig.  3):  car  menons  une  droite  JSFqâ 
touche  ACB  en  un.point  quelconque  C\  on  aura  EF^  EMF\ 
ajoutant  de  part  et  d'autre  AE+BF,  il  yient  AECFB<iAMB^ 
Deux  autres  tangentes  ik^  Im  donneront  AiklmB  ^  AEFB: 
et  ainsi  de  suite.  On  aura  par  là  une  série  de  lignes  brisées 
dont  la  longueur  diminuera  à  mesure  que  leur  système  s'appio-. 
cbera  de  ACB,  et  qui  sera  ^  ACB  :  à  plus  forte  raison  on  aant 

acb<:amb. 

i6i.  Dans  les  élémens^  outre  la  ligne  droite ,  on  considère 
encore  la  Ligne  circulaire;  c'est  celle  dont  tous  les  points 
ABDE  (fig.  6)  sont  dans  un  plan  et  à  égale  distance  d'un 
point  C  qu'on  nomme  Centre.  Le  contour  de  cette  courbe  est 
une  Circonférence  j  et  la  surface  qui  y  est  renfermée  se  - 
nomme  Cercle;  les  droites  CAyCB.,,, ,  qui  partent  du  centre  et 
\oat  jusqu'à  la  courbe,  sont  des /^oyo/z^^  qui  sont  tous  égaux; 
le  Diamètre  AD  est  une  droite  qui  coupe  la  circonf  .  en  passant 
par  le  centre;  c'est  un  double  rayon. 

Une  partie  AFB  de  la  circonf.  est  un  Arcj  la  droite  AB  est 
la  Corde  qui  le  soutend,  La  surface  A FBC,  comprise  entre 
deux  rayons  et  l'arc  »  est  un  Secteur;  enfin,  celle  qui  est  ren- 
fermée entre  l'arc  AFB  et  sa  corde  AB  est  un  Segment, 

'■  162.  De  là  on  conclut ,  que  i®.  un  diamètre  DA  (  fig.  6  )  est 
là  plue  grande  corde;  car  BC  -^  CA  ou  DA  >-  BA. 

a®.  LêC  diamètre  coupe  le  cercle  en  deux  parties  égales;  car, 
en  pliant  la  figure  suivant  D^^,  les  deux  parties -^-^£> ,  AEd 
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>iTent  coïncider  9  sans  quoi  tons  les  points  ne  seraient  pas  à  la 
tème  distance  du  centre  C. 

3^.  Cest  aussi  pour  cette  raison  que  deux  cercles  de  rayons 
yàMJOL  doiyent  s'appliquer  l'un  sur  l'autre ,  lorsqu'on  fait  coin- 
ider  les  centres  :  deux  arcs  de  ces  cercles  doivent  aussi  coïnci- 
cr  dans  toute  leur  étendue ,  s'ils  sont  d'égale  longueur. 

4*.  Ztea  arcs  égaux  AB ,  Aff  (fig.  7}  ont  des  cordes  égales  ; 
ir^  en  âdsant  coïncider  les  arcs ,  les  cordes  se  confondent  aussi. 

S*.  La  corde  croit  avec  Varc  j  jusqu'à  ce  qu'il  atteigne  la 
lemi-circonf.  Soit  l'arc  DBF  >  EGK,  et  <  DBA  Hg.  6)  ; 
fraoïes  Vbic  DB  =  EGK ,  les  cordes  BD,  EK  seront  ^ales, 
et  il  faut  prouTcr  que  la  corde  DF  ^  BD.  Or^ 

IF+IC:>CFovlBC,JB+ID>BD', 

iJMtant  ces  in^alités  (n^  1 15)  9  et  supprimant  BC  de  part  et 
;#tiitre,  il  iFÎent  IF+  JD,  ou  I>F>  BD., 
',  G^.  Deux  cordes  égales  BD,  EK  soutendent  des  arcs  égaux  ; 
^jat,  si  la  corde  BD  =  EK ,  et  que  l'arc  BD  >  EGK ,  en  fai- 

mai  croître  le  2®  arc  jusqu'à  ce  qu'il  égale  le  i^ ,  les  cordes  de- 

Tiendraient  alors  ^ales  (4^.)>  '^  corde  EK  ayant  dû  croître  (5^) 

ii*ètiit  donc  pas  =  BD,  contre  la  supposition. 
7^Demâme,  s/^confeFD^EK, l'arc FDe5^ai«sî>EK; 

€B  (ffouye  que  l'arc  FD  ne  saurait  étre=  ni  <  arc  EK. 

i63.  Mesurer  un  arc  FBD  (fig.  6)  ,  c'est  chercher  son  rap- 
port à  un  autre  arc  connu,  ^D  de  même  rayon  (n***  36  ^  71)  ^  si 
œi  arcs  étaient  Rectifiés  ^  c-à-d.  étendus  en  ligne  droite ,  on 
(porterait  l'un  sur  l'autre,  comme  il  a  été  dit  (n**  i^)î  maïs  la 
.nctification  n'est  nullement  nécessaire  pour  trouTcr  ce  rapport. 
Oa  prend  une  ouyerture  de  compas  égale  à  la  corde  BD  du  plus 
I  petit  arc  p  et  on  la  porte  sur  l'autre  arc  autant  de  fois  qu'on 
i  peut  y  ce  qui  donne  le  nombre  de  fois  que  l'un  de  ces  arcs  con- 
tient l'autre.  S'il  y  a  un  reste ,  on  en  porte  la  corde  sur  l'arc  BD  ^ 
enfin 9  on  continue  comme  pour  les  lignes  droites.  En  un  mot, 
tout  se  fait  ici  conmie  n^  i56.  Ainsi,  on  peut  ajouter  et  sous- 
\  traire  des  arcs  de  même  rayon ,  trouver  leur  rapport ,  multi- 
plier l'un  d'eux  par  un  nombre  donné.  •  • . 
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i64«  Loriqne.  deux  droHèi  indéRnlei  AC  ^  BC  (fig.  ^)ie 
Coupent  en  C,  la  quantité  dont  efles  sont  écartées  Pmie  h 
l'antre ,  on  ptatAt  la  surface  comprise  entre  ces  droites  infini- 
meot  prolongées,  est  ce  qu'on  appelle  un  Angle  ;  C  eo  estb 
Sommet.  On  désigne  un  angle  par  la  lettre  placée  au  sonuaet,! 
moins  que  plusieurs  angles  n'aient  un  même  spmmet  (oonmi 
fig.  lo),  car  alors  il  iaut  énoncer  les  lettres  des  denx  cAtéid 
l'angle ,  en  ayant  soin  de  mettre  celle  du  sommet  entre  les  des 
autres.  L'angle  C  (fig,  7)  se  désigne  par  BCA  ou  ACB* 

i65.  Deux  ang^  ACB ,  ACB  sont  égaux  quand  ils  pn 
Tcnt  coïncider  en  les  posant  l'un  sur  Pautrt.  Aîan ,  appKqm 
lecâté  OB'  mrCB,  C  en  C,  si  les  «pgles  C  et  C^^nt  égun 
le  câté  A'Cf  se  couchera  sur  AC.  Décriyons  des  sommets  comn 
centres^  atec  un  même  rayon  quelconque^  les  arcs  AB,AB 
il  est  clair  que  ces  arcs  sont  égunx  ou  inégaux  arec  les  angles.  E 
reste  I  puisque  les  côtés  doivent  toujours  être  regardés  comn 
indéfiniment  prolongés ,  on  Toit  que  la  grandeur  tf  un anghi 
dépend  pa$  de  la  longueur  de  see  côtiB. 

i66.  Pour  construire  un  angle  égal  à  un  angle  donné  C(fig*  ^ 
on  tirera  une  ligne  indéfinie  CB''^  puis,  d'un  rayon  queioonqi 
et  des  centres  C  et  C  j  on  décrira  les  arcs  AB  ^  A' S  \  en& 
portant  l'ouverture  de  compas  AB  de  B'  en  A'^  on  aura  (n**  16 
corde  AB  =  Aff^  et  arc  AB  ==  A'B'  ;  on  mènera  donc  AC 
Les  angles  C  et  C  seroot  visiblement  égaux. 

167.  Pour  ajouter  deux  angles  C  et  C  (fig.  7) ,  on  fera  (fig. 
l'angle  BCA  égal  k  l'un  des  angles  donnés,  et  BCD  égal  à  l'autr 
l'angle  DCA  sera  la  somme  cherchée ,  DCA  =  DCB  ■+  BC 
De  même  pour  retrancher  l'angle  DCB  de  DCA ,  on  lesd 
posera  avec  un  côté  DC  et  le  sommet  C  communs-  d' 
BCA  =  J^CA  —  DCB.  Observez  que  cela  se  réduit  à  ajoui 
ou  soustraire  lès  arcs  db,ha  ,.da  décrits  du  même  rayon.  U  « 
facile  de  âiire  la  multiplication  d'an  angle  xOD  (fig.  8)  par 
nombre  donné  «  puisqu'il  ne  s'agira  que  d'opérer  sur  l'arc 
^u'il  comprend  :  on  concevra  de  même  la  division  de  Pani 


tion  MBt  doDO  indéfiaiment  déeraiamiteSffll  Fou  A,eapMiiitj 
au  UmiU»  (n*  u3) ,  ^^5^ = ^gi* 

169.  Pour  trourer  k r^yport  de  deux  angles,  il  nfeit jpft.; 
cessaire  de  &ire  sur  eux  ropérat^  anak^gue  k  oelk 
indiquée  sur  les  lignes  (n*  iSQ^etqnisendticifbit 
santé.  On  substitue  au  rapport  cherché  cdni  des  arcs,  q[id 
même.  O>ncluons  de  là  que,  i*.  le  rapport  des 
secteurs  est  le  même  que  celui  des  arcs» 

a^  Si  Ton  prend  pour  unité  d*arc  dn  (fig.  8),  Farcqôi 
compris  entre  les  cdtés  de  l'unité  d'angle  DON,  dn  et. 
étant  chacun  l'unité  de  leur  espèce»  notre  proportion  (j#) 
BCA=ba,Jksmi  (n^  36  et  71)»  ioui  angle  a  pour  mesamA 
comprii  entré  êeë  câiis  et  décrit  tlêêon  sommet  comme  etnin 
On  prend  ordinairement  pour  unités  d*angle  et  d'arc  Fi 
droit  et  le  quart  de  circonfi^rence  qu'on  nomme  Quadmne. 

S^".  Si  du  sommet  C  (fig.  9)  des  angles  DCA,  BCA,  on 

deux  arcs  abd,  a  Va,  le  rapport  ^;^  est=  ^r<m=s^n|ik 

La  grandeur  du  rayon  Cb  ou  CV  est  donc  indiffiSrénte  dansla.  ; 

mesure  des  ancles  ;  et  comme  -777  =  -7-7 1  les  arcs  a&  éta'VecsaX 

^      '  ao        a  a 

entre  eux  comme  les  circonf.  entières.  On  dit  que  ces  arcs  sont 

Semblables. 


(*)  Ceci  suppose  une  condition  tacite;  car  l'angle  BCA  ne  peut  être  ëgal  à 

Tare  ha\  mais  dans  Fëquaiion  BCA=:bay  ce  n^est  plus  un  angle  et  un  arc 

qui  entrent,   ce  sont  deux  nombres  abstraits  qui  indiquent  combien  de  fois 

Tangle  et  Parc  contiennent  Tunité  de  leur  espèce  DON  et  <2n  :  de  sorte  que 

BCA=  ha  signifie  en  e£Eêt  la  même  chose  que  j^^jo^  =  -r  •   C'est  ce  qui 

a  également  lien  dans  tonte  formule  ;  les  lettres  qui  7  entrent  ne  sont  que 
des  nombres  abstraits  qui  représentent  les  rapports  des  choses  mesurées  à 
leur  unité. 

C*est  aussi  improprement  qu^on  dit  qn'nn  arc  est  la  mesure  d'un  angle» 
puisqu'on  ne  peut  établir  de  rapports  entre  deux  choses  hétérogènes  :  on  doit 
entendre  par  là  que  les  angles  croissant  dans  le  même  rapport  que  les  arcs,  le 
nombre  qui  exprime  la  mesure  de  Tangle  (n*  36) ,  exprime  aussi  celle  de  l'are. 
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170»  Les  angles  tracés  sur  le  papier  se  mesurent  à  Paide  du 
ipporteur  y  c'est  un  demi»cercle  divisé  en  une  quantité  quel* 
nque  de  parties  égales  y  propres  à  donner  le  rapport  des  arcs 
iquadrans  ;  ce  nombre  exprime  la  mesure  des  angles  >  ou 
ir  rapport  à  l'angle  droit  Un  semblable  demi-cercle ,  porté 
r  un  pied  et  pourru  d'alidades  mobiles  autour  du  centre  » 
«ur  pouYoir  être  dirigées  aux  objets  éloignés ,  se  nomme  Grô* 
lomètre^  et  sert  de  même  à  mesurer  les  angles  dans  Pesptfce* 
n  reste,  on  a  construit ,  dans  ce  but ,  des  instr  umens  de  formes 
if.  Tariées ,  et  dont  nous  ne  donnerons  pas  la  description ,  pour 
t  pas  nous  écarter  de  notre  sujet. 

On  a  coutume  de  diviser  le  quadrans  en  90  parties  ou  degrés ^ 
laqoe  degré  en  60  minutes ,  et  la  minute  en  60  secondes  ;  un 
igle  p  ou  arc  de  18  degrés  54  minutes  55  secondes,  s'écrit  ainsi  : 
B*  54^  55'.  Q>mme  les  tables  et  les  instrumens  ont  été  construits 
ur  ce  mode  de  division ,  nous  le  préférerons'à  celui  qui  est  plus 
Bodeme  et  plus  simple  pour  les  calculs,  qui  consiste  à  partager 
le  quart  de  cercle  en  100  Grades  ^  le  grade  en  100  minutes,  la 
BÛnnte  en  100  secondes.  Dans  ce  système,  18^  54'  55*^  revient 
ài&,5455ou  0,185455  quadrans. 

Maintenant  que  nous  savons  mesurer  les  droites,  les  arcs,  et  les 
ngles,  et  que  nous  concevons  nettement  leur  introduction  dans 
kl  calcul  s,  cherchons  à  les  combiner,  afin  de  voir  la  manière 
doat  on  les  emploie  à  la  formation  des  figures ,  et  les  conditions 
qui  les  lient 

Des  Perpendiculaires  et  des  Obliquai. 

171.  Si  Pangle^C^  =  ACD  (fig.  lo),  BD  éUnt  une  droite, 
ea  pliant  la  figure  suivant  v^C,  C^  se  couchera  sur  son  prolon- 
gement CD  :  on  dit  alors  que  AL  est  Perpendiculaire  sur  DB  , 
on  que  l'angle  jiCB  est  Droit.  L'arc  JB  est  le  quart  de  la  cîr- 
Qonférence  ou  le  Quadrans;  l'angle  FCB  <  l'angle  droit  ACB^ 
ta  appdé  Aigu;  l'angle  ECB  >  ACB  est  Obius. 

192.  Lorsqu'une  Ugne  EC  (fig.  10)  tombe  sur  une  atH§ 
i    .  i5 


aa6  GtoMÉTiiB. 

Us  4iMgUs  adjacênê  ËCB,  ECD  ont  pour  somme  déux  droit»: 
la  perpead.  jiC  sur  BD  rend  cela  évident. 

Eéçipi'oquement }  si  la  somme  de  deux  angles  vaui  dtss^ 
droits,  en  Us  appliquant  Vun  contre  Vautre,  pour  faire  ecùt>^ 
cideruncôté  et  U  sommet.  Us  deux  autres  côtés  seront  en  Ugm 
droite;  car  y  si  cela  n'était  pas^  et  qu'on  pût  avoir ,  par  es^, 
DCE"^  FCE=Q,  droits,  comme  on  a  aussi  DCE+BCE^sa^ 
droit*,  il  en  résulterait  FCS  =  BCE. 

,  On  appelle  âStf/»pU/n#/M  deux  angles  ECB ,  ECD  qui,  ajontéh 
vantent  deux  droits;  et  Complémens,  lorsque  cette  somme  ivA 
un  droit ,  tels  que  FCB  et  FCA. 

Si  la  droite  AL  est  perpendiculaire  sur  BD ,  c-à-d.  l'aBgjb 
ACD  =  ACBf  puisque  ACD  +  DCL  =  a  droits,  el  que  ACl^ 
est  droit  ^  on  a  aussi  DCL  =  i  droit  =  LCB.  Les  quatre  angjki 
ACB ,  ACD ,  LCB  ^  LCD  sont  donc  égaux  \  si  Tod  plie  la  figuM 
selon  BD  ,  CL  devra  tomber  sur  CA  \  BD  est  aussi  perpen^ 
culaire  sur  AL^  et  ces  lignes  coupent  le  cercle  en  quatre  par- 
ties égales. 

173.  Il  est  TÎsible  que  (fig.  10)  les  angles  BCF  +  ECF 
-|-  DCE  =  2  droits  lorsqu'ils  sont  formés  d'un  même  côté  d'une 
ligne  BD.  Tant  de  lignes  qu'on  voudra  KC,  BCj  EC,  IC..., 
qui  concourent  en  un  point  C,  forment  des  angles  dont  la  somme 
est  4  droits.  Les  i*'^  interceptent  la  demi-circonf. ,  ceux-ci  la 
circonf.  entière. 

174'  Lorsque  deux  droites  DB ,  AE  (fig.  11)  se  coupent  en 
C,  Us  angles  BCE  ,  ACD,  opposés  au  somme t,  sont  égaux;  car 
ACD  +  ACB  =  2dro\ls=  BCE  + ACB, d'où  ACD=BCE, 
On  a  de  même  ACB  =  DCE. 

'  I  ^5.  Par  un  point  on  ne  peut  mener  qu^une  seuU  perpendi- 
culaire à  une  droite  ;  cela  est  évident  sî  le  point  donné  est  sur 
la  droite  DE  en  C  (fig.  12).  Mais  si  ce  point  est  au  dehors  en^/, 
et  que  AH  soit  perpend.  sur  DE,  toute  autre  droite  AB  ne 
peut  l'être.  En  effet ,  si  l'angle  ABC  était  droit,  en  prenant 
CH=AC,  menant  BHet  pliant  la  figure  suivant  DB ,  H  tom- 
Ilflrait  en  .^ ,  et  par  conséquent  CBII  sur  CBA.  Donc  l'angle 
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CBH  serait  droit,  comme  Pest  CBA  par  hypothèse,  et  ABH 
lerait  une  ligne  droite  (q^  i  72)  ,  ainsi  que  AH^  ce  qui  est  ab«- 
Hirde. 

176.  La  perpendiculaire  AC  sur  DB  (fig.  12)  est  plus  courte 
tféê  toute  oblique  AB;  2*.  les  obliques  AD  et  AB,  qui  s'écartent 
Clément  du  pied  Cde  la  perpendiculaire,  sont  égales;  3^«  l'o- 
Wque  A£,  qui  s* écarte  plus  que  AB,  est  plus  longue, 

i:  Puisque  AHK^AB  +  BH  ou  7,AB ^  on  a  AC<CAB.  La 
perpend.  AC  mesure  la  distance  du  point  A  &]&  droite  DE, 
''  a*.  Prenant  CD=CB,  et  pliant  la  figure  suiyant  ACy  D 

tombe  en  B,  donc  AD  =  AB.  La  même  chose  arrivé  lorsque 

rtngle  CAD  est  donné  =  CAB. 
3*.  Si  CE  >  CB,  ou  si  l'angle  CAE>  CAB,  en  menant  i?jy, 

lia  a  (n*  i58)  AB+BH<^AE  +  EH  :  or,  AB  et  iîFsonl  des 

oUiqoes  égales  (2^),  ainsi  que  AE  et  EH,  Donc  nAB^iAE^ 

imAB<:AE. 

■ 

177.  Réciproquement,  la  ligne  AC  est  perpend.  sur  BD.lojri- 
ga'dle  est  la  plus  courte  distance  à  BD,  Car  si  une  autre  ligne 
AD  était  cette  perpend.,  elle  serait  <[  AC  contre  l'hypol^^èse. 
De  même,  si  AB^:=AD,  il  faut  que  DC=zBC,  puisque  sans 
oda  AB  serait  }>  ou  ^  AD,  suiyant  que  BC  serait  ^  ou 
^DC.  Enfin  si  AE'^AB  ou  ^Z>,  on  yerra  de  même  que 
CE  est  >  C^  ou  CD. 

178.  Concluons  de  là  que,  1°.  on  ne  peut  mener  trois  obli- 
jues  égales  d'un  point  à  une  droite. 

2^  Si  AH  (fig.  i3)  est  perpend.  au  milieu  C  de  DB,  chaque 
loint  Fde  AH  est  autant  éloigné  de  B  que  de  JD,  FBzssFD. 

3*.  Les  points  de  la  perpend.  AH  jouissent  seuls  de  cette 
inpriété;  car  prenons  un  point  G  hors  de  AH,  il  sera  plus 
pikde  i?  que  de  A  parce  que  GB <:fiF+FB  ou  <GF+  FD, 
Mm6MkGB<^GD. 

17g.  Il  suffit  donc  (fig.  i3  et  i4)  qu'une  droite  AH  ait  deux 
h  ses  points  à  égale  distance  de  deux  autres  D  et  B,  pour  en 
endure  que  tous  les  autres  points  de  AH  sont  autant  éloîp*  ' 
ds  D  que  de  B,  et  que  cette  droite  AH  est  perpend.  sM 

i5.. 
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4^  Lorsque  l^angle  HFB=:FEA,  car  HFB^sDFE  àm 
yFJS  =  FEA»  1 

5^.  Quand  Isa  angUs  EFB  +  FE A  =  a droitf ,  oir...i< 
ÏFB  +  EFD  =  a  droits,  d'où  FEA  =  EFD.  \ 

'&,  Enfin j  quand  les  angles  G£ A -f-  HFB  =  a  droits ,  pHl|| 
7EA  +  FEA  =  ^tdroitsj  d'où  HFB  =  FEA  =  EFD.      < 

On  a  nommé  Alternés  deux  angles  situés  de  part  et  d'Ml| 
le  ]a  sécante.  Internes  pu  Externes  ceux  qui  sont  au  daU 
»u  en  dehors  des  parallèles.  Ainsi  >  les  angles  AIEF,  J9 
fig.  1 7)  sont  alternes-internes  ;  GEC ,  J^/Tfi'  altemes-exteni 
in  nomme  encore  les  angles  HFBy  FEA  Corrêspandani^flt 
lirons  donc  que  dettx  droites  sont  parallèles,  lorsque,  coi|i 
Mxr  uàe  sécante,  elles  forment  les  angles  alterna ->  ùUssU 
^u  altefmes''extemes,  ou  correspondons,  égaux  ^  ou  quaai\ 
mgles  internes  ou  externes  d'un  même  côté  valent -entstH 
(eux  droits*  ■* 

182.  Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  fraies  & 
I^  Lorsque  deux  droites  GA,  DB  (fig.  16)  sont  panM 
oute  perpendiculaire  KL  sur  l'une,  Vest  aussi  sur  Vaaià^ 
l'est  guère  d'efforts  que  les  géomètres  n'aient  tentés  poarf 
renir  à  démontrer  ce  principe;  mais  aucun  n'a  pu  j  réussit* 
mt  seulement  dissimulé  la  difficulté,  sans  la  lever  ('^). 


C^}  ff  La  démonstration  de  cette  proposition  fort  simple  laisse  peut» 
>  quelque  chose  à  désirer  du  côte  de  la  rigueur  ^  mais  le  seul  énonce'  pr( 
)  la  conviction  la  plus  entière  :  il  ne  faut  donc  pas ,  dans  rcnscigneni 
I  insister  sur  ce  qui  peut  manquer  h  la  rigueur  des  preuves  que  Ton  en  do 
»  et  Ton  doit  abandonner  cette  discussion  aux  me'taphysiciens  géomètrei 

•  moins  jusqu'à  ce  qu'elle  ait  cté  suffisamment  e'claircie,  pour  ne  laisser  a 

•  nuage  dans  Tesprit  des  commenoans.  »  (  Laplàge  ,  Écoles  nornu 
.ÏV,p.43.) 

Au  reste,  voici  ce  qu'on  a  donne'  de  plus  lumineux  sur  cette  matière.  ] 
liont,  par  le  mot  angle,  l'espace  indéfini  compris  entre  les  côtes  prolo; 
Jn  angle  quelconque  BCA  (fig.  18)  est  contenu  dans  l'angle  droit  BCl 

int  de  fois  que  l'arc  ba  Test  dans  l'arc  W;  soitw  ce  rapport,  7— =/ic=-5 

renonsides  pdrtîfes  égales  quelconques  EC,  EG. . .,  et  menons  les  pei 
calaires  EF^  GH*,.»  sur  CDj  nous  formerons  aitisi  des  bandes  BC. 


UGNES   PAHÀLLAlES.  33« 

Aus  r^arderoBs  comne  évîilent>qiié  tonte  droitevuM  que 

^rencoDtrefiDjSoil  à  droite,  »ît  ^gBodie'deA/iperpeiidl 
Cet  £Z>,  euiYant  qu'elle  est  situâe  en  Kti  au-dosas,  ou  "en 
'  au-dessous  de  AC\  et  cela  quelque  petit  que  soit  l'»!)!? 
\C  ou.  B'KCi  ce  qui  revient  m  dire  que  par  un  point  Ji^oU 
peut  mener  qu'une  seule parùilèl»-à  une dràiaBÙ^'  •  >ii',^'iii 
1^,  Toutt  ticanU  GU  (fig.  i  •))  qui  coupe  d»uxparuUèi»a-^lb, 
t,  forme  le»  angles  aiternM-mttmes  ^gaux  DFE=BilA;^fi» 
JUidu  milieu  /  de  EF,  abaitsoi»  LK  perpend.  •ur  T0i>)  «Hè 
iBft  aussi  sur  AC  {i'.):freaonaLS^LF,ettiKaom^3Hif/-/ 
KjliiAt  la  figure  suivant  KL,  ouvem,  ctHDnefi-^vJl&t, 
H^'.twabe  sur  &;.  que  les  quatre  tiûglM-SIÙ,-  Lif^dUKi^ 
lltont  égMtxiet^ne  EIi=.lN,  S=F,  E=N.*^  H^IMK 
bM  la  iigure  EIN  pour,  la  porter  sur  SIF\  S/âonibT^^ 
BtMl  ^al  IS;  IK ,  IN  prendront  la  directions  IL ,  /F,  rt'M 
«km  sur  F.  DoacENtomhenigav'SF-.ùntitmîglttuS'JiiS 
«tigaU£.  ..  -.■■\i--,:Wji 

3*.  Les  arj£-^s  <UUmet-*aUme8  GECy'BPli  sont  «iMt^li» 
Mte  opposés  aux  {tnécédens-,  4°>  "^  ■ârtgieé  ooriwijArtdins 
%AEe  toitt'igtuix^  puis^^ae  BFa-a=EFOi=ii4£F.^:}i 
■  luangtis  FËA.,  Ëi'fi  internes  d'anjnétru  cAeàj  tant  ti^lé^ 
m  fuit  de  l'autrtj  aivi  quê  Us-^inffiet  GEA',  UFfi-M^mW 
nWflsscâ^.  Cela  se  voit  aisément.  Donc  '"     ■''* 

I^nque  deux  parallèlts  lont  coupées  par  une  sicanUj  tés 
gif  went  égaux,  lortqu'ils  sont  de  ikim»  iiaturt'i  tl  M^p^ 
Mjlûraqu'ils  sont  de  nature  différente  (l'un  aigu,  l'autre  obtus). 
W3.  Il  suit  de  la  qiie>  l"-  pour  mener  par  ùnpo'iai  aonrii  C 


m  bri  lanconnhti  'Oi  iifnMt  U 
reselon  EF,  GH...  :  qu'il  j  ait 'i  de  cet  bu-.iju^  oa  plu,  ilçiiiiifi.itC 
n't  Mlf;  comme  la  aurrace  cniitre  >le  l'unglé  droit  SCD  cnr|MH|«'||^r 
InèfCiWy  composée  de  U  lomme  de  cm  bso^es  ,'  ua  s  ' 

■  BCD->BCMN.      ou/.  xBC./î>o,xflÇA'F,7W  ■' 


■t  SCA->BCEF,  ce  qui  ne  iBurait  *ire  i,  oiwh^ik:. <;>><, 

!  fi^F".  Quelque  petit  ffiie  «oit  "      "     ~  "  ' •  *■ 

^£f  pcfpmdicaUiteli  CD;  i 


tte  EF.  Quelqoe  petit  nue  anit  l'angle  BCA ,  l'obliqDe  CA  i 


(%  Sf)  m#  INVottlrGD  il  aw  iA«te  AB>  Mt 
PBne.qttdcoiiqiie.detJts.pr»priétéi  piédédentaf.  PlMr  flx*i  Jjj^^ 
njron  qmtlrwnqné  CBidt  in  ôentre  C,  -on  décrira  un  m' 
pigÊAhioaiiTtByveCBi  enfin,  on  prendn  l'«rc  BIszi 
•«sHÇr.wM  parallàk  k^B.  Car,  en  meoaiit  la  âéeiAte 
angles  wtfiSCyf^/aoïitégiiaCaP  166).    > 
,ncf..  JRite.  diroi^  Âfi,,VD  (fig.  ig)  iporalWbt  a  ww 
«îAn^jPH  Mf»#  iii JUfflUJM  mini  «Om;  car  Ja  perpend. 
CM  jjUttid  è«M  faralU^ 

,  iSFMlMiMBriii^  ÇàByime  (fig.  ao)  cIoBl  i^.  cMa 
rfjKUÊÊj^t  i^aut^Mut^  êoumiê  du  mém^êféê, 9oni égÊÊàM^ 
fini^x^nf^Fka  C^  liét  parallèles  AC,  iS/?  4oqMBtfi 
J[fM:^COP  cofeittieiLOorretpoiidan»  :/à  oavae  dei^ 
jd$k  ,6F,  vM  a  ranffle  CGFn  CTj^  |  éimêCA»} 
tm^pHiwtftP^ABk  cffUkJSFi  les  angle»  DEI^AACj 
Teraire  i^est  pai  tournée  dn  même  côté,  ne  tontplavj 
mi;*C^>i09t  JoppUnieM  1$qb  de  Favira*  • .  .         ,  .i  c  .A, 

«tMi^/  «M  de  dflfu:  pomfii  tpèlcçnqnes  ^  et  S  »  et  dtf  aaOMif 
cU^>  menOBA  les  pecpend.  AC,  BD,  EF  smr  VAj  tlhk  li 
feront  «aisi  sur  CD-,.  01;,.  pliant  la  figvre  suivant  EFy  EB  m 
couchera  sur  son  égal  £^;  et  à  cause  des  angles  droits,  BB 
prendra  la  direction  ^C,  et  FD  se  couchera  sur  FC,  AÎBsii 
le  popt  O  tombera  sur  Ç;  d'oi  AC=BD.  Çf^oy.  u?  200.) 

Des  Perpendiculaires  et  Parallèles  considérées  ci» 

le  cercle  j  et  des  Tangentes. 

lS4»  ToiAê  rayon  GD  perpendiculaire  à  une  corde  AB^ 
coupi  au  milieu  "E,  ainsi  que  l'arc  soutendu  ADB  (fis.  a! 
En  é9bi>  les  obliques  égjales  AC ,  CB  prouvent  que  K  est 
milieu  de  AB  (ja?  i';[7);  en  plia»^^  l»  figure  suivant  CD 
point  A  totaibe  an  -ff;  AD  se  coucl^®  sur  DJ5,  et  D.est  le 
Kenae  tare  >rfZ^ir 

*8àu  '  ù  centre  C ,  le  miUeu  £r    *^  ^*  ^^de  et  celui  L 
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Parc  y  étant  en  ligne  droite»  il  s'ensuit  qne  tonte  ligne  CD  qui 
passe  par  deux  de  ces  points ,  passe  aussi  par  le  3*|  et  est 
perpend  à  la  corde  AB,  De  plus»  puisque  par  un  point  C»  E 
Im  Zp  ^  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  perpend.  à  AB ,  dès 
^*ane  droite  »  passant  par  l'un  de  ces  trois  points  »  sera  per- 
pend. à  AB ,  on  en  conclura  qu'elle  passe  par  les  deux  autres. 
Donc,  dé  ces  quatre  conditiotu ^  être  perpendiculaire  à  une 
tarde  j  paeeer  par  son  milieu,  par  le  milieu  de  farc  et  par 
le  centre,  deux  étant  supposées,  les  deux  autres  s^ensuU^ent  né-- 
ceÉsairement. 

On  pedt  »  au  reste  »  démontrer  directement  chacun  des  six 
caa  compris  dans  ce  théorème,  en  le  traitant  comme  celui  qui 
a  aenri  de  base. 


1 

i86.  Poio"  diçiser  un  arc  ADB  (fig.  22)  »  ou  un  angle  ACB  en 
deux  parties  égales,  il  suffit  d'abaisser  la  perpend.  CD  Mir 
h  ccxrde  AB  (p?  179)*  Gomme  par  le  même  moyen  on  peut 
de  nouTéau  fkire  la  bissection  de  chaque  moitié  »  etc. ,  on  sait 
drriser.  uja  Arc  ou  un  angle  en  s-^  4>  8*  •  •  ^*  parties  égales.  {FÎDy^ 

«•aoi,4*0  ^ 

-■■•»■. 

187.  Faire  passer  une  circonférence  de  cercle  par  trois  points 
donnés  If,  B  et  D  (fîg^  a3)»  Menons  IfB  et  BDj  puis  les  per- 
pend. HE  y  IF  sur  leurs  milieiix  E  et  F.  Chacun  des  points  de 
HE  état  autant  éloigné  de  iVque  de  B  ^  ces  points  jouissent  seuls 
de  cette  propriété  :  ainsi  tous  les  cercles  passant  par  les  points 
JV  et  iB  dni  leurs^sentres  sur  la  perpend.  HE  :  d^  même  pour  FI 
rdativement  à  ^  et  Z>.  Donc  le  point  Ç  où  se  coupent  HE  et 
FIf  est  à  la  même  distance  de  N^  B  et  D ,  et  remplit  seul  ciette 
condition  :  ainsi  C  est  le  centre  du  cercle  utiique  qui  passe  par 
les  trois  points. 

Lea  perpend.  FI  et  HE  ne  se  rencontreraient  pas  si  les  trois 

points  JV,  BetD  étaient  en  ligne  droite  (n**  181 ,  i*.) ,  et  le  pro* 

Ubne  serait  impossible.  Mais,  dans  tout  autre  cas  ^  F/ coopéra 

BE ,  puisque  si  FI  et  HE  étaient  parallèles ,  les  droites  BN^ 

BD  c(ui  leur  sont  respectivement  perpendiculaires,  ne  feraient 

qifnne  seule  et  même  lignes  car  sans  eeU^cn  aurait  deax  per- 
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pendicolaires  à  HE  partant  de  B,  saToir  NB  et  le  praloagemeÉ)  tEM 
de  BD  (n»  182).  ,  ^-x 

Obserres  que  la  perpend.  abaissée  sar  le  milieu  de  la  ooi4 
ND,  passe  aussi  par  le  point  C  ^  puisqu'il  est  à  la  même  dai 
tauoe  de  A'  et  de  Z> ,  en  sorte  que  les  trois  perpend.  doÎTOI 
concourir  eu  C,  et  qu'on  détermine  ce  centre  en  se  aemiitdi| 
deux  quelconques  des  trois  cordes  NB,  BD,  ND.  \: 

Doocy  i*.  deux  cercles  ne  peuTcnt  aTOÎr  trois  fMints  oommni  ^ 
sans  se  confondre.  -  .  .  ^    : 

2®.  Il  est  facile  de  trouver -le  centre  d'un  cercle  ou  d'pnait; 
donné  :  il  suffit  d'j  marquer  trois  points  JV,  ^  et  D,  et  de  fiûre 
la  construction  qu'on  vient  d'indiquer. 

188.  Une  droite  ne  peut  couper  un  cercle  en  plus  de  devx  .. 
points,  puisque  s'il  j  avait  trois  points  communs,  en  J.^flie-  $ 
nant  des  rayons,  on  aurait  trois  obliques  égales  (n®  178).        4 

Une  ligne  TG  (fi^  ^4)  ^^^  ne  rencontre  le  cercle  qi^eniuii  1 
point  F  s'appelle  J^angeiUe.  Le  rayon  CF  est  perpendiculm  ;! 
à  la  tangmUe  en  F  :  ear  tout  autre  point  G  de  cette  tangeali  ) 
éUnt  hors  du  cercle  ,  CG  est  y  CE  ^^  CF]  donc  Jt^F  est  la  ; 
plus  courte  distance  de  C  à  T'G ,  c.-à-d.  que  CF  est  'perpend.  ' 
à  TG  (n"  176). 

Réciproquement j  si  TG  est  perpendiculaire  au  rayon  CF, 
celle  droite  TG  est  tangente  au  cercle.  Car  toute  oblique  CG 
étant  >  CF,  tout  autre  point  G  de  TG  est  liors  du  cercle. 

Ainsi ,  pour  mener  une  tangente  en  F  au  cercle  CA ,  il  &st 
mener  le  rayon  CFet  sa  perpend.  TG  (n®*  179  et  208,  J). 

189.  Étant  donnés  deux  points  (fig.  aS) ,  Vun  en  A  sur  la 
droite  AT,  l'autre  en  h,  cherchons  le  cercle  ABl  qui  passe  en  A 
et  ^  J  et  qui  touche  la  droite  AT.  AB  étant  une  corde ,  EF 
perpend.  sur  le  milieu  de  AB  contient  le  centre  C  -,  ce  centre 
est  aussi  sur  A,G  perpend.  â  AT\  donc  il  est  à  rintersectîon  C- 
Ainsi  menant  les  perpend.  GA  à  AT ^  et  FE  au  milieu  de  AB^ 
le/point  Ç  de  section  sera  le  centre-,  le  rayon  sera  AC, 

■    rge.  Les-arca  AD,  BË  (fig.  24)  compris  entre  deux  cordes 
foraUèlêB  AB^  Dë^ois^  égaux.  Car  soit  le  rayon  CF  perpend. 
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siden  cordes;  on  a  (n^  i«4)  1*«ï*c  AF=:B'FetDFs=iFE; 
8oa»trayanty  îl  yîent  AD  =  EB,  Les  deux  cordes  peuvent 
core  comprendre  entre  elles  le  centre  C;  teHes  sont  AB  et 
'iP;  on  a  alors  AF  =  FB,  !> F'  ^=i  F' Bf  -,  en  soustrayant 
I  deux! équations  de  la  demi-circomf.  FAF'  t=i  FBF,  il  vient 
ff=BE\ 

Li'm^e  chose  a  encore  lieu  pour  une  cordé  AB  et  la  tan- 
BtB  TG  qui  lui  est  paraliëie;  car  le  rayon  FC  mené  au  poitot 
contact  Fj  étant  perpend.-à  la  tangente  »  l'est  aussi  à  AB'y 
wnAF^FB. 

Des  Intersections  de  Cercles. 

91.  Si  deux  circonférences  Cy  C'(fîg.  27)  ont  un  point  A  coirtr- 
m  sur  la  ligne  CC  qui  contient  les  centres j  elles  ne  se  rencontterit 
jucun  autre  point  :  car  en  un  poiiit  quelconque  H  de  Tune* 
lotfB  effet  CHj  nous  avons  CC  ou  CA^AC^CH-^HCy 
it  les  égales  CA  et  CH\  il  reste  AC  <  HC  :  le  pomt  H 
lomo  Iiors  de  la  'circonf.  Ç.  Si  les  centres  sont  en  C  et  C 
I  même  côté  du  poipt  commun  A^  on  a  CU  ou. .  •«  ^ . . 
<  CC  4-  Cff ,  et  retranchant  CCy  il  reste  CA  <CH^ 
loÎBt  ^  est  donc  hors  de  la  circonf.  C.  X^  perpend«^!|^ 
CC  au  point  A ,  est  tangente  aux  deux  circonf.  qui  se  touT 
Dt  en  ^. 

fais  si  les  deux  cercles  G  et  G  ont  en  M  un- point  commun 
•  a6)  Aors  de  la  ligne  qui  Joint  les  centres^  Cfs  cercles  sf 
perU»  Menons  ilfJVperpend.  sur  CC\  et  prenons  NI'=^IM. 
\  dbliqves  égales  CM  et  CiV prouvent  que  iV;est  un  point  de 
ciroonf.  C:  iVest  aussi  sur  la  circon£  Cf.  car  OM  =  CN. 
ne,  ces  circonf.  ont  un  2*  point  commun  en  N,  Un  3*  point 
omun  serait  impossible  (n®  187)* 

Donc  I  i^  si  les  circonférences  liront  qi^un  seul  point  corn- 
n^  il  est  situé  sur  la  ligne  qui  Joint  les  centres  j  et  récipro^ 
tment  :  en  outre ,  la  distanee  des  centres  est  égale  à  pi  somme 
à  la  iliffdwuwedes  rayons;  car  on  «{fig..a7)  CC :ss,CAr^C Â.y 
CC^=zCA^^  CAf  suivant  que  Vxm  des  cerclés  est  '^tériew 
I  intérieur  à  l'autre.  '         '     '^"^ 
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jf •  Ai  Im  eêftUë  m  coupent,  la  tigm  pU/obU.  tei 
êêt  jmpêadieulam  sur  h  mitUu  de  la  carde. 
plot,  ia  dUiancc  dcê  centrée  eet  moineke  que  Ja 
roiyone,  et plu$ grande  que  leard^irenee^  car  on  a 
(fi^tA)Ce<CM'^CM^CC  +  CM>CH,^.^i 

.  3^  Enfin ,  êi  les  cercles,  vfont  aucun  peint  commua  »hJ( 
tance  des  centres  est  plus  petite  que  la  diffirenae  -deci^ 
en  plus  grande  que  leur  somme,  tniTant  q/am  les  «sardiaij 
on  ne  sont  pai  compris  Ton  dans  Pantre;  car  ou  a  it%4 
CDr=zDO^Cji^AO,étCCsaCA+ÇB  +  JB. 

On  condnt  do  là  qnè  D  étant  la  distance  det  centresi  Rt 
les  rayons I  en  a,  lorsque  les  drconflrenoes 
ce  coupent. D  <  R  +  r  et  D  >  A,r; 

t  .mtmeuremmU^ .  •  • •  •  x'  ^"^  4lf 

vfcfU  aucun  p^t  con^^aun  f  extérieurs ^  ^  f,^ 

^  ^ont  tun.à  tâutrs  \  intérieurs^....*  D<Ryi 

iga.  La  réeiprt>q^  de  chacnne  de  ces  propositions  Cl^% 

Iemen| Traie^  St|fiarex*|Onailafoi8£>  ^R-4"'*^I>^'' 
les  deux  circodf.  se  coupent;  car,  I^  si  elles  se  touchsient* 
aurait  Z>  =  il  +  '^  >  ou  =  iî  —  r  ;  et  si  elles  n'avaient  auc 
point  de  section ,  D  serait  >jR  +  r,  ou<^/i  —  r. 

De  même,  siD=sR  +  r,les  cercles  se  touchent  extérieu 
ment  ;  car  si  cela  n'est  pas ,  il  faut  admettre  l'une  des  qus 
autres  dispositions.  Or ,  s'ils  se  coupent  ^  on  a  Z>  •<  71  +  ^ 
qui  est  contraire  à  la  supposition  ;  2^.  s'ils  se  touchent  ii 
rieurement»  ona  D  =  R~^rf  ce  qui  ne  peut  être,  paî^ 
Z)=s/l  +  r,  etc.  (*).     . 


(*)  En  général,  lorsqu'on  a  prévu  tons  les  cas  possibles  d^un  systèoci 

Cduicon  oomporte  des  conditions  qui  ne  peuvent  coexister  ayec  cell^ 
iMt  Itf  aoties  eu ,  !«•  réciproques  ont  lieu ,  et  se  démontrent  comf^ 
itet  ào  k  vo»^  €^m^  o»  qa*oii  Muurqoe  dans  la  théorie  des  obliques ,  n<' 
Muî  qsfKOL  n*  19B9  «te 
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)3.  Quand  on  connaît  les  centres  et  les  rayons  de  deux  cer- 
f  ponr  s'assurer  s'ik  se  coupent^  ou  se  touchent ,  etc. y 
est  donc  pas  nécessaire  de  décrire  les  circonf.;  il  suffira  d'à- 
jer  et  de  soustraire  les  rayons^  et  de  comparer  les  résultats 
.  distance  des  centres ,  pour  décider  auquel  des  cinq  cas  pos- 
tes la  £gure  proposée  se  doit  rapporter, 
hant  donnés  deux  points,  Pun  en  A  {Gg.  25),  sur  un  cercle  O, 
ftntreen  B ,  pour  décrire  une  circonf.  qui  passe  par  ces  points 
\SiB  et  tonclie  ce  cercle  O  enAjOn  mènera  la  tangente  ^7*y 
le  problème  sera  ramené  à  celui  du  n®  i8g. 

Des  Triangles. 

194.  Un  Triangle  est  un  espace  ABC  (fig.  29  à  33)  renfermé 
r  trois  droites  AB,  BC  et  AC  qu'on  nomme  ses  Côtés  ;  il  est 
iMbne^  si  ses  côtés  sont  inégaux  (fig.  38)  ;  Equilatêral  s'ils 
■t  égaux  (fig.  3o)  ;  Isocèle  lorsqu'il  a  seulement  deux  côtés 
jiia  (fig.  3i).  Quand  il  a  un  angle  droit  A  ^  le  triangle  est 
0Skingle  (fig.  32)  ;  le  côté  BC  opposé  à  l'angle  droit  A  est 
QUé  Hypoténuse. 

^Sommet  d'un  triangle  est  celui  de  l'un  quelconque  de  ses 
ll|jleii  tel  que  C  (fig.  3i)*,  la  Base  est  le  côté  AB  opposé;  la 
Bntoir  est  la  perpend.  CD  menée  Ju  sommet  sur  la  base. 

19S.  La  somme  des  trois  cmgles  de  tout  triangle  vaut  deux 
fc*.  En  effet ,  prolongeons  l'un  des  côtés  AC  (fig.  33\  Ju 
ïkfliglc^jBC,  et  menons  CD  parallèle  à  b'A\  l'angle  GCK 
triégdàson  correspondant  A  ,  et  Pangle  BCD  à  son  alterne 
■terte  B.  Donc ,  les  trois  angles  du  triangle  sont  BCA,  S  CI?  f 
!HMl;  leur  somme  vaut  deux  droits  :  il  est  visible  que ,  t».  Z*^*- 
|fc  mtirieur  BOL  vaut  la  somme  des  deux  intérieure  opposé^ 

a^.  Noos  représenterons  dorénavant  par  D  Fangle  droite  de 
•ne  que  nous  écrirons  A  +  B  +  C=:iD.  Si  doue  on  Ai 
P|.  M  et  34)  Pangle  KOL  =■  C.LOM^  B,  MON  =  urf/l 
fpeON  sera  le  prolongement  de  OK.  Deux  «ngleé  d'mn  trîwrif' 
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étant  dmnés  ,  il  sera  facile  de  trourer  le  troUièiM  fiM 
colutractioli. 

3®.  Deux  trianglei  qui  ont  deip:  aoglea  reapediveaBiieaft  < 
sont  équiangles. 

4^.  Un  triangle  pent  aToir  toui  tes  anglaB  aigna;  mik* 
peut  en  avoir  qa'on  seol  droit  on  obtus. 

5^  Let  deux  angles  aigns  C  eiB  (fig.  3a)  ^vp.  Uinifêi 
tangle  ul^C  sont  oomplémena  l'un  de  Pauire,  oaÇ'^M. 

€^.  Quand  la  ligne  SC  (%  44)  >f*éIoigne  de  la  perfvnii: 
en  tournant  autour  de  ^  »  et  dey  ient  BA\  Tangle  jiBÇ  cn^j 
devient  ABA^  ;  donc  C  décnAt  de  plus  en  plus  pour  devenir: 
l'un  des  angles  ^  et  C  du  triangle  ACB  a  autant  angnaslé  i 
l'autre  a  diminué  pour  que  la  somme  restât  de  i8o^. 

y^'.Si  dana le  triangle  ^£C(fig.  44)  les  angles^et  Càkl 
sont' aigus ,  la  perpend.  BD  tombe  dans  Fintérienr;  cw 
pouvait  tomber  en  deihorSy  et  être  ^  par  ex. ,  telle  qne  Bj\ 
triangle  BCA  aurait  un  angle  droit  A ^  et  un  an|^ 
BCAf.  On  voit  de  même  que  dans  le  triangle  BCA^,  cÀ 
C  est  obtu8|.la  perpend.  BD  tombe  en  dehors. 

8^  Les  onglée  dont  les  côtés  sont  respectii^emeni  peqfenS^ 
laires  sont  égaux  9*ils  sont  tous  deux  de  même  nature,  co0^ 
BAC  et  WA'C  (fig.  36);  ils  sont  supplémens  si  Vun  est  câgik  ^ 
Vautre  obtus j  tels  que  BAC  et  C A'D  \  car,  en  prolongea^ 
les  côtés  A'B'  eiAfC  jusqu'à  leur  rencontre  avec  AB ,  AC^ 
leur  sont  perpend.,  les  triangles  rectangles  ADF ^  A'UF^ 
les  angles  A  ^  A!  égaux,  comme  complémens  des  aD(^ 
égaux  F. 

9^  Quand  les  droites  AB ,  CB  (fig.  63)  vont  oonoourir'  auk 
en  B^  on  évalue  l'angle  B ,  sans  prolonger  ces  lignes  jusqu'à  k 
rencontre,  soit  à  l'aide  de  la  parallèle  DE  à  BC  ^  qui  doi 
BzsiAJDJS,  aoit  en  tirant  la  droite  quelconque  AC,  mesui 
les  angles  A  et  C,  et  prenant  le  supplément  de  leur  son 

J9  est  un  point  visible  au  loin,  mais  inaccessî 
âifot,  ainsi Ja  grandeur  de  l'angle  B. 

ijbhqa^  dewitrianghs  ABC,  ^bc (fig.  3g)  ont  deux  . 
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OUfSf'.tin  COU  igalÈLRszk'V^  ain$i  qtêê  dêwman^  i 
plaùU  éU  la  mimé  manière  M  tek  que  ^  =s  ^^  et^  ss  ^ 
A^=jtt%C  zszC  ;  les  trois  angles  sont  alors  ^gsax  due 
chacun  (n*  ig5, 3^).  En  posant  encore  A'B^  sor  jtB ,  Iei< 
jfCe^  se  detront  prendre  les  directions  ^C  et  BCs 
tombera  donc  en  C. 

Ou^  3*.  Uê  troiê  côtiê  rupêctwmnsni  égaua  :  mrovt,  À 
jfBf,  AC=  j(C^  BC^^ÏÏC\  en  effet ,  si  Poa  snppo«it. 
on^^i  il  en  résulterait  que  BC  est  >^  ou  ^  BfC  ijt  i 


199.  Un  triangle  eai  donc  déterminé  bnjufan  s»  m 
l^  dêUM  côtéê  m  €t  n,  et  Van^  k  qu*ile  forment  (Eg.  a^  | 
fera  nn  angle^tf  s=  ifr^  et  sur  ses  cAtés  indéfinis  AG  et  ^i 
iptenâmABzizmétACssn;  enfin,  on  mènera  BC» 

^\Unc6ténetdettMangUs]ieil{Sf^3S).Silm9iM^gfi^im 
ne  sont  pas  adjaoens  an  cAté  n,  on  cherchera  d'abortd  b  \\ 
sième  angle  (n*  igS,  a^)|  de  sorte  qoe  lei  angles  connasil 
puissent  être  regardés  comme  adjacent  an  côté  donné  a»  i 
l'un  des  côtés  indéfinis  AH  de  l'angle  Az=zi,  on  prendra  JCa 
on  mènera  BC  qui  fisisse  l'angle  C  z=:  l;  ABC  sera  le  tria^ 
demandé* 

Donc ,  deux  triangles  rectangles  sont  égaux  lorsque Ui  m 
outre  les  hypoténuses  égales  j  un  angle  aigu  égal. 

3®.  Un  triangle  est  encore  déterminé  lorsqiûon  en  connaUi 
trois  côtés  m,  n  et  p;  on  prendra  (fig.  26  )  CC  =  1»;  p 
des  centres  C  et  C^  ou  décrira  des  cercles  avec  les  ra}< 
CM^=n,  CM=^p\  les  intersections  M  et  iV  donnent 
triangles  égaux  CMC  ^  CNC ,  qui  résolvent  la  question*  I 
deux  cercles  dont  il  s'agit  ne  se  coupent  qu'autant  qoe  1' 
des  côtés  lïiest  >i>— />et<»  +  P'>  sans  cette  doublée©» 
tion ,  le  triangle  ne  peut  exister. 

AOO.  Les  parties  de  deux  parallèles  AB,  CD  (£g.  4^)' 
tÊTCeptéee  entre  deux  autres  parallèles  BD^  AC,  sont  ig^^^ 
car,  en  menant  AD^  on  a  deux  triangles  égaux  ABD ,  A^ 
(oatreUcàltkoonïmxiu  AD,Vgj;ïf^BADz=zADC^  BDAzssDA 
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àj^qsè  au  plus  grand  angle..  Soit  Pûigle  BÀC  >  C^, 
l'angle  A^  formons  DAC  =  C;  le  triangle  isoMUe  Dl 
DA^DC,  SoiiBA<BD  +  DAù%iBCl 

Itéciproquémànt:,  ^i  :i9>^  ^  BC^  on  doit  a^oir  C  <^ 
car,  ràns  cela ,  C  serait  ^ot»  =  JI^C;    càà   enl 
BA  '^ovl:ssBC,  d'après  la  proposition  directe  y  oe  ^( 
contre  la  snpporitiosi^ 

2o3.  Copatndre  un  triangle  ÀBC  (fig.  38)  don^  o^ 
deux  côtés  a,  c,  et  V angle  K  oppoeé  ^  a  ?  Faites  l'angle  BCà 
sar  ftin  des  côtés  indéfinis ,  prenes  CB  rb  an  oAté 
donhéa/  le  ôAté  opposé  c  derra  se  placer  ooiùme  BA 
mer  le  triangla  Or  y  du  centre  B ,  avec  le  ra7on\:0^  ±^f 
cri^ezmi  cercW A jf 'y  W^iuts  ^'^  2f -Je  sèctioii  aVëçrlIi 
u#<?;  détermineront  lès  triangles  ABC,  A^BC'i  qnî  tatisAM^ 
deux  àla  quiestion  ;  on  à  donc,  en  j^ét^Ç  deux  solntioilÉ  Jl 
^i»^jtmia  il  âlft*fctîfagaer  quatre  .       -^  • 

i^  iSi  le  rayon  c  du  cèrdé  est  pla%  petit  qbe  la  pqfpen^ 
c  ^  BDy  le  cercle  ne  conpe  pas  AC,  et  le  problème 'ielii' 
possible. 

2**.  Si  ce  rayon  égale  la  par  pend.,  c  c=iBD,  l'arc  est  tangei 
en  un  point  Z>  ,^  et  le  triangle  rectangle  CBD  satisfait  seul  ï  ■ 
question.  Donc  uii  triangle  rectangle  est  déterminé  par  deîisà 
ses  côtés  ;  et  deux  triangles  rectangles  sont  égaux  ^  quand  ftj^ 
poténuse  et  un  côté  sont  respectii^ement  égaux.  En  effet /Il 
peut  yisiblement  superposer  ces  triangles  selon  le  côté  égal^I^ 
les  hypoténuses/ qui  sont  des  obliques  égales,  doivent  al'ôrs  ooi^ 
cider  (n°  i77)*. 

S<  Si  le  rayon  c  est  >  J?D  et  <  CB  =  a ,  les  oVii(p0k 
BÀ  =:  BJt  sçnt  <  BC ,  et  par  conséquent  situées  du  méi» 
côté  de  BC  (n«  177)  ;  les  triangles ^4^,  A^BC  Sont'  l'un  * 
l'autre  conformes  aux  conditions  du.p^objènie;  ce  sont  lesilenE 
solutions.  Remarquons  que  A  est  supplément  de  l'angle  ^^9 
puisque  le  triangle  isoscèle  ABA*  a  l'angle  ^==  BA A\  <^>^tj| 
l'un  de  nos  deux  triangles  est  acutaligie  \  l'autre  obtuser^T^ 
Si  l'on  saTait  d'aTance  que  le  tridn^lçr -.dierché  a  ou  Q^ 


244  GÉOMÉTRIE. 

AEB  >  CFD  (n*  i6a ,  5^ )  :  prencms  Parc  AE=CD^  1 
jéE  sera  =  CD^  et  à  la  même  distance  da  centre  C 
OL  =  01.  Q>mme  AE  tombe  en  desaons  de  jiB 
OI^  OGi  et  par  conséquent  ^  OK. 

Réciproquement,  si  OL^  OK ,  la  corde  CD  CBi^Ai 
autrement,  on  aurait  Ci>  =3  ou  ^  ABj  d'o^  l'on  con 
OLss  ou  <C^  OKf  par  la  proposition  directe  (note  n**  igs 

2o6.  RésoWons  maintenant  quelques  problèmes. 
I.  Inscrire  un  cercle  (iig.  46)  dans  un  triangle  ABC,  c'est 
tracer  une  circonférence  de  cercle  qui  soit  tangente  oui 
côtés.  Ce  problème  retient  à  trouver  un  point  O  înté 
qui  soit  à  égale  distance  des  trois  côtés  du  triangle  ABC 
^  les  perpend.  OiS,  OD^  OP  sont  égales,  le  cercle  déc 
centre  O,  ayec  le  rajon  OE ^  sera  tangent  aux  trois 
(n*  188). 

CSberchons  d'abord  nn  point  o  à  égale  distance  des  dem 
AC^  AB\  menant  Aoj  les  perpend.  ^ales  oe^of  donne 
triangles  rectangles  égaux  Aeo,  Aof(n^  2o3,  a*.).  Dn 
diyise  l'angle  A  en  deux  parties  ég  aies. 

Béciproquement ,  si  la  droite  Ao  coupe  l'angle  A  en 
parties  égales ,  tout  point  o  de  cette  ligne  donne  les  deux 
pendiculaires  égales  oe^  of. 

Donc  9  tous  les  points  de  la  ligne  AOD  sont  à  égale  dis 
de  AB  et  de  AC ,  et  les  points  de  cette  ligne  jouissent  sei 
cette  propriété  ;  en  sorte  que  AD  est  le  lieu  de  tous  les  ce 
des  cercles  tangens  à  ces  deux  côtés ,  et  que ,  par  conséqi 
le  centre  cherché  est  l'un  des  points  de  ^^O .  Ce  centre  doit  a 
par  la  même  raison ,  se  trouver  sur  la  droite  OB ,  qui  < 
l'angle  B  en  deux  parties  égales  ;  il  sera  donc,  à  leur  inte 
tion  Of  qui  non-seulement  sera  à  égale  distance  des  trois 
du  triangle ,  mais  encore  qui  jouira  seul  de  cette  propriété 
nous  la  droite  0C\  elle  diyisiera  l'angle  C  en  deux  parties  é{ 
noiif{iie  les  deux  triangles  rectangles  ECO,  DCO  ont  Tl 
%|pMe  commune  et  un  côté  égal  ^  OJD  =  OE. 
EwGpndupns  donc  de  là , 
I*.  Qu*on  peut  inscrire  un  cercle  dan»  tout  triangle; 
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1^  Qu'on  n'enpêut  inscrire  qu'un  seul; 

iP.  Qu£  le  Centre  est  situé  à  l'intersection  de  deux  lignes  qui 

neent  en  parties  égales  deux  des  angles  du  triangle; 

ff.   Que   la  droite  menée  de  ce  centre  au  3*  angle,  le  coupe 

nillement  en  parties  égales,  {f^oy.  n?  876,  lY.) 

Soitp  le  oontour  ou  Périmètre  du  triangle  (^.  4^);  comme 

.  a  jiF=AJSy,  BF=BD,  C£^=sCD,  on  en  tîre 

=iiAF+!iBD  +  2CI>,  oupsssaAF-^^aBC'yA'oh 

AF=\p—BC—AEz=zi{AB^AC—BC). 

Jl  «t  donc  aisé  de  trouver  les  points  F^  E^  et  par  suite  Df, 
iMqae  CE  =s  CD\  on  pourra  résoudre  le  proMème  en  faisant 
HHr  «ne  circonf.  tangente  aux  trois  côtés»  en  2^^  E^  F. 
IL  Décrire  an  cercle  (fig^  2a)  dans  lequel  deux  droites  don- 
«Si^jff=^i»,  ADssn,  soutendent  des  arcs  doubles  l'un  de 
prtie?  Gpmme  le  triangle  ADB  doit  être  isoscële,  après  ayoÎF 
^4B=zm,  on  décrira  des  centres  A  tX  B,  ayec  le  rayon  t%y 
Imsics  qui  détermineront  le  point  Z>  et  le  triangld  ABJ}, 
Mpd  il  ne  s'agira  plus  que  de  circonscrire  un  cercle.  > 

HL  Construire  le  triangle  rectangle  BAC  (fig.  47)»  dont  un 
MAB  de  l'aogle  droit  et  le  périmètre  BE  sont  donnés? 
luffoe  BC+CA  =  AE,  élevons  en  A  la  perpend.  AD=4E  j 
IMMrons  BCzsiCD^  et  le  triangle  BCI>aera.  isocèle^  ainsi» 
9*  P^^pcnd.  au  milieu  de  BD  donnera  le  point  & 
-I?«Par  un  point  /  (fig.  33),  mener  dans  Tanghs  BCA 
pSdnÂte  AIB  qui  forme  le  triangle  isosoèle  ABC,  savoir 
JCszBC,  et  l'angle  A=zB7  L'angle  extérieur  BCK  étant 
|*^+i?  (n®  195,  i^.)=ziiA,  si  l'on  mène  CZ>  qui  coupe  par  moitié 
|^bAOA:,  DCK  sera  =^,  et  CD  parallèle  à  AB.  Donc, 
!  «te  tracer  CD,  et  par  le  point  /  mener  AIB  parallèle  à  Cp. 
;  T'  Par  un  point  donné  M  (fig.  4^) ,  mener  Cl}  telle,  que  la 
$  pb  dD  interceptée  entre  les  deux  circonfér.  concentriques 
l|lw,(ft8oit  de  longueur  connue  /?  Si  CD  est  la  droite  cher- 
'  ^1  toute  corde  AB  ==.  CD  est  à  la  même  distance  du  centre, 

«JfO-O/,  KB-ID,   Kb==ld,  puis  Bb=Dd=zl. 

x"tt  un  point  quelconque  B  on  porte  la  longueur  l^dé  B  enby 
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entre  les  deux  ciroonlér.}  qa'oa  mène  la  dnnUfiB  pii 
en^;  enfin  I  qu'on  trace  le  œrcle  OIK  tangent  kjibfi 
aussi  à  la  drofte  cherchée  CD\  il  né  s'agira  ploa  que  de 
par  le  point  M  une  tangente  CD  k  ce  cercle  /K;  ce>i 
droite  demandée. 

VI.  Construire  un  triangle  rectangle^CD  (fig.  38)|C 
connaît  Fhjpoténuse  BCf  et  la  somme  ou  la  diffibsi 
cAtés  CJ),  BD  de  l'angle  droit  ?  Soit  AD:=BD  =  J 
triangles  rectangles  isosoUes  BAD,  BA!D  ont  les  angles^ 
égaux  à  la  moitié  d'un  droit  (n^  19$,  5^).  Dans  le  trianf^ 
ou  BA'C^  outre  BC^  on  connaît  donc  Pangle  A  <m  A^êi 
ACimA^Cj  et  il  est  aisé  de  décrire  ce  triangle*-  Sur  ^ 
AC  on  A^C^  en  tirera  AB  ou  j£B  sous  la  direction  dte 
ang^edroit  ;  du  centre  C^  et  avec  le  rayon-  CB,  on  trac 
eerde' qui  coafeniAB on  A'B  au  sommet  B  (il  jaenj 
deux  points  d*intersection^  et  par  conséquent  deux  se 
n*  ao3)':  il  restera  ensuite  à  abaisser  la  perpend.  BD  q 
minera  le  triangle  demandé  BCD. 

'  Mesure  des  angles  dans  le  cercle. 

207.  Nous  connaissons  la  mesure  des  angles  dont  le  s 
est  au  centre  (n^  i6g)  ;  cherchons  cette  mesure  lorsque  le  » 
est  situé  d'une  manière  quelconque;  et  d'abord  examii 
cas  où  l'angle  est  formé  par  deux  cordes  ^  le  sommet  éta 
la  circonf.  ;  On  dit  alors  que  l'angle  est  Inscrit  :  il  a  pour 
la  moitié  de  l'arc  compris  entre  les  côtés, 

i^".  Si  l'un  des  côtés  AD  de  l'angle  GAD  (fig.  48)  pa 

le  centre  C^  en  menant  EF  parallèle  à  AG^  on  a  GE 

fn*  i^);  mais  aussi  JSD^zAF,  à  cause  des  angles  égau: 

^AtiCÉy  ainsi,  ^  est  le  milieu  de  l'arc  GD,  et  l'angle  E 

^ùAD  (n®  182 ,  4^.),  a  pour  mesure  ED  ou  la  m 

^I^1Lb  centre  C  est  entre  les  côtés  de  l'angle  BAG , 
i^çgmk^  AD,  les  angles  BAD,  DAG  ayant  pour 
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pM>itiés  de  BD  età^DG^  la  somme ,  ou  la  moitié  de  l'arc 
d  est  la  mesure  de  l'angle  BAG. 

y  m  Si  le  centre  C  est  hors  de  l'angle,  comme  pour  HAB^  on 
même  \  HD  et  \  BD  pour  mesures  des.  angles  HAD^  BAD  \ 
etrancfaant,  on  trouve  \HB  pour  mesure  de  l'angle  HAB. 
?•  Enfin ,  s'il  s'agit  de  l'angle  TAB,  formé  par-  une  tan- 
te -dfT  et  par  une  corde  AB ,  le  diamètre  AD  est  perpend. 
iAT,  l'angle  TAD  a  donc  pour  mesure  le  quadrans  ou  la 
de  l'arc -^if^Z>;  celle  de  BAD  est  l  BD)  la  différence  de 
est^  AHBy  mesure  de  l'angle  TAB, 
\roqiiementj  si  un  angle  BAG  a  pour  mesure  ^  BG,  le 
est  sur  la  circonf.;  car,  si  ^  i?  G  pouvait  mesurer  l'angle 
ly  on  formerait  l'angle  BAG  qui  aurait  même  mesure,. 
BIG=iBAG,  ce  qui  ne  se  peut  (n**  igS,  6°.). 
^rdongeons  en  K  le  coté  HA  de  l'angle  HAG\  la  moitié  de 
ffe  G-^^^  est  la  mesure  de  l'angle  KAGy  puisque  KAG  est 
pplément  de  l'angle  HAG, 
On  verra  aisément  que 

S^  L'angle  BAD  (iîg.  49)  inscrU  dans  le  demi-cercle j  est  droite 
r  il  a  pour  mesure  la  moitié  de  la  demi-circonférence, 
fr.  Tous  les  angles  inscrits  A  y  C^D...  (fig.  5o),  qui  s'appuient 
r  le  même  arc  BE^  ayant  même  mesure ,  sont  égaux. 
f*  Si  un  angle  BAE,  de  grandeur  Ëxe^  se  meut  de  manière 
fttes  côtés  passent  sans  cesse  l'un  en  B,  l'autre  en  E,  le 

■met  prenant  successivement  les  positions  A,  C,  D , 

crin  la  circonf. 

108.  On  résout  divers  problèmes  à  l'aide  de  ce  théorème. 

I.  Abaisser  une  perpendiculaire  AD  (fig.  49)  ^  l'extrémité 
■Me  Ugne  AB  sans  la  prolonger.  Puisque  l'angle  A  doit  être 
Ijoh,  toute  ligne  BD  doit  être  le  diamètre  d'un  cercle  passant 

tA  (5®.)*  ^^  décrira  donc ,  du  centre  quelconque  Cy  un  cercle 
I  passe  en  ^;  puis  par  le  point  M  ou  ce  cercle  coupe  AB^ 
Mimëaera  le  diamètre  BD,  qui  donnera  le  point  D.  ^  DA  aexm 
l^jerpend.  cherchée. ^  * 

n*  Par  un  poin$  ex  prieur  D  (fàf^.  5.i)  merws  une  tafigenie  ASf 
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Cette  oonstrtiction  est  souyent  employée,  surtout  lorsqu'il 
ffagii  de  former  un  triangle  dans  lequel  on  connaît ,  entre  autres 
^  cboses,  un  côté  et  Tangle  opposé ,  comme  dans  les  questions 
tairantes. 

y.  Décrire  un  triangle  BDE  (fig.  54)  dont  on  connait  la 
kse  bf  la  hauteur  h  et  Tangle  ji  du  sommet.  Après  aToir 
tracé^i?=&  et  sa  parallèle  DD',  à  la  distance  FG  =  A  de 
^   AE ,  on  décrira  sur  ^  £  un  segment  capable  de  l'angle  donné  j4  , 
et  les  points  oh  DL/  coupera  le  cercle  donneront  pour  solu- 
tisns  les  triangles  égaux  BDE ,  BD'E. 

VI.  Soient  trois  points  B,  A^  C  (  fig.  59)  tracés  sur  une 
cirte,  fixer  le  lieu  d'un  quatrième  point  C'y  connaissant  les 
ta^iesBOC  et  BC A.  On  décrira  sur  BC  le  segment  capable 
de  l'angle  BCC^  ainsi  qu'on  yient  de  le  dire;  de  même  sur  BA 
le  segment  capable  de  BG  A  :  le  point  Ç  sera  à  l'intersection 
des  deux  circonf.  (/^oy*  364  >  VIO  Quand  Pune  de  ces  cire  passe 
i  h  fols  par  les  trois  points  ABC  y  selon  que  l'autre  est  ou  n*est 
pis  dans  le  même  cas ,  le  problème  est  indéterminé  ou  absurde. 

Vn.  G>nstruîre  un  triangle  ABC  (fig.  46)  dont  on  connaît 
kbase  ABj  l'angle  opposé  C  et  le  rayon  OFAxx  cercle  inscrit. 
Pbisqne  OA  et  OB  diyisent  en  deux  parties  égales  les  angles 
A  tX  B  Au  triangle  chercbé  ABC 'y  dans  le  triangle  AOB^ 
Pai^  O,  supplément  de  OAF+OBF,  ou  de  i  {A+B), 
est'0=al!D  — H^  +  ^);et  comme  A  +  B=iiD  —  Cj  on 
a  O  =  J9  -f-  i  ^*  L'angle  O  étant  connu,  on  déteminera  le 
point  O  (  probl.  V  ) ,  puis  traçant  le  cercle  EDF,  qui  touche 
AB  en  F,  les  tangentes  AE,BD  achèveront  le  triangle  cherché. 
Vnl.  Étant  donnés  un  triangle  ÂBC  (fig.  55)  et  deux 
eiromf.  concentriques  AO^COy  construire  un  triangle  ABC 
qui  ait  deux  sommets  AetB  sur  la  grande  circonf. ,  et  l'autre  C 
sorla  petite >  et  qui  soit  équiaogle  avec  le  proposé ^  =  ^y 
B^B'.C—Cf. 

L'angle  Payant  pour  mesure  ^  BDy  si  de  A'^y  comme  centre» 
A  du  rayon  AO  on  décrit  l'arc  Bly  il  sera  moitié  de  BD.  On 
ptadra  donc  en  un  lieu  quelconque  l'arc  BD  =  ol,H1\  les 
t'êtes  AB  et  AC  passeront  par  B  et  D.  De  plus,  l'angle  BCD 


j 
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éUnt  rappUnient  de  O^  on  aura  le  lien  4a  eouiiiet  C,  ead»* 

crÎTant  sur  la  corde  BD  un  aegment  BCcD  capable  de  «1 

a«gle  aZj^  «— CX ;  lii  droite  DCA  donaera  le  point  AjeltVà  triaii|^ 

cherché. 

.    lie :poiiit  c donne  le  triangle a^o,  autre  solotîon  dp  pro- 

Uème;  outre  ,quW  peut  attribuer  à  la  corde  BD  «ne  infinilt 

de  ntuation8>  ce  qui  donne'  autant  de  solutions  doubleA»,  .-. 

20g.  L'angle  BAG^  dont  le  sommet  à.  est  en  un  tteuqmJt* 
conque  Uu  plan  (fig.  56  et  57),  a  pour  mesure  la  mo&U  A  m 
somme  ou  de  la  différence  des  arcs  BC,  DE  compris  entrs  Im 
côtés j  selon  que  le  sommet  A  est  au  dedans  ou  au  dehors  dek 
circonférence^  ». 

Menez  EF  parallèle  à  DC.  \^  Si  A  est  situé  dans  la  eirooHt 
(fig.  56) ,  la  mesure  de  Pangfe  £= i^^C  est 

\BF=\  (iîC+  CF)^\{BC^DE).  \ 

2®.  Si  A  est  situé  hors  du  cercle  (fig.  £7)^  la  mesnie  ib 
Wxx^A^zziBEF^lBF^^ifiB—CF^^lifiB^mt, 

Ainsi  ,1a  mesure  de  Pangle^est  ;  (adb6)yen  fiftîsanta=9iïCi 
b-=zDE*  Cette  formule  est  même  générale^  car  6  =:o  répond 
au  cas  où  le  sommet  est  sur  la  circonf.^et  b  =  a  à  celui  o& il 
est  au  centre.  ' 

Lignes  proportionnelles.  Triangles  semblables. 

210.  Soient  deux  droites  quelconques  ^JET^aÀ  (fig.  58);  si 
sur  l'une  on  prend  des  parties  égales  AB^  BCj  CD...-} 
et  que  par  les  points  de  division ,  on  mène  des  parallèles  ^a» 
Bb  jCc. ,  Hhf  dans  une  direction  arbiti*aire,  les  parties  abj 
bc  ycd, , , ,  qu'elles  interceptent  sur  aA^  sont  égales  entre  eliei* 
Car  si  l'on  mène  ai,  bl ,  cm.,,  parallèles  à  AH  y  on  ann 
des  triaogléL'^  aib,  blc,  cmd, , ,  égaux  entre  eux, i^  causée 
rti=  bl=cm. . .  =^AB:=iBC'=i, ,-. . 

Il  suit  de  là  que  AB  sera  contenu  dans  ^jET  autant  de  f^^ 

que  afrdans  ah.  d'où -=r&  = —r  5 -^^  î  EH  \\  ae  \  ek^ 
'  HiU      .en 


"f»  T=^==7r;car, 
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II.  JDeux  droites  AH  et  ah  (fîg.  Sg)  so/i^çou/]^  en partUë 
tortionnêllea  par  trois  parallèles  quelconques  Aa,  £e^  Hh^ 

AE  _ae 

EH  ""eh' 

^  Si  les  parties  AE,  EH  sont  commensurahles,  en  portant 
»mmune  mesure  sur  j^H,  elle  sera  contenue  un  nombre 
cl  de  fois  dans  JtE  et  EH  :  on  retombera  donô  dans  le 
i^l*dessus^  parce  que  les  parallèles  à  Aa,  menées  par  les 
b|[ts  de  division  9  couperont  ah  en  parties  égales, 
a^.  Si  j4E  et  JETE  sont  incommensurables,  divisons  AEea 
&  nombre  arbitraire  de  parties  égales,  et  portons  l'une  d'elles 
sJETers  H)  soit  /le  point  de  division  le  plus  près  de  H; 
nous  li  parallèle  à  H  h.  Gela  posé,  AE  et  El  étant  com- 

ensarables,  on  a  -=-^'=1  —  :  et  comme  El  =  EH---  HI\ 

EA       ea  ' 

-^eh  —  hi\\\  vient  rpr-j  —  tt-j  =—  —  — .Or,  les  distances 
'  EA      EA      ea      ea       ' 

ifihi  peuvent  être  rendues  aussi  petites  qu'on  voudra,  en 

leiant  le  nombre  de  divisions  de^JE^de  plus  en  plus  grand, 

■  antres  termes   étant  constans  :  de  sorte  que  les  points 

-  d  h  sont  les  limites  de  /  et  i.  Puisque  les  2®'  termes  des 

na  membres  décroissent  indéfiniment ,  le  principe  fonda-* 

lartal  (n®  1 13)  donne  donc  encore  7t-;=  — . 
^  '  EA      ea 

Delà  proportion  démontrée, on  tire  (n®  73) 

—  —  ^   X  y^H_AE_EH 
AH^^  ah^  ah         ae         eh* 

^11  Une  parallèle  £B  à  la  base  d'un  triangle  HAC  (£g.  Sg) 
B(>)»  Us  côtés  en  parties  proportionnelles^  puisque  AB  =iae, 
*C=^A;d'où 

AE_AH_EH 

AB~  AC~BC 


m 

^  pei|t  répéter  sur  le  triangle  HAC  ce  qu'on  a  dit  s^r  h  Qg 

AE      EH 

^proquementj  si  l'on  a  -rrj  =±=  -^yEB  est  parallèle  k 


itr. 
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car  «i  cela  n'était  pas^  aienant  HL  parallèle  à  EB,  on  aurait 


'I 

r 


21 3.  II  suit  de  là  qae^  i°.  lorsqu'on  a  trois  lignes  m^n^p 
(fig.  Sg)^  pour  troupe  r  une  quatrième  proportionnellej  c.-è-d. 

une  lignas  9  telle  qu'on  ait  -— =  ~  ,  on  fera  un  angle  quel*  m 


»  %- 


conque  Hj^C,  on  prendra  sur  ses  côtés  ^^  =  m ,  AB=sny 
AH:=ip\  puis  menant  EB  et  sa  paratlële^C,  AC  serait 
quatrième  proportionnelle  cbercliée  a?. 

a^  2^0  lignes  quelconques  AJB,  AG,  AD^  AE,  AF 

(fig.  6o)  partant  dfun  même  point  A ,  so;»^  coupées  en  parUet 
proportionnelles  par  les  parallèles  BF,  bf  ;  cap  en  n'ayant  égard 

qu  a  AB  et  ^C,  on  a  -rr  =  -r--  ;  de  même  -3—  =  -rr?  * 
^  Ab         Ac  ^  Ac  Ad 

cause  des  droites  ^C  et  ^D^  etc.  Eédnissant  ces  proportions  qû 

ont  un  rapport  commun,  il  vient  \ 

AB_AC      é£.:_i^_éL  ! 

Ab  ""  Ac^  Ad  '^  Ae~  Af'^' 

3°.  Pour  dipiser  une  droite  donnée  AF  (fig.  61)  en  phisiewt 
parties  égales^  par  ex.  en  cinq,  on  mènera  une  ligne  quel- 
conque indéfinie  aFj  sur  laquelle  on  portera  cinq  fois  l'ou- 
verture de  compas  arbitraire  Fez=:ed=dc=., .  »y  puis  me- 
nant Aa  et  les  parallèles  Bb,  Ce ,  Dd,  Ee  y  on  aura 

AB=.BC=CD=.... 

4®.  Pour  partager  une  ligne  donnée  a' F  (fig.  62)  en  parties 
proportionnelles  à  celles  d'une  autre  droite  donnée  af ,  on  tirera 
la  ligne  quelconque  AFy  sur  laquelle  on  portera  FE^=.fii 
ED-=:ed,  DC:=^dc„.,\  puis  menant  Aa  et  les  parallèles  Bb\»,^ 
on  aura  les  points  de  division  cbercbés  /,  d^,  c\  . . . 

Si  fa  est  l'une  des  dimensions  d'une  figure,  et  qu'on  veuille 
que  cette  dimension  devienne  Fa\  il  faudra  changer  les  parties 
fe,  fd, . .  en  Fe' ,  FdC . . .  L'échelle  d'un  plan  étant,  par  ex., 
fa^  elle  est  devenue  Fd ,  fest  à  cette  construction  que  se 
rapporte  \art  de  réduire  un  plan  à  une  échelle  donnée. 


1 
li. 
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ai4  DeuK  triangles  ABC^  ABfC  (fig.  63)  dont  les  angles  sont 
-espectiyement  égaux ,  sont  nommés  Semblables  ou  Égidangles  .- 
es  côtés  de  même  dénomination  sont  appelés  Homologues. 
Soient  A=tjf,B:aB'^C=C*^JBe8t  homologue  de  A'B\ 
se  de  B^Cf,  AC  de  A!C  Les  côtés  homologues  se  distinguent 
n  ce  qu^Us  sont  opposés  aux  angles  égaux. 

Deux  triangles  semblables  ont  les  côtés  homologues  propor- 

ionnelê.  En  efiet>  plaçons  le  triangle  A'B'C  sur  ABC,  de 

9rte  que  le  côté  A^C  tombe  sur  son  homologue  AC  de  A 

n  E  ;  A'B'  toinbera  sur  AB  de  ^  en  D^  li  cause  de  AsssA, 

Kmjb  l'angle  AED=^Cz=zC;  donc  DE  est  parallèle  k  BC,  et 

,         AD      AE   ^     .     AE       BF  .  r^i:»        i 

on  a  --«  =  -^  :  de  plus  -j^  =  -gr^ ,  en  menant  EF  paral- 

de  k  AB}  et  comme  BF^=^DE-=iWC ,  on  a  enfin 

ABf  _  AC  _  ffO^ 

AB   ~  nu  ~  BC  ' 

Réciproquement,  deux  triangles  qui  ont  les  côtés]  homologues 

rroportionnelSjSontsemblables.'En  eSét,  si  -  .^  ""   Jr^  "     /?/>  > 

prenons  AD-r^iÂff ^  et  menons  DE  parallèle  hiBC,  nous  avons 

«-g  î=  --|y;  es  — >ç  ;  et  il  cause  que  AD  =  AB^^  le  i**  rapport 

CÉt  obmmun  aux  deux  proportions;  les  autres  rapports  sont 
aonc  égaux,  sayoîr  AC=AE,  ffCz^DE.  Les  triangles 
ÀDEj  jfffC  sont  égaux,  et  par  conséquent  ABC,  AB'C 
KMkt  équiangles. 

2i5.  Deux  triangles  ABC,  Â!B'G  (fig.  63)  qid  ont  un  angle 

A'B'     h!G 
igd  A  sa:  A',  compris  entre  des  côtés  proportionnels         -    -^  > 

mu  semhlables.  Car  en  appliquant  AC  de  A  en  E,  AB* 
tonbera  en  AD  et  AB'C  en  ^/>J?.  Or,  par  hypothèse,  on  a 

^=  ^.,  donc  DE  est  parallèle  li  ^C  (n«»  212),  et  les 


es  ABC  et  ADE  ou  ^'^C  sont  équiangles. 
ai6.  Donc  (fig.  63),  i^  deux  trian^  dont  les  céêà 


i54 

jW|  ■[-' pantBiUa,  êobI  mrmU^i^.   Ceb  est   ni^ 

pMT  ^AC  «t  ^JÏ'C'  (d-  iftS,  3-.)',  il»M  â  j«<:  «t  C\ 

m  |M<ili»«yiif  If I  ifll»    f  11  fi^.  |iwii 

i  0/  M  ><*,  •■  a  /=>^,  ff=  £' 

AiMÎ,  <?/H  ^lant  ùpnngle  à  ^ffC,  Fol  à  .^«C  Z«. 

paraUitet  êont  hcmologiu*, 

«•.  Xhaw  irûn^^  ABC,  A'rC  (%  6(),  <fail  Aa  . 
rttpedift  toiU  perpeadicuUtirrtj  toM  *rml  lutltm;  car  pn 
ipeoaa  le*  odtéa  j^C,  B'C  jofqn^  (cor  reBOBotrc  en  F  cT 
KftcAC,  )e>aiigI«sCet  fsontooiBpIémess,  ainsi  qne  C  et. 
)  canie  da  trUngle*  rectan^a  ECG,  EOF:  àaueC^* 
On  proare  de  mime  que  A-=-A,B-=.B^.  L^»  c6iit 
calairtt  ioat  hamologtut. 

3°.  Le*  ligm»  KR.^C.Mi...  (^  Go)  partant  ^mm 
point   A,    coupent  en  parties  proportûutaeUes   tieux 
quekonquet  BF,  bf;   car  tes  tciangtes  ABC,  abc 

donnent ==-;—;  àetokmcACD,  tad  àaaasat  —r-^ 

ac         bç  Ae 

.    .„         CD       ne   ^        ,       .       CD      DE 

aiDii  roD  a  --r  =  -r— ■  Oa  a  de  même  — ^:=~—- 

cd  De  cd         de 

4"-  Si  les  lignes  Aa,  Ee,  Hk  (Ëg.  59)  sont  des  paralleU 
éqatdistanteï ,  E,  e  sont  les  milieux  de  AU  ei  ah,  et  f^ei^ 
proquemeot.  De  pins,  Ee  est  la  moitié  de  {Aa-t-HA),  pu»»' 
qu'en  menant  AC  parallèle  à  ah,  la  ligne  EB^^HC^i 
Be  =  Aa  =  Ch  =  {(Aa  +  Ch).  j 

5".  Cest  sur  ces  principes  qn'esl  fondée  la  coustraclioii  Si 
Echelles.  Après  avoir  porté  un  nombre  quelconijue  de  part» 
égales  sur  une  droite  indéiinie  CI  (Gg.  65) ,  par  ex. ,  5  de  C 
en  D,  on  élfere^p^r  l^s  poînts^^ç  dWîsw^^  des  p^pend.^j^iMI 
poHede  mfaoe  (ur  CA,  5  parties  égales  arbitrairrà  Ca,  ae.,.; 
par  les  pointe  a^iv,  e^.  ..i;' mi'-nibie  deï  pàrafll^ -twMlîMI 
à  Clywûh,  <fa  tire  ia  'tnaùt^ettaUe  CB,  SF\.  MmA^ 
celte  cooitructioq  >  <)t(e  puisque  Ca,  Ce,  Ce.. ,  gont'lj  gf-ï-^ 
de  CA;  iû},cd,ef.,.  sont  de  luéine  \,\,%-- .  deAB;  m>W 
=  '/+/"  ««  (î-f  Y)  ^  -^^f  0"  enfin  ïf  d«  CD;  -  '* 

Onft4oiicsûi«i.p4rtagéUligBeCDen3S*',  oes qa^<n n'innil 
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Pu  iaire  sutrement  d'une  manière  aussi  distincte^  tu  la  peti- 
pme  des  parties.  On  peut  se  servir  de  cette  échelle  pour  diviser 
||^  longueur  en  parties  égales  :  on  cherche  combien  cette  Ion- 

etur  contient  de  parties  de  l'échelle ,  en  portant  une  ouyerturé 
compas  égale  sur  une  des  parallèles  indéfinies,  et  observant 
|«'elle  réponde  à  des  divisions  à  peu  près  exactes  :  si,  par  ex. , 
tombe  de  Z  en  o ,  la  ligne  contient  Sy  divisions.  Pour  cou- 
Lo  en  Qf  on  calcule  le  9"  de  67,  qui  est  6,  et  l'on  prend 
loDgneur  d'autant  de  parties  de  l'échelle  que  le  quotient  a 
ïimités,  ou  de  six  parties. 

Cette  échelle  est  surtout  employée  pour  réduire  les  lignes 
ÈFui  dessin  dans  un  rapport  donné  :  on  a  coutume  de  former 
CD  et  CA  de  dix  parties,  et  de  numéroter  convenablement  les 
anmsTersales,  afin  d'en  faciliter  l'usage.  Cest  alors  une  échelle 
2r  dixmes.  {J^oy.  %.  65  hisl^ 

fi^.  Yoici  un  autre  moyen  remarquable  de  sous-diviser  une 
Sdielle  en  fractions  très  petites.  Si  les  longueurs  égales  ABy  CD 
[6g«  66)  sont  partagées,  l'une  en  5,  l'autre  en  6  parties  égales 
IU3L  points  I,  2,  3... II,  12  ..,  la  longueur  ^11,  que  nous 
lésignerons  par  a,  sera  le  5*  de  AB,  a  =  |  AB^  et  Ci  =  |  AB-^ 
Foù  Axi  —  Ci=^AB—\AB='^AB,  ou  \a.  Donc,  les 
stgles  étant  appliquées  C  en  A  ^  D  en  B^\e  u^  11  dépassera 
«n?  I  de  |a,  12  dépassera  2  de  fa,  i3  de  4  a. . . . 

D'après  cela,  si  l'on  a  trouvé  qu'une  longueur  portée  sur  l'é- 
Jielle  ^^ s'étend  du  point  zéro  jusqu'en  i,  elle  contient  i3  par- 
ies, plus  la  fraction  il 3,  qu'il  faut  évaluer.  On  applique  la 
•ègle  CD  (qu'on  appelle  Vernier  ou  Nonius  du  nom  des  inven- 
eurs) en  C^ZX  le  long  de  AB,  de  manière  que  C^  réponde  en  /; 
saminant  la  suite  des  divisions,  on  en  reconnaît  deux  qui 
soïncident,  H  et  5  ;  ainsi  la  division  17  dépasse  4  de  f  a ,  16  dé^ 
pane  3  de  -^  a ...  ;  enfin  1 3  dépasse  C^  ou  î  de  f  a  =  n3  ;  c'est 
(a  fraction  cherchée,  et  i3 1  est  la  longueur  proposée  en  parties 
le  Punlté  a. 

On  a  soin  de  prendre  les  divisions  serrées ,  afin  que  les  frac- 
tions soient  plus  petites,  et  qu'on  soit  assuré  que  deux  divisions 
coïncideront  toujours  sensiblement  Si  n-— i  parties  de  AB  ré- 
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pondent  à  n  diTÎfions  du  Teraier  CD,  oeLuî-câ  sert  i 

le  71*  d'une  division  de  jiB',  et  si  la  anncidence  est  établie  • 

k 
graduation  P  du  yemier,  la  fraction  est  -.  L'entier  est 

il 

par  le  chiffre  de  la  ligne  ^^^  et  la  fraction  par  celui  du 

L'échelle  de  la  figure  66  &û  a  9  de  ses  divisions  oonpé 
gnr  le  vemier  AB^  qui  donne  les  10^  :  les  diyisions  en  couci-* 
dence  sont  au  n^  6  du  nonins ,  et  la  longueur  dtok  A  tti  S'jjL  : 

Le  même  principe  s'applique  à  la  dÎTision  des  arcsdeœrdei  ! 
dans  les  instruoieas  propres  k  mesurer  les  angles.  Si  Poa  1  ^ 
divisé  (p.  225)  la  circonférence  en  36o  parties  ^ales  ou  d^rh, 
et  chaque  degré  en  deux  ;  qu'une  alidade  mobile  autonr  Ai  ^ 
centre  porte  à  son  extrémité  un  yernier  dont  3o  parties  inter- 
c;0ptent29  de  ces  demi-degrés;  ces  sous-divisions  du  noniusdépH- 1 
seront  de  j?,  j^,  ^. .  .>  les  demi-degrés ,  et  donneront  ainâii 
la  seule  inspection ,  des  60*'  de  degrés  ou  des  miniUeê,  Si  le 
fféro  de  l'alidade  est  d'abord  placé  (fig.  9)  en  a  au  n^  o  du  oerde^  * 
et  si  elle  est  dirigée  à  un  objet  Ay  l'instrument  restant  aimi  fiii 
dans  le  plan  des  points  A  C  B\  qu'on  fasse  glisser  l'alidade  sur 
le  limbe  pour  la  diriger  à  l'objet  B,  le  zéro  de  l'alidade  len 
porte  sur  un  point  h  du  cercle ,  et  l'arc  ab  qui  mesure  l'an^ 
proposé  ACB  sera  formé,  par  ex.,  de  53  degrés  et  d'une  frac- 
tion que  le  vernier  servira  à  faire  estimer  en  minutes.  Il  sufliri 
d'examiner  quelle  est  la  division  du  vernier  qui  coïncide  arec 
une  de  celles  du  cercle,  et  de  compter  son  rang  à  partir  de  zéro. 
A  cet  effet,  on  grave  les  chiffres  des  divisions  du  vernier  de  5 
en  5-,  on  lit  ainsi  les  degrés  sur  le  cercle  et  les  minutes  sur 
le  vernier. 

217.  Soit  un  triangle  ABC  (lig,  67)  rectangle  en  -^  j  si  l'on 
abaisse  sur  l'hypoténuse  BC  la  perpend.  AD  y  les  deux  triangles 
partiels  ABD ,  ADC  seront  semblables  entre  eux  et  à  ABC. 
Car  l'angle  B  est  commun  aux  triangles  ABD  et  ABC\  outre 

-fangle  droi-t ,  en  D  pour  l'un ,  et  en  ^  pour  l'autre  :  il  sait 
donc  de  là  que  l'angle  C  est  égal  à  BAD  ,  C  =  «.  De  même  C 

'«il  commun  aux  triangles  ADC  et  ABC^  outre  l'angle  droit; 
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«Mi  jS  s  ^.  Leé'  triangle»  ABI^et  ADC' x>nt  d'aiUêan  les 
■tté»f>erpeiid.Eja^ibnairt  des -proportioB^  les  eôtésho^ 

knlogoes)  oo  ièokhe  ff^y       ' 

'^ÏK  Làpè^pertéèaaUiSte  àHb  isst  moyenne^ pfopàrtUmiulle  entr9 
tmîlèursêgrkmè'ée^i'kypàiéhuse  BC.jCar 'les  triangles  JIBD 


a  ^DC  donnent  ^  =  ^ ,  d'oîi  ^D»  =  iBZ>  X  Z>C. 

u^^^CAojri^^^  AJ^  c;|f9[/fa/^tf  ^^^  ^'^  ^^pn  proportionnel 
taffÊ  rhg^oçt^mf  ^nfiè/çe^  BG  €t  le  segment  BD  correspondant.  ■ 

^  les  triangles  ABD  ,  -<^5^- donnent -j^  =  -jÇ^,  cm,  ;  «".v 

AB^=lBD><. BC;  JDC  et  ^^ÔC donnent  ^C  =  2)Cx  BC. 

3^*  Zi«  carré  de  If  hypoténuse  BC  est  au  carré  c^un  'des 
dUv^  BA^  &  Vàngl»  thoit^^  comme ,  If  hypoténuse .  BC  est  a» 
^gmeni  -BD  correspàndanh  û  ce  ^^âté.  Gela  suit  de  l'équ..  • .  *, 

W  ==^Z>  X  j5C,  divisée  par  BO ,  puia^Vona  ^^  =^. 

4*.  ZfC  carré  de  l'hypoténuse  est  égal  à  la  son^me  des  carrés 
Ms  deux  autres  c^^«.  En  enejL;|' ajoutanf  «les' équations. , .'.. 

'4B'z=kSb'><'è't-JC^'^3^^^^ 

IIIJ I.        -J-  ■        '.'. 

jiB''  +  AO  =  BCiBD  +  Z>C)  =  ^C». 

fièngnant  par  a,  b,  c  les  côtés  opposés  respectivement  aux  an- 
f^td-A^fi^t^^f^m  éiaift-fiiypôtéBQsé^  oAa  ■  ..     ' 

.a»  =  6«  +  c*. 

'Câtè  proposition '/la  '47^  d'ÉncIideVet  Iki  j>lus  importante 
le  touitie  ijà  <xéomû^J^#  ftPPrend  à  trouver  la  longueur  de  l'un' 
les  c6^  ae  tout  tr&ngle  rectangle .  connaissant  les  deUx  àtf^ 
ira:  on.  a  en  effet  ,       '  . 

«'ï|Uipp<»i4icatidô]io  ietf  odCésW;iv'^''^  vine  unité,  on  en  mesurera 
tnS'^i€6),<êt'^4Via^O0nclura  -par  un^oaleol  simple  le  mtàf 
M^ilito  dû  trowî^eJ  Soit,  par'exenipléy  b  =  3,c3b4j 
Miiw  M^  «,9 -f  16  =  !ft5  rd'ob  a  =  51 


fl        ^ 


} 


.*-:i--^ 


f:"  • 


■î 


:i  H  •!. 


Éi 


1  -i'. 


■  * 
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lift  réci|iroqae  de  celte  propositÛMEi  iiéiiilfce  de»  c 

▼antet.  On  peut,  ma  rette  »  démontrer  dûwteiaeAl  qi 

3*rl      ■  AC»  =  AD*  +  DC*  (fig.  3i),  U  triangle  ADC  #•<  / 

oftr  9  menons  DB  perpend.  aor  CD^  et.  prénom  !>/ 
k  triangle  Z>Ci?  est  rectangle,  et  l'on  a  CB^  s  JPit* 
ainsi  CjET^s^O,  et  les  deux  triangles  jiCD^BCD  to, 
Donc  y  etc. 

ai8.  Si  l'angle  ^  (6g.  38)  dn  triangle  ^HC  est 
^j  4  "l!  abaissant  k  perpend.  BD  sur  ^C,  on  a  deux  triai 

j:  T  ;?}-  t^uigles  CBD ,  ^^Z>  qui  donnent 

Vj\  BD^  =  BO-^  DC*,  BD^  =  AB^  -^AD"^  j 

d'où  BO^AB^-^-DO-^AD^,  «•==c*  +  Df>- 

en  désignant  par  a^b^  c  les  trois  edtés  BC^  AC 
triangle ,  et  faisant  AD  =  a:«  Or»  DCk  ^C  ^.AB^ 

en  substituant  il  rient 

•■■•  ■  lit 

a*  =  ô*  4"  ^  —  a&  jf  • 

Si  le  triangk  propçséason  aiigk^  qbtns,  comme  on 
à  A'BC^  tout  se  nasse  de  même,  si.  ce  n'est  que. 
DC  =  C^'  +  AD  =  6  +  X ,  d'oi 

a*  =  ô»  +  c*  +  2Ôar. 

Ici  X  désigne  le  segment  adjacent  à  l'angle  A  qui.  est  o 
côté  a  dont  on  cherche  la  valeur. 

21  g.  Ainsi,  lorsque  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  c 

est  bien  aisé  de  juger  de  la  nature  de  chacun  de  sa^  ai 

prendra  les  perpend.  AB  et  AC  (fig.  32)  égales  aux  de 

îi  \jf\  cô tés  Â  et  c  I  et  l'on  mènera  B  C  ;  suivant  que  B  C  sera  <,  ; 

l'angle  opposé  au  grand  côté  a  sera  aigu ,  obtus  ou  dn 

ce  dernier  cas ,  BAC  serait  le  triangle  même. 

Si.  ks  câtéa.sont  donnés  en  noQibres ,  après,  en  aroi 

a*,  b^  et  c*,  on  comparera  le  plus  grand  à  laso 

antres,  et,  suivant  qu'il  s^ra  ^1,  plus  petit 

grand  que  cette  somme,  l'angU  c|iposé.  sera  droite  aigu  i 
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te'tialcolfênt  teéiiMy  donner  la  loDgueor  delà  peqscnA  BD'szà. 
Qtt'oil  tire  de  BOtve  foranaifr 

■  ■    ■  ■     ■        ,  _ 

te  derioit  négatif ,  lorsque  l'angle  Jl  auquel  se  rapporte  le  8eg« 
ment  x  est  obtus,  comme  pour  le  triangle  ABC^-  poor  lequel 
^>i*  +^*  ^  fraction  prend  le  signe  •+>  quand  a.<^c^ 
comme  £g.  44* 

Le aacwd  segi^ent  de. la  base,  est  CD^ss^y^tz  &  — x^jqnfin 
k  hantenr  est  O 

•  _ 

A ':£:  i^Z>  toa  V^(e -H  ar)  (c -^  Ar)w 

Tontes  ces  formulés  se  prêtent  aux-  lôg.  Soient,  par  eaétnjJe^ 
a  =  i5o  f  6  =  66,  c  =  iio;  on  Toit  que  le  triangle  est  pbs^ 
^te  (n*  igS),  car  i5o  <  1 10  + 66;  et  >  116  —  66:  Db  plus 
l5o*  >  1 10*  +  66^,  donc  l'angle  A  est  obtus^  on  troàrè        \ 

^Dsssjf  =35— 78,78. ..  =3—45  >  7878.  •  ,BDz=:fê==.ioôyOi'ji 

220.  Si  la  Ugne  AC  (iig.  68)  dipUê  en  deux  parties  effiles 
f angle  A  au  Bommet  du  triangle  BAD ,  lea  côtés  ÀB  et  ÀÏ) 
sont  propofùonnels  aux  segmens  BC  et  (QD  de  là  basé.  En 
etiét ,  en  prolongeant  DA  en  E ,  jusqu'à  la  rencontre  de  BÈ 

parallUe  à  AC,  ^n  ag^=  ^^  :  or,  l'angle  BAC  =  ABE 

s^DAC,  de  plus  E=DAC)  donc  E=ABE.  Le  triangle  EAB 

itapt  iMsoUa ,  m  a.  AS^sAB.  y  donc  «  =3  -g^     . 

221.  Les  parties  de  deux  cordes  BE,  DG  (fig.  og)  jim  se 

égmefU  €1^  ÏL^  Joni^fhi  des  produits^'igàux  (^.  •«•••••' 

•     ■      '       ■         "  '  ■    .  ■  1'  ,."'.■ 

■g<p*T*T  mi         ■■         t'.  ■  ■         ■  .         M"        '*  ■  ■  I  II  ■ 


;^«)  Oit. peut  done  tcoii?ier  la  sorfiMè  dHii)  triaB||fe  dont  on  connaît  les  tiçcja 
cAléf ,  pobqn'on  a  sa  base  6  et  sa  hantapc  ^  Dans  notre  ex.  nnméiiqoe,  cette 
ai#6tstc»^fl6xuàyOi7=33oo,50.  c 

(*^)  On  énonce  ordinairement  ainsi 'ce  tbéoièiÀe  et  celui  dn  n^  aa4  *  l^ 

eMsê  se,  vemffenl  em,  partieM  réeêprognsmentproportioiuielleâ;  les  sécoeUê 

Sfe$  réeiprt^fê^metttprojfortionnellsi  à  leurs  parties  extérieures.  Nons 

mo^^eiSété  Ue  ^nonciatûma  d-dcssnt ,  comme  comprises  dans  nne  plurasa 

fins  claire  et  pÂis  fiiciie  k  le  présenter  à  Tcsprit. 

17, 


•  * 


a6o  GâOH^TBIB. 

BA  X  AE^ssiDA  XAC.  £a  efiët,  menant  BCf^DE,  w$  ^ 
aTons  les  triangles  BAC  y  DAE  qni  sont  semblables  à  caïuedei  T 
angles  (a®  207)  inscrits  au  même  arc;  EssiC,B'=sD.  Cou-  •: 

parant  les  côtés  homologueS|  il  vient  --77*=  !7^'  ^^^ 

BA>:A£^DAxAa 

*.   222.  La  perpend.  AD  (fig.  70)  an  diamltre  BB  se  nomiM 
une  ordonnée,  •  ^ 

-    ià^ ordonnée  AD  ^s#  moyenne  proportionnelU  entre  hê  ùf 
mena  AB,  A£  du  diamètre  ;  car  AD  z=zAC  dans  la  propordoi  T' 
qui  précède.  D'ailleurs  ceci  rcri^mt  jin  n°  217,  x^.  ^  puisque  " 
(fig.  67).  le  triangle  rectangle  ABC  est  inscriptiUe  au  demi^  ^ 

.cercle...  .    .  -.-....•;._.!  *^ 

$k\  l'on- veut  donc  un^  %vm  x  moyenne  propor tionneÙè  entn  .1 

c^^zijip  lignes,  données  laeip  (fig.  70),  on  prendra ^  sur  une  droite  ^ 

indéfin  ie ,  AB=s  m ,  AE  =:  n  ;  on  élèvera  une  perpend.  DC  aa  \ 

point  J/y  et  sur  le  diamètre  *^^  on  tracera' un  cercle  BDEC]  . 

Aiy  sersix, 

223.  il  résulte  aussi  dç  la  proposition  (h* '217  ,  2*.)  que 

(fig.  67)  la  corde  A&  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  diar 

mètre  BC  et  le  segment  BD  correspondant.  On  a  doue  (fig.  71) 

BA^      BD 
BA^  —  DCxBD  et  BE'  '=BC  X  BF,  d'oi  ^^^^ '  ainsi 

•    .    .         '  "■"■'».         •  «... 

les  carrés  de  deux  cordes  qui  partent  d'un  même  pbint  de  la  cir- 
conférence sont  entre  eux  comme  les  segmens  du  dUunktre  qui 
passe  par  ce  point. 

224.  'Poute  sécante  AE^  AC  (fig.  72)  multipliée  par  sa  parue 
extérieure  ÀB,  kl^ donne  lé  même  produit j  ABx  AE=ADxAC: 
en  menant  les  lignes  DE  y  BC,  on  a  les  triangles  sembla- 
bles ABC,  ADE'j  car  outre  Fangle  commun  ^ ,  ils  ont  C=£ 

AB      AC 
(n^  ao7).  Ainsi  on  a  -7=.  =  -T=i ,  à'ohABxAE=Ap  x  AC. 
»     :  i  AD    uAM 

•-tiaS.  -M  tangente  AB  (flj^.  78)  est  moyenne  proportionnelle 
^^  une  sécante  quelconque  AC  et  sa  partie  extérieure  AD.  En 
t ,  en  menant  BD ,  les  triangles  ABD,  ABC  sont  semblables* 


UGHES    PROPORTIOll-NfiLLES*  a6l 

CÉir  outre  l'angle ^connnaùj  on=  ar.*€l=z^BZ>  (a*  ^o'jyjf^i^'ytinsi 

*  ■  ■  ■      * 

226.  Ce3  théories  p(mTénf  ètre'renfc^^  en  tiii  ^al;  'oar|- 
80Îent  a  et  6  les  distances  mèsu'rSes  sur  la  droite  ACi^u,  69^  72) , 
i'un  point  ^  à  la  circonfj^rence  y  on  jtB^:==:a,  J4C^±:b^,  ioîent 
4e  même  a'  et  ^ les  parties  anàlojgnès  poi^  une  autre  ligne  ÀBEl 
iMiAB  =  d^  AEÎ=  yj  on  a  oA  ==  aVy  quel  (féilé  sbït'  Vatiglf 
sons  lequel  les  ligues  se  coujjent  /et  ey  quelque  lii|;tif  ((116 'soit  fà 

S'nt  A.,  Si  Ton  f^itiouiçner  ^£  autour  dé  ^,'ïes  points^d'in- 
section  B  et  J^'cbljhî^erpnt,  étlârsqué  lA  ligne  ABJ^p  72)* 
sera  tangente,  BéL  Ê  coïncideront  \  à\t!ii\clr=±ff^  d'62i  ûÈr^=d\ 

227.  yoîcf''pluiiieiirs>prcA>lènie8  (|ii'ÔQiiiéiout  piur  .^CA  ^yer^ 

principes.  .  »  5- V   ■  '•  ■  .'...-.f;    ...     V  .  .  .,..:.\i]'iy.:f 

'  •  I.  Mesurer  ia  ^hmtièurd'un  'édyice-  JLB '(fi(^:  74).  Oa  '^lâAto 
TerticalemenI  un  piquet  ou  JcUm  DJS^  puisxm  diri^  un  i;^oi^ 
TÎsuel  DB  aa\S<NBamet  ^^  et  i'^^  marque  le  point  C.ak  U  ft^r 

ewitre  l'horizon  ;  o|i  a  -prrz,  f=  -tt;  ;  tout  est  ici  coiinu -,  excepte 

*-.       'DE'"AB'  ....    ».    '^  j 

le  4*  terme  ^B ,  qu'im  4iHen>une  par  le  calcul  (n?  <7fiV\9^.).  • . .  " 
On  pratique  œfte'OpéHiAicm  plus  conûnodément'en  ^  ^orvant 
desloiigaeuriij^Cet  0Ef  deromhre  que  projettent-leii hauteurs 
i^^ ,  ZXj£' sur  l'horizon.  .\  ,-. 

-"11.  Mener  une  iangenU  à  deux  cercUe-  (fig^i75)>  SfAtAD^D 
cette  taugente }  joignons  ks  centres  par  la  ligne  AC^C-eX  menons 

,)iirajons  C2>,  (fV  5  nous  jiyons  ■  .^-«r—  ^^^  .  Mgis  pour  une 

litwate  AI,  en  mettant  CI  et  C/<  an  lien  de  C/p  et.<r£>'^on 

tva  "j^  ^=  -p^  ;  donc  CI  est.parallèle  à  d\ 

•On  •mènera  doue  deux  «ayons  :  paraBilet  qndoonqflef  Çl^^ 
Cy  \  la  droite  //'  ira  oonper  CO  an  ï»int  A,  par  lequel  me- 
MtBt  la  tangente  à  l'un  des-cerdes,  eUe  le.sera  aussi  iirautre, 
Lorsque  .les  osrdieaiie  se  echifeatffiâs  ;  tt  j.à  vm  woondASoIiifr' 
>Hm <tt lirfyce qniîiftHt^yaCretifti^wrtnfc^    ^  .  .. 


/■  ■  ; 


III.  J^tir  deux  pvihts  donnis  G  «t  D  (ftg.  ^3)  ,  tractr  une  eir- 
conférence  qui  touche  la  droite  donnée  AB  ?  Cette  droite  nt 
passe  pas  entre  C  et  Z> ,  pnisqu'elle  couperait  la  corde  CD  :  mt 
joigaant  C  alD  par  ape  droite  prolongée  en  Â  jusqu'à  la  ren- 
contre (iveo  AB,  AD  et  AC  sont  connus ,  et  il  s'agit  de  troa»ff 
AB  ,  car  il  ne  restera  plus  qu'à  faire  passer  un  cercle  par  InA 
point  donnés  B,  C,  D  (n-  187)-  Or,  AB  est  tangente  et  AC  k-  I 
Cfnte{n''  225),  d'oîi  ^5':=  >iCx./^0  :  on  trouyera  aisément 
(j^"  aaa)  la  moyenne  proportionnelle  entre  AC  et  AD. 

Le  problème  a  deux  solutions ,  attendu  qu'on  peut  porter  la 
longueur  AB  en  sens  opposé;  voy,  n"  Sag,  III,  et  la  £g.  i63, 
<iuA  et  B  sont  les  points  donnés  et  Diy  la  tangente. 

Si  la  tangente  était  donnée  parallèle  à  la  corde,  comme  fig.  a^, 
oii  A  ,B  sont  les  points  donnés,  et  TG  U  tang. ,  le  centre  sertit 
Tisiblement  sur  FF  perpend.  au  milieu  de  la  corde  AB ,  fit  U 
pied  F  serait  le  point  dé  contact.  11  faudrait  ensuite  tracer  le 
terde  qui  passe  par  A,  B  etF. 
'  IV.   Dicrirt  un  cerde  GAB  qui  passe  par  tin  point  domUHk 
(Ëg.  77)  ,  et  louche  deux  droite»  domties  Di ,  BD.  On  a  m 
(n°  206)  que  le  centre  de  ce  ceVde  est  sar  Ctf  coupant  p^  moitU 
l'animé  'ABS-  ITaillâarsfc  mrde  un  pCrpend.  «sr  OfJ  art  eoopéf 
^«pti-leïailieai  kinsî  nn  Bènencatte  perpend.  nar.  Ci?  «oa 
primant  om^m  ,  Mil.rertera  à  âtiïfl  pdnèB  a»  Atedcpur  ««t  Mi 
qui  touche  DB  ou  DA.  ^ 
-' '  Si  lepoSntd(Oiiii&<ert«n^KU'ïiuis^dr»ït«>  la  «MtM0t   ' 
Ir-la  retiéantM  C^DC  avqc-  AC  perp^uL  hpA*  '  ■ 
, ,  ^ ,  p.Ii  sait  donc  itàôet  uk  èercle  qui  passe,  par  trois  points,  on 
par  deux  points  et  toqcbe  bne  droite ,  ou  par  un  point  et  toàdM 
âHux''dibU»>oti  ènSo,  un  x:ârck  ^fti-taneko  trou  dMitaf  don- 
nées (n»  206).  .              ^.  ^ _  ^        ■^ 

Y.  Tractr  un  cercle  BÎA.  X^g-  77)  toTigtiÈt  d  doit  droUa 
lïA'.DB,  Mé  BR  e«Mb  £pi  doM^  Le  watr».  C  «t  rar  CD, 
tjtâ'wape'eaiattxptui^t»  ^Jts  l'^m^e,  BDA i.ôe  ce  ckjM 
iucoBbn  idtrasoBS'RBcwUe  HK &pwamt  par  le  centre  dMHJ 
K;  qWl  M'uenlM  K-  wit'trpinp^Bté.'  ea  mil  pcist  qodcoaipt 
de  HXG,  le  cercle  CAm>Aiilt.«tta  «anfeMià!  o^  «Btde  wiUh 


UGIfES   PlOrORTIOMIf ELLES.  26$ 

CtatUéroM  oAui^i  d»ùs  9k  fOÊitîmiHA^  oà  il  îûifidmDAi 
k  tangente  LH  k  Varo  HK  est  perpeodicnlàire  au  Vâfon  i)Bf 
et  par  ooii8éqiieo2.)paraIlHè  à  i7^.  Donc  la  droite  LH  est 
connue ,  pnisqa'ëllô  eit  parallèle  à  DA  j  A  Âisltanie  de  ï)ji  cfè 
la^puuiiîté  A>aBée  Km  zsHA.  Il  ûilit  en  dire  antant  dé  l/Bf 
fàMlèle  k  DB.  Ai«li  le  eérde  HKGHf  sera  facile  à  déorikifr, 
prtttqn'il  ert  tangent  au  droità  tràoéës  LH,  VWy  et  passe  éH 
X  e  ce  èerole  KG  a  lé  même  œntre  C  que  edlui  qu'on  ebercbe-; 
y  ne  reste  donc  qu'à  meniér  CK ,  et  Ciîi  sera  le  rayon  dtibend». 

Comunè  les  païaUèles  LBy  VB  peuTcnt  être  menées  daiiB 
Pangle  D^  le  proUëme  comporte  deux  solutions,  ]^Mnni  que 
la  ciroonf.  Knh  ne  coupe  DA^  ni  DB. 

On  trouTCy  dans  le  a'  SuppUimnê  ^  ^  Géom^  dtfcr.  dç^ 
IL  Hachette,  nn  grand  ncwbre  de  problèmes  de  ce  genre.; 

YL  TrouTcr  un  point  C  (fig.  gx)  sur  la  çiroonféreipLoe  ABQt 
tel  que  les  oordes^C,  CD^  menées  à  <leux  points  donnes  AfXlf 
de  cette  courbe,  soient  entre  ellûs  dans  u|i  rappuf^^don^é 

s  -^  .En  Supposant  le  problème  rëéôlik,  Ik  li||îië  €'0  ^i  coupe 

«à  parties  égalés  Pangle  BCD  (u^  290) ,  âtede  |^^§§=^> 

on  prendra  donc  le  milieu  A  de  l'arc  DAB.,  et  l'on  partagera 
en  Ola  corde  DB  dans  le  rapport  donné  \  la  droite  AO  prolongée 
donnera  le  point  C. 

TH.  JÉtan t  données  la  corde  AB  =  i& ,  et  la  bautenr  DE  =  h 
d'un  sejpnent  ABDE  de  cercle  (fig.  aa)^  trouTer  »  par  le 
calcul,  le  rayon  DC=r 7  Le  triangle  rectangle  ^D£  donne 
^1>*=S2  ^+'^*;  mais  on  tire  du  n®  228,  AD*=:7Âr\  ainsi, 

en  égalant  ces  deux  râleurs,  on  trouTC  r  z=:  îft  ^  qV'  ^^kcôjt' 

tome  de  donner  le  nom  deflèclie  du  segment  à  sa  hauteur  DE. 

Siits=i3i3etAs=  12^32,  on troute r :=  looo.  Cette  formule 
peut  servir  i  &ire  retrouTcr  le  centre  C  d'un  arc  tracé» 

YIII.  Par  le  point  B  (fig.  78}  d'intersection  de  deux  cercles^ 
i^eni^  une. droite  CD  qui  ait  une  longueur  donnée  if.  Suppp- 
sans >le  j^ioblènie  résolu  ;  niesu>ns par  le  point  B  ane  Ugnequèl* 


joMIae'Sf^  ik  ymghaiii  :<<  «m  il,  â,i^«lii<h>  b»>1»in#è 

'i^iMtottm0  ijg^porttoiBKlktt  jeu;  If  ^  nrfg yoiii  j^ééIw  »4 

«nr  «trda  ^qôi  .dÔMitni  j  {fiirîwin  inlit<ieutiéi»,fci^u>ai  O  «piC^ 
oÉiiraiBéi  fa»  iiedt  ■rikiVtoèitJg  jMdkna^  %«l>aênii-JhMHlil|' 

IX.  Propomii-iirat  d^^toA^  ÀJlé^lig^ €2rtfit^;^f  <li 
]KnrtiffiKUiU  ^Mi«'  F^  ^ëàSÉté^Më'; 

Jingihuntf  irt  thicniif  antécédent  do  jchl  oonflâcniaDi  fn^  93i?l*J« 
oômme^C=udn?4-i?C,  on  ^LAC^BCllBC-^AClAeim  ■ 
^Oj;^  J7C  (  JS^C  +  ^O  >  il  s'agit  donc  de  détenninar  IraP  ^C 
un  point' i?  tel^'quQ  AÇ  soif  mojen  proportionnel  entre  ^C et 
B(D^r  ÀCyéesi  oé  qui  aura  lieu  si  l'on  construit  un  cêr<3e  * 
doht'J^(?  soit  là  tangente^  BC+  AC  lai  sécante  entiërè,  et  BC 
la  partie  extérieure  (  par  conséquent  ^Cla partie  interceptée 
dans  le  càrclé).  Élètôns'en  A  la  perpendiculaire  ADdbz^AÇy 
menons;  l'Iiypotéûtuie  1>C  ;  nous  aTons  AC*  =  CE  ><:  CE* 
=  CEy<(  CE+CA)i  donc  CE  est  la  longueur  inconnÂe 
qa^'oii  doit*  porter  de  C  enB-^B  sera  lé  point  demandé  P^oy. 
i;^^3^9,VinH .  . 

..      :  '  ..  nn  :.  ■  •  •  .•>        •       •  .  ■  _  ■     '     "    •  •  •■-    •     ^^^    ■ 

n  Oh  ijOîul  encore  dpërcf  comme  il  rait-ffig.  76>.  On  a  trddVë^  "  '  '  / 

^C^^Éq  +  ACx^Bàz=^ÉÇx  (BC-hAC)  =  BC''ii(BDj 

en' fi'roloni^^ant  la  ]igne  de  CDz=^CA.    lE  étant  le  milieu  de  Û'Ct  od  a 
BC\iii)BE^EÛ,    BD'^'É'E^^EC,  !c  produit  chaiige  notre  e^a.  « 
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X.  Inscrire  un  trituigie  def  dans  un -autr^  ABC  4fif.So)^ 
c.«^-^  le  placer  Gomme  DEF^  de  sorte  que  d  tombe  en  i>  sar  le 
côté  ^Cj  etc.  En  sappotant  le  problème  résolu,  et  traçait  par 
les  points  EFB  une  circonférence ,  ainsi  que  par  Al^Ff.an  Toit 
que  le  segment  FOU  est  capable  de  l'angle  donné  ^^etle  srg- 
ment  F02> capable  de  l'angle^  (n°2o8  J¥).Décrivoi:|B'dQfic  sur 
fi^JHdes  segmens  capables  de  ^  et  ^.  La  base  AB  est  dopp^e^ 
et  fi»rme  une  double  corde  dans  les  deux  cercles.  Si  donc ,  diaprés 
le  prob&me  YII ,  on  décrit  en  f  la  corde  ak  =s  jiB ,  il  ne  res- 
tera plus  qu'à  mener  les  lignes  of^y  be  prolongées  cnc,  et  l'çn 
aura  le  triangle  a&cpq^^C;  par  conséquent  on- connaîtra  les 
pobts  J}y  EfF,  puisque  BE  =  be ,  etc.  Comme. on  peut  m.pQer 
la  corde  ab  de  deux  manières ,  le  problème  a  deux  solution^ 


Des  Poljrgones, 


•r. 


aaS.  On  nomme  Polygone  toute  ^^nve ÀBCDEF {j^^Bi*) 
terminée  par  des  droites.  Le  Quadrihxtère  a  4  côtés ,  le  Pentci-^ 
gone  S,  V Hexagone  6,  V Octogone  8,  le  Décctgom  lo,  le  Dodéca-^ 
gone  12 9  Iç  Pentédécagone  i5,  etc.  Le  nombre  des  angles  est 
le  même  que  celui  des  côtés  3  car  tant  que  le  polygone  n'est  pas 
fermé,  chaque  côté  qu'on  trace  fait  un  angle  de  plus,  et  là 
figure  a  un  côté  de  plus  qu'elle  n'a  d'angles;  enfin  le  dôlé  qui 
ferme  le  polygone  fait  deux  angles. 

Une  Diagonale  est  une  ligne  AD  (fig.  gS)'  qui  traTerse  le 
polygone  d'un  angle  à  l'autre.  La  diagonaTe'^C  sépace  le 
tfiangle  ABC  du  polygone  ABCD. . .  de  i»  côtés /et  réduit  la 
figure  à  ACDEFie  7»  -*- 1  côtés.  Chaque  diagonale  menée  de  A 
sépare  de  même  un  nouVeau  triangle ,  et  réduit  le  polygpne  à 
avoir  un  côté  de  moins*;  enfin  ^  lorsqu'on  n'a  plus  qu'un  quadrî* 
litère  ADEF,  la  seule  diagonale  AE  le  partage  eu  deux  trian- 
gles. Ainsi  il  y  airait  d'abord  autant  de  diagonales  que  de  triangles 


/.Ulj  > 


nctaogJe  EFC»  On  mènemdonc  CFé^al  et  perpçDdicuIairc  à  AC^  tir^inc 
'^ypoténase  EFeilà.  portant  de ^en  B,  on  ttora  le  \ioiniÉ*  Cette  coiutrae- 
<>on  s'appliqoc  a«ec  â^jMicIs  aB  théMèmè  &•  ^Sth  >  C  :: 


.^:iW 


jS6  oAgMém». 

.ftf'o*fM|ii«lnfen#vdfW  «Mf  o^ifjri  AjA.tf^ 

tthk  Mfijles  iï^F,  j#90  égâlte  k  «état  -qttPM'  tefit-' 

Â^  ftv6fr  àlpA  iVÉcé  1«É  èAtét  "FA,  AB,  »()>,  ei»ènM> 
le  c6ïiFE,àeitàBi  k  fenner  Pheiagope,  ert  dteguAiiV^îiîl 
q«a  les  angles  JE  et  F.SI  aittè)»  âifisigtié  le  nombre  des  MoffÊ 
Çf|n  poljyem^  a»  sera  cdai  des  parties^  qui  le  ooiiuM|ttVA 
âui— 3  cdui  iea  qnantitéf  qu'il  sottt  de  oonnattte .% 
toir  iç(çoiistrii^e.  Il  7  a  denq  des  relf^çns  q^lieaiW 
ces  an  parties  9  de  sorte  qu'on  paisse  détenoamëf  a  çètA 
angle  9  d'après  la  connaissance  des  autres  parties.  Ce  pi 
de  Polygonomitrie  ne  peut  maintenant  être  résolu;  mais  il  al 
facile  d'assigner  la  relation  qui  existe  entre  les  angtes.  ()^a)rcs 
n»364,VL) 

oScu  Si  n  est  Ib'  nombre  de  côtés  et  27  l'angle  droite  la^oiàm 
des  angles  intérkura  est  aD  (n— «a),  ou  ti/bit  autant  d^OB^ 
droits  que  lepofygone  a  de  oAtés  ihoins  dêus*  Car  mteoas  d'sii 
point  quelconque  intérieur  O  (fig.  8k)|  tes  Ugnéit  OAy  09 
OC.  «  «;  elles  formeront  autant  de  triangles  OABj  OBG.**. 
qu'il  y  a  de  côtés.  La  somme  de  tous  les  angles  est  donc  dov 
droits,  répétés  autant  de  fois  qu'il  7  à  de  côtéil:,  ou  aiîA 
ICais  la  somme  des  angles  en  O  vaut  quatre  droits  :  donc  fM  t 
^nD'-^  4^.  C'est  aussi  ce  qui  résulte  de  ce  que  ces  angles  sont 
la  somme  de  ceux  des  (tï — a)  triangles  en  lesquels  le  polygone  i 
pst  décomposé  par  ses  diagonales  (fîg  d^;/  / 

a3i.  Les  quatre  anglmrdrii»  qiaadrils^ftènB  Talent  donc  qnalf^L 


\ 
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émis.  Si  cette  figurée  deude  les  cfttés  paeellèles  Aa^^Ih(fif^J5g^f 
ea  la  nomme  Tn^fète;  c'est  oa  ParaUélqgriainmê  (  fig.  ^S  ),  ft 
]t$  quatre  côtés  sont  parallèles  deux  à  denxl  On  sait  d'ailleurs- 
(n'^aoo),  que  la  diagonale  .fi2>  partage  tout  parallélogramme 
en  deux  triangles  égaux  ABD,  BCD\  que  les.  angles  opposés 
sout  égaux  j^=  Cf  BzssD'f  que  les  côtés  opposés  sont  égaux, 
^proquement,  si  ABzszDC  et  AD=BC^  la  figure  ABCD 
est  un  parallélogramme.  Les  diagonales  AC,  BD  se  coupent 
Antniellement  en  deux  parties  égales;  cela  résulte  de  l'égalité 
d^  triangles  AOD  et  BOC. 

lie  Rhombê  ou  Losange  est  un  parallélogramme  (fig.  84)  dont 
las  quatre  côtés  sont  égaux.  Il  est  Tisible  que  les  diagonales  AC 
et  BD  sont  a  angle  droit ,  parce  que  les  quatre  triangles  AOD, 
AOB,  DOC  et  BOC  wniéffinx.  Réciproquement»  AAO=OG 
et  DO=zOB,  la  figure  ABCD  est  un  parallélogramme,  qui  dé- 
tient même  un  rhombe,  lorsque  AC  et  BD  sont  à  angle  droit. 

Enfin I  si  le  parallélogramme  ABCD  (fig.  85)  a  l'un  de  ses 
àligles  A  droite  l'angle  opposé  C,  qui  lui  est  égal^  sera  aussi 
droit;  3  en  est  de  même  des  autres  'B  et  D,  puisque  réunis 
3s  Talent  deux  droits,  et  qu'ils  sont  égaux;  la  figure  a  donc 
tes  quatre  angles  droits.  C'est  pour  cela  qu'on  nomme  Rectangle 
k  parallélogramme  qui  a  ses  angles  droits.  Les  diagonales  ACj 
BD  sont  égales. 

Si  ABzraAD,  le  rectangle  s'appelle  Carré;  le  carré  a  donc 
ks  quatre  côtés  égaux  et  les  quatre  angles  droits. 

aSa.  Xtasomnte  des  angbfi  extérieurs  G  AS  f  BBC...  (fig.86)y 
Jhrméê  en  prolongeant  dans  un  même  sens  les  côtés  dfun  poly- 
gone, vaut  toujours  quatre  angles  droits»  En  effet  |  les  angles 
e^térieûk'S  sont  supplémens  des  intérieurs  adjacens  :  mais  l'angle 
ÀOB  est  Supplément  des  angles  OAÈ  -f-  OBA  ;  de  ibéme 
BOC  l'est  de  OBC  -f-  OCB^  etc.  ;  donc  la  somme  des  angles 
CD  O  on  quatre  droits^  est  la  somme  des  supplémens  des  angles 
ÀBC^  BCD. . .  du  polygone  :  c  q.  f.  d. 

233.  Les  poljgones  qui  ojat  les  côtâi  ^H^  ®^  ^.,  ^^f9 
igkva,  sont  apipeléi  Rigufiersn  Un  cercle  qui. touche  tous  If^ 


On. voit  donc  c^ue  le  point  O  Mie  éèàxve  du  cercle  cir- 
^Ùcttt'Mt  ^piityi^oi  t^né'lëi  1%À'et'lMdl^  i^e  ce  centre  aai 
at^n'wtitS^tÉJIrqb'dladiTUâJt-^knglcs  en  denx  partiel 

ÉA^qifa'W'l^léti  M'iMm'AXMI;' v6c scot  égaU 

ëiiml  éax;'  :■■■"■■■;'■-"-'■■        -'  ■■'•    i->'^-    ■■■" 

a".  L«.  cordes  j:/â,  BC...'.  lEtin^  à' la  même  distance  Jn  j 
osntre  Ô,  les  perpendulalres  OG,'  OTi. .  «ont  égales  (n'  ao^);  î 
■îoQnc  on  décrit  du  centre  P  aVwle  rvon  OG  une  ûrconfér 
r'encé,  eUe  touchera  tous  les  cAtés  du  jjoljgpne  en  leur  milieu 
G,ï....     ■      ■  '  ''■'■'':',.' 

■  234-  Nous  savons  <lonc  cîrcànscrîre  et  inscrire  dès  èircoDfô' 
renées  à  un  polj'gone  régulier  donné.  Le  problème  inVéHMcoif 
sflté  Ji  inscrire  ou  circonscrire  nir  polj^goiie  régi^icr  d'an  nomlve 
de  côtés  déterminé  à  Une  ciirconf.  donnée  :  or,  il  '^en  Mnit  de 
beMicpup  qu'on-tacbe  résoudre  {^^problèmeen.jgénér«l.J^«iu 
all^  ie\poser  les  cas  daiis  IcMjucI^  pi^peut  en  troqver  la  SjpluiÂom 
ÀVanti  noiu  rcmarquerona  gue^  lorsqu'un  pol^^n^^t ^pï- 
c|-i(,  il  eât  aisé,^j^'^  circonscrir^  jun  d'un  ,ç)êiqf;,iionibrB -<!() 
ç^iés,  et  récipr^^ueiaçnl^  Kri  ^Çti  soit  ^^Çj^^,,  j^fig.  ^$8], 
un  polygone  régulier  inscrit  dbnné>,^ux  pw^s  ^,  R.  ^..> 
7u«^9ns  les  tangentes  ah,  bc. . . ,  leur  système  formera  le  po|j' 
goJfe  circonscrit  demandé',  car,  le^  .triangles,  a^^f  bBC..., 
sont  égaux  et  isoscëles,  parce  que  leiirs  'ba.a^  AB,  BC..... 
nk  égalés  ;  et  t^U^^lé^  arigle/iMjdcèns  ont  \i'iMé&<è  t^^n 
(et  20^,  f  iy:  lUmà-^Bb^bâ^^:. ,  \'é!i^-a'ë^b=c... 


•.  ..Oh  poiiifaU:atij»i  (fig.  87) ^ener  des  tangentes  par  les  mi-r 
Keôï  gyiyk.,  é.'étu  arcs ^^, 'BiCy  CkD. . ,  ;  {Acde  formerait 
Je  polygone. demandé  :  car  les- côtés  étant  parallèles  à  ceux  du 
pol^one-ittstrit,  les  angles  sopt  égaux  (n®  i83,  3^)  :  de  pins, 
Dppgte  GOliBél  dÎTÎsé  en  deia.  parties  égales  par  OB,  puisque 
f!esX  le  milîéa  dèfarc  gL  D'un  antre  QÔté>  le  triang1e^Oi=6Ô»» 
^t\Oh  epvipe  le; mèmei angle '^Oîeti  deux.parties. égales  :  aiiiri 
ks  trois  points  O,  B^  b  sont  en  ligne  droite.  Il  en  est  de  même  de 

/i  />    »       ^   ^   r,   ^^     ru.     A        ^^       OB    BC       OB 
0,C%lc^d%  O,  D  et  dr..  On  n  donc  -^-=  777-  >■  -7^  =  ttt  ; 

ab         Ob       bc        Ob 

cPôIr  a^±:â ^,  puisque  ABi±:  BC.  Et  ainsi  des  autres  côtés. 

■  Cette «èènble  construction*  sefrait-ass^z-  pénible  :  il  est  préfc- 

TÛAt  tâe  làenèr-  une  seule  dé'  bes  tangentes  ab  (fîgw.  87) ,  de  la' 

f)opd|(ir.e  îusqn'/dux.rajons  O^y  OB  prolongés  >  puis  de  décrire 

d^.iniyon  Oei>  une  cironféreqpe ,  sur  laquelle  on  porte  ab  autant 

4«!feis  qu'il  y  a  de  côtés;  ■     ,  .  ' 

.■  /B^proqpement ,  si  le  polygone  circonscrit  ubodefest  donné/ 

on  mènera  du  centre :0  les  lignes  aO,  bO,m.,  puis  par  I^  pointa 

A,B.,  .y  ou  elles  cou  peut  la  circonférence,  on  décrira  Içs  cordes 

AB^  BCm .  •  • 

\  ■-. 

l35^  Puisque  la  somme  des  angles  au  centrq  est  4^  j  chacim' 
Taat  -^-^  lorsque  le  polygone  est  régulier^  n  désignant  le-nombre 


Je  côtés  du  polygone. 

'  'L'aiifgle  au  centre  du  trianglcéquilatéwl  est  donc  ^D-,     ■ 
<3elni  du  carré  est  Z>,  du  ptentâgorié  régulier '^Z>,  •  >  "         > 
De  FhcxagoteefP, du  décagone  5 Z>,  etc.  ..••'' «     •  ' ^  '; 

"La  sonkiA&aea'ângle^  à  Ià'eirconférencè'(n<'*23o!^ëstaD(/»^^)  y 

cliacnh.Taut'49i3ic ^— ^ — ^,  Ainsi  langle  d^  çar^e  ast  dipit  1 

cdiii  4Îé^ntagone  régulier  est  f  A'de  l'hexagone  |:/?,  dtcôÂ^ 

.Çhaq^^  c6t^,4BfBC. . . ..soutçnd  un  arc=f.~.  jÇ?,.désignaat 
la cifconférenpe.  ....>.   i    . 


rayon  OF  (fig.  89)  :  Car  l'angle  FOS  ert  le  6-  a«  4  droits,  on 
0  =  f  D;  les  angW  égaiK  £  «t  i^  du  triante  isoscfele  OFM 
valent  easemble  2D  —  *  D  on  5  Z)  :  cbacnD  yaut  donc  |  A  M 
le  triangle  OFE  a  ses  trois  angles  égaux;  d'où  FE=asOF.  -' 
Si  l'on  joint  les  angles  de  deux  en  deux,  on  aura  le  trîaMk 
£DF  éqailaléral  inscrit  -.  comme  £0^£F=le  ra^n  S^ 
ODEF  est  un  rlic»ebe,  les  diagonalei  sont  k-  aagle  droit  (n<'a3i)f 
et /0  —  £/=iiî;  ainsi  * 

d'o&  FD  =  A\/3.  C'est  U  câU  du  triangle  Jquilalérai  inscritr_ 
_  Eoi  divisant  en  a,  ^,8...  parties  égales  les  arcs  ji£,  BCft 
<ff  ■!)»  lespolygoaesînsci-itsde  la,  a4,48' ••  3xa'c6tÉK  , 
3137.  Puisque  (n"  235)  l'angle  au  centre  du  carré  (fig.  8^  H| 
JroH,  pour  inscrire  aa  carré  dans  un  cercle  ABCD,  on  mlj 
nera  deux  diamètres  perpendiculaires  AC,  BD,  et  l'on  joindlf 
leirra  entréiAÎtâs.  On  Toit,  ea  eSet,  q«e  U  figure  ABCD  a  lt|, 
tp^cn  angles  droits  et  les  cètéa  égaux.  On  e 

TtvàtBfK-^_  :t=.^3.,  ouToit^ns  ia.  dioffmaU: ibi  aatOé  •ttâf 

On  sait  donc  inscrire  les  polygones  de  4i  S,  16. . .  3*  cMéi. 

a38.  Suit  4Ji  (fig-  9»>  le  câU  di^c^cagone  ijéeitlier  ûnent, 
l'angle  O  an.ccnt^  «*t  |Z>  (a"  a35}  ;  le>  aDgl^,égaiix  OAB, 
OSA  réuif is  Talejit  iiD  —  |  Z)  ou  |  .P  j  donc  dutçan .  'UMt  j  Z), 
«.-i^.6atd(»d>le:.de  O.  Pquç  tcouver  U  rappoct  de  AS  n 
rajon  AO,  divisons  l'angle  B  en;  deux  parties  égalea  par  U 
droite  CJ};  f  angle  ^JïC=  0=  CAO,  indique  «[ùelé'triÉn^ 
â£C  e*t  iioaoUe,  d'o4  0C=»  C£.  Mais  le  triangle  .^CS  TM 
aussi,  b  cause  de   C=^D^A;  ainsi  C5  =  y<A^,0e.  0^ 

moyen'  proportionnel  entre  ^C  et  AO^  fafDMitii',"'CO  m 
;i#B<>0  dâniie  anni  JrC<jfi?î  donê  (fa*  4*7,  K), 
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Sn  tU^ffiêOiU  le  naym^  em  moyenne  et  extrême  nàeon^  la  plue 
grande  partie  sera  le  côti  du  décagone  régulier  inecriL 
.  .^éBbg  BFdouD%  AF  pour  le  côté  da  pentagone  régulier  inacarit . 
On  pùinva  austi  iniorire  lei  polygones  ipéguliers  de  20, 4o— «Sx^" 
iJKi,  Et  eopme  les  «sôlés  de  Fhezagone  et  da  décagone  aou- 
Isiident  dea  ares  qui  sont  le  6^  et  le  10*  de  la  circonlérence  C, 
la diférenœ  de  oea  arcs,  on  \ C'-^-^Css-^Cj  est  soatendit 
fut  lé  côté  du  iM>lij!:ganê  i^gulier  de  i5  côtés,  et  de  1&  ceux  d6 
3i>,  60...,  i&Xa*. 

0,3^.  Tels  sont  les  polygones  rentiers  qu'on  sait  inscrire ,  et 
qu'on  peut  comprendre  dans  la  formule  a  X  a*,  a  étant  l'un 
des  quatre  nombrjes  3,  4>  5  et  i5,  et  n  zéro,  ou  un  nombre 
entier  et  positif  quelconque.  Quant  aux  autres  polygones,  on 
#èonterite,  faute  de  mieux,  de  diviser,  en  tâtonnant,  la  cir* 
flolifa'ence  en  an  nond>re  conrei^able  de  parties  ^ales.  On  re- 
liât aussi  le  probité  à  Taide  dà  compas  de  proportion  et  du 
fapportenr  ;  mais  comme  ces  instrumens  sont  eux-mêmes  oons^ 
traits  par  tâtonnement,  on  ne  peut  régarder  ces  procédés 
comme  géométriques.  La'  dirision  de  la  circonférence  en  par- 
ties égales  est  surtout  importante  pour  faire  les  instrumens 
propre^  k  la  m^ujce  d^s  anglesu  (Voy.  la  Gépm>  du  Compas, 
"pu  Ma8C?ieroni.')  Comme  la  trisection  de.  V angle  compléterait 
cette  opération  (n^  208,  III),  on  s'est  long-temps,  mais  en 
nin ,  efforcé  de  trouver  la  solution  de  cette  question.  Elle  est 
maintenant  démontrée  impossible  par  le  secours  de  la  réglé  et 
du  compas  seuls  (n**  4^4»  ^)* 

rify^  |i|0^m  ^i^ii^eicopa  pi^r.  l'expiositiQ^  d^  jqu^^e^  ^o- 
priétés  des  quadrilatères  inscriptibles  au  cercle. 

L  Oa  à,  dans  le  quadrilatère  ABCQ  (fig«  91)^^.4  G^n 
^Boibs,  puisque  les  aaglea  A  ^t  C  embrassent  la.  oîrconfiirenea 
«rtièM  (n^  207);  do  mâme  B '^O v=;!i  droiiÊ^  Ainaî,  dane 
tout  quadrilatère  inscriptible  au  cercle j  les. angles  opposés  sonê 
mppUmeMtairtiS». 

&éciproquement,  si  udt-<f.£sïafi-h03?2i  direte^  le  qnadiif 
htère  jfi9£0  «st  ikisGrip^ibk  Ma  oarcje,  puiiqiie  si  la  dbMiM« 


serait  pas lr»pp1ért«|]h il> .Q^<iift»adB V>  »j  i  ur.-.  -;%.-. H»^'.\rM.t| 
muni  iiii  jifiim  inii'iHiiniHnmUiirfii  iiif'iiÉrfiiii  inWi^iiii>iy||| 

4!^/dSB«:.i^f«lll^^  3tooé>ariiÉ4iiifc»tfrWiil»iirflM  jlti| 

'Airi«CAr3i»âC£V«n^aj<ktaHfijf^  ^KliaiMl 

or,  l'angle  BAC=iBDC  (nrao7);  ainsi .IfiicrfriaDBlM ()9^ 
et  iiCC27  sont  semblables.  Die  n)éme  I 

CP      Mi     i9C      AC^    •         .■     - 

^*î«^r^fi«//>fi  J^MW«W*,W!'ft»^^  -18.:   ..'iLil 

-•ir.<(  (!■>  n'>irjtfAa(BÙ#Or4''3'^'i^^>'^-Kj|'^i.;>!i'>-t  ne 

■■■'■  ;  '  ■  jBr»i4-^c«=^i)»+li?é + tfc*  +  ^iï*. 

Ainsu  ;<ia.»»  tout^  pa,rglUlogramme  ^  la  somme  des  carrés  an 
^.^^W(l^^^  f^^  ^Sf^^  ^  ^^  somme  des  carrés  çfes  côtés,  JjSl  propo- 
sition'est  d'ailleurs  évidente  pour  uni  rectangle  (n*  213,  4"0* 

■        *"       •  • 

"  Dei^F^uréifsëhiblahles  et  de  ta  Circonférence. 

P.  ^ti  On  dit  qae  ifèux  j^ljgones  (figi  98)  ABCDEF,  ùbdif 
wcmA  isèmblablei  kfnfU^-ihhôAt  formés,  dës  tncmgles  T  et  if 
J!f^\it  i%  T^.  e4  t^;  v .  V  j^ièpepdt^ement  semblables  et  disposée 

èèùtkS'U  m(me  èrdfe,  ■  '  ^^Vi^..     .  ,\\\\/^   ..    .  .^:, 

Sur  une  droite  donnée  aby  homologue  à  y^^,  il -est  aisé; da 
dëarsn^^nii  fdlygont^  aBéd,:,  jk^samblijblb  à  JLB€Df.u,'.^  On  ièn 
dUfajpd  âisemÛqbfo  |i  T^^ttf'qtti  me  fifésente  >a«ciiind'di£SciiItf 
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(n*  ai 4);  puis  t'  semblable  à  2^,  sur  ac  homologue  à  jiC,  etc. 

2^.  Les  polygones  semblables  Ont  lei  an-gles  égaux  et  les 
cSii$  homologues  proportionnels.  Car  les  triangles  semblables 
r  et  i  ont  l'angle  B'=:zb,  ainsi  que  l'angle  BCA=ibca  ;  de  plus 

«•ai4),  — r-=-7r— = .  De  même- 7r  -et  t    ont  lancle 

^       ^'    ab         bc         csû  -  8 

JCD  =  acd'y  d'o&  l'on  voit  que  l'angle  BCÙ-éibcd:  en  outre, 
—  =  --^  =  -T— .   On  prouTerait  de  même,  à  l'aide  de  T"  et 

Où  CtÙ  PC 

CD      DE 

ff  que  l^angle  Cï)£::=cde,  et  que  —rz=.—-^  etc. 

Riciproquernent,  si  les  polygones  onf  les  angles  respectipement 

.,     ,     AB       BG       CD         ,       .        , 

égaux  ^  et  si  déplus  --p  =  —  =  — j-  =  etc. ,  les  polygones  sont 

Hmhlables  ;  car  B  ^^b ,  et  les  côtés  qui  coii) prennent  ces  an* 
^sont  proportionnels,  par  hypothèse;  doù  il  suit  (n°  ±iS) 

qae  7*  et  /  sont  semblables,  et  de.  plus ,  -r—  ==s ,  et  l'angle 

BCA  -=.  bca.  Retranchant  ces  angles  de  BCV'ssi  hcdy  il  reste 

BC        CD 
Tangle  A  CD  =  acd-y  et  comme  on  suppose  que  -7—  ==  —j- , 

oc  cet 

AC      CD     ^        ■  ^  AC 

oa  a  =  — r  >   «  cause  du  rapport  commun  , ;  ce  qui 

ac         cd  ^  ac  * 

prouve  que  7^  est  semblable  à  t^  ;  et  ainsi  de  suite. 

i^  Les  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés  sont 
des  figures  semblables ,  puisqike  leurs-angles  sont  respectivement 
égaux  9  ainsi  que  leurs,  càtés  (n°  233). 

2^.  Si  après  avoir  conduit  les  diagonales  des  angles  ^eta 
(%  9^)>  ^^  ^  ^^^  triangles  semblables  chacun  à  chacun,  les  an- 
gles sont  égaux,  et  les  côtés  homologues  proportionnels  :  donc, 
si  l'on  mène  les  diagonales  d'un  autre  angle  tel  queEy  e,  lès 
Bouveanx .  triangles  composans  seront  aussi  semblables* 

3^  Donc  deux  diagonales  homologues  quelconques  BE  ,  be 
(&g.  94)8€mt  proportionnelles  à  deux  côtés  quelconques  CD^  cd, 
\      BE       CD 

•'^^^'^' 17=75-' 
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^^4  GiOHÉtHIB. 

4".  Soient  deux  polygones ■emblables^£C._.a6c... 
si  l'on  prend  deu^  côtéi  bomologuei  quelconques  EB 
si ,  de  leurs  extrémités,  on  mens  les  diagonales  à  toni 
angles ,  on  formera  de<  trîanglei  ropectivement  m 
£DF  à  edf,  EDA  à  eda,  EBD  à  #W,  etc. .  ;  car 
des  polvgones  sont  égaux ,  et  les  diagonales  liomolc 
proportionnelles  aux  cAtés. 

5".  T^ver  un  plan  n'est  autre  choie  que  constraire 
niblables  à  ceux  que  forment ,  sur  le  tei 
droites  qui  joi(;uent  des  points  dont  la  lituatioD  : 
est  connue.  Pour  cela  ,  on  mesure  sur  le  terrain  a 
suffisant  de  parties  ;  puis  on  décrit  enanite ,  sur 
(n°  21 4—0  ,  d'autres  triangles  aonblalilw  à  ceux 
posent  les  polygones  dont  il  s'agit. 

n^Z.  Si,  dans  deux  polygones  aemhlahUa  (fig.  g4) 

deux  droites  GH  j   gh,  placie»  aemblablementf  c.-i 

pant  les  câtés  BC,  be  eu  parties  proportionnellea , 

FE  et  fi,  les  longueurs  OH,  gh  seront  dans  les  rappt» 

GH       BC         -        ,   ,  ,      , 

tés ,  au  ~-7-  =  ';~    ^^  feront  des  angles  égaux  avec  ces 
gh         bc'      ■'  ^ 

effet ,  soit  pria  sur  BC  et  bc  des  points  ^et  h,  tels 

HC       €B        CE      ^  TTC-     ,       F       .  ■       . 

— — ^  — --  ^^  —  ,  et  menons  HE  ,  ne.  Les  triangl 

■e  seront  semblables  Cn"  2i5)  puîsqut 

ult  qi.e  l'angle  EHC=ehc  et  "^^  ^^^  ^ 

Maintenant  ,  en  considérant  les  polygones  si 
ABHEF,  ahhef,  si  les  points  G  et  g>  coupent  les  côtés 
proportionnellement ,  la  ligne  GH  jouira  de  la  même 
que  HE.  Donc  ,  etc. 

244'  D'un  point  quelconque  O  (fig.  gS) ,  prit  dans  l' 
du  polygone  v<6C.  . .,  menons  des  lignes  OÂ,  OB, ... 
aielsABC...;  prenons  surceslignesdeslongueursquiU 

.    ,       „            ,        .    OA        OB        O 
proportion.,  c.-a-d.  telles,  quon  ait =  — r-  =  — 


angle  HCE: 
HC       BC 


POLYGONES    SEMBLABLES.      '  2^5 

Les  ttimï^esOj^B  y  Oah  seront  semblables,  et  ^^  parallèle  à 
vb.  En  raisonnant  de  même  pour  OBC,  Obcj  etc^»  on  Terra 
^ne  les  polygones  ABC, . ,  abc. . .  ont  les  côtés  parallèles  et 
proportionnels  9  et  par  conséquent  sont  semblables.  "'>'  ' 

'  De  même 9  «ur  les  lignes- 0&,  Oa ,  si  l'on  prend  des  p^ities 
OKy  Ok  proportionnelles  aux  côtés  ae^  j4JS,  puis  OF^  c/' pro- 
portionnelles à  ab  y  AB ,  etc. ,  les  polygones  KFQi. . .  hfy, . . . 
seront  semblables,  comme  formés  de  triangles  OKJ ^  Ohi^ 
OKFj.  of^. .  ..^.,  respectiTcment  semblables. 

* 

SL^S^.Lêê  pdrimètnt  des  polygones  semblables  soiU  comme 
imrs  dignes  homologuen;  car  (fig.  ^3}  on  a • 

——  =  -r —  =  — =-  =  ....,  et  le  tbéorème  (n**  nZ ,  3^.)  donne 
m         bc        oa 

AB^BG-^  CD -{-...       À'B.     BC 
ab  +   bc  '\'  cd  +  , ..         ab        bc 

En  appliquant  ceci  aul  polygones  réguliers  d'un  même  nombre 

,     ^  .  ABCD...       AB      OB       OI ,^     ^^ 

tlecôtés,.one-^g-f-— ==-^===--5.==-^.^ 

ffoe  les  triangles  OBJ,  Obi  sont  semblables ,  comme  ayant  les 
mglcs  an  centre  ^aux  (n®  a35);  ainsi  ^  les  périmètres  des  pofy^ 
^nes  réguliers  semblables  sont  entre  -eux  comjne  les  rayons  des 
tercles  inscrits  et  circonscrits. 

•  ... 

246.  La^  circonférence  est  la  limite  des  polygones  réguliers 
inscrits  et  circonscrits  (ri?  x  i3}.  Chaque  côté  AB  (fig.  g^)  d'un 
polygone  régulier  étant  plus  court  que  l'arc  ACB  qu'il  soutend, 
on  Toit  que  la  circonférence  rectifiée  est  plus  longue  que  le  pé- 
rimètre de  tout  polygone  inscrit.  De  plus,  prenant  C  au  nnlieu 
de  l'arc  BCA ,  on  a  la  corde  AB  <  AC -f-  CB ,  ce  qui  fait  Toir 
qa'en  doublant  le  nombre  des  cdtés  d'un  polygone  inscrit ,  le 
]périmëti«e  approche  ^  plus  îen  plus  de  là  circonfi&rcnioey  «ttu 
cesser  d'être  plus  petit  qu'elle.  '•  4^<>0l^ 

D'un  autre  côté,  l'arc  CAL  <ICE  +  EL  (n**  i^)  fiut^ 
que  le  pêrimëti^  de  tout  polygone  circonscrit  est  plus  grand  q.^ 

18.. 


la  circonférence;  lo  tangente  jiK  est  le  demi-côté  du  polygoM 
circoDscrit  d'un  nombre  double  de  calés  (ti"  334);  ^^  comme 
Kji,  perpendiculaire  ii  jiO,  est  <^  l'oblique  K£ ,  oh  a. .. .... 

jiK  +  KC<Ci£C\  en  doubl>int  le  nombre  des  cdtés  d'un  poly- 
gone circonscrit  ,  le  périiuètre  approche  donc  davantage  de  la 
longueur  de  la  circonfér,  sans  cesser  d'éti'G  plus  grand  qu'elle. 
P  Bip  étant  les  périmètres  de  pol  jjjones  réguliers  semblable^ 
l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit,  et  flet  ries  rayons  OC ,  01  dm 

P        R  P 

cercles  inscrits,  on  a  —  =^  —  ,etP — ■p=^-îTi^ — OC^'^Sj'")- 

Orii*  diminue  en  s'approcbant  de  la  circonférence  LCB...,, 
iî  est  constant,  et  fl — cou  C/ décroit  indéfiniment  lorsiju'oH 
double  successivement  les  nombres  décotes  de  polygones  P  et ^ 
'  (n"  3o5)  ;  ce  qui  prouve  que  la  difl'érence  P  — p  entre  leurs  [w- 
rinièlres  approcbc  autant  qu'on  veut  de  zéro,  c.-~à-d.  que  cei 
périmètres  approchent  indéfiniment  de  la  circonférence,  qui 
est  toujours  comprise  entre  eux,  et  qui  ne  leur  est  jamais  ri- 
goureusement égale  :  donc ,  etc. 

247.  Lts  circonférences  sont  entre  tîle»  comme  leurs  rayoni 
ou  leurs  diamèli-es.  En  cfl'et  (lig.  96) ,  désignons  par  C  et  c  lei 
circonférences  dont  les  rajons  sont  BO  =  Ii,^,0  =  r;  par  P  eip 
deux  polygones  réguliers  inscriti  ABC...  abc  semMables, 
en£n  par  2  et  s  là  différence  entre  chaque  périmètre  et  la  cir- 
conférence circonscrite ,  ,ou  C—~P:=Z,c — p=s.Oa  en  tire 

.  P^^fi  _  g  — -Z    ffoii  — —  —  =  -  —  "  • 
'^p-        r         c —  a  '  R        R        r       r'      ' 

or,iî,C,  reW  testent  consUns,  2  et  s  Tarient  Bvecle nombre 
des  côtés ,  et  peuvent  derenir  aussi  petits  qu'on  voudra}  donc 

£._".'      p.  —  ^.  —  =*^ 

R^  r*        c         r  ar  * 

348.  Trmtvtr  une  lign4  liroita  égale  à  un«  circonfirme*  f^w» 

rayon  donné  j  c-à-^.  rectifier  cette  eoofitt.  Concevons  deoi 

clrcoftférencéa  C,'c  je  rajoni  R,  r;  noui  aTOml-^  ^  — i'cbr 


.    CIRGONFÉREUGKS.  ^ff 

que  ciroonférence  contient  donc  son  diamètre  le  même  nombre 
de  fois ,  que  nous  désignerons  par  ir.  Si  Pon  connaissait  ce  quo* 
tient  constant  ir  ^  on  aurait  donc 

circonférence  R  =3  2^fl. 

.  Il  reste  à  déterminer  le  rapport  constant  w  de  toute  circonfé' 
nnce  à  son  diamètre  Soît  jiB  (fig.  4<7)  le  demi-côté  d^un  poly- 
gone régulier^  C  le  centre  ;sur^C  prolongé,  prenons  CDs=,CB,\q 
triangle  îsoscële  BCD  aura  l'angle  £>  moitié  de  i?C^(n°  20 1,2^). 
C/ perpendiculaire  sur  BD  et  FJ  sur  AD^  en  donnent  les  mi« 
lieux /et  F.  Vaisqne  JFz^,^  BJt,  et  D=sii  BCA ,  IF  est  le 
iemi-côté  (P un  polygone  régulier  de  mêm£  périmètre  que  le  pre^ 
mier,  et  dont  le  nombre  des  côtés  est  double. 

Cela  posé,  étant  donnés  les  rayons  BC=s  R,  ACi^zr  des 
cercles  circonscrits  ^t  inscrits  au  i*''  polygone  ,  cherchons 
ID=iR!,  FD  =  / ,  rayons  du  2*.  1*^.  Comme  F  est  le  milieu  de 
DJy  DF=  \  (DC+CA)  ;  2*».  dans  le  triangle  rectangle  CID, 
DP  =  DF  X  DC-,  et  comme  Z>C  =  ^C  =  /î  ,  on  a  enfin 
r=i{R  +  r),R'  =  {/  (R/).  Des  quatre  rayons  r,R,r,R', 
chacun  des  derniers  'se  déduit  des  deux  qui  le  précèdent.  Un 
nonreau  polygone  de.méme  périmètre,  et  qui  a  deuxTfoîs  plus 
de  côtés  que  le  2%  a  ses  rayons  r*,  R"  lies  à  /,  JR'  par  les  mêmes 
ét|a. ,  etc. . . .  On  formera  donc ,  par  ces  calculs ,  une  série  in- 
définie 

r,  /î,r,7î,r,R,r,B  ....,  , 

dont  chaque  r  est  moyen  par  différence  j  et  chaque  R  moyen 
far  quotient j  entre  les  deux  termes  quiprécèdentk  Or,  nos  équ. 
prouvent  que  r  >•  r  et  ii'  <  B,  c.-à-d.  que  les  r  vont  en  crois- 
sant et  les  R  en  diminuant  de  plus  en  plus;  et  comme  le  rayon 
d'un  cercle  inscrit  est  toujours  moindre  que  celui  d'un  cercle 
circonscrit ,  ou  r  <  71 ,  il  est  clair  qne  les  r  et  les  R  tendent  sans 
cesse  vers  l'égalité.  Ainsi ,  en  calculant  de  proche  en  proche 
les  termes  successifs  de  notre  série,  nous  Obtiendrons  les  rayons 
des  cercles  inscrits  et  circonscrits  à  une  suite, de  potyéones  wp- 
firiuiètres^  dont  la  limi^te  est  la circonféremof  dift-mfmei.çqntçuri 
on  arrivera  bientôt  à  des  valeur»  de  ees  rajwns^  r  et  A,  dont 


a']8  GÉOMÉTRIE. 

les  premiers  chiffres  déoimaox  seront  les  mêmes.  Cette  partie  ^. 
commune  appartiendra  aiusi  an  rayon  «  de  la  ciroonfifarenoe  '^ 
limite,  qui  =  asrtf  ;  diyisant  cette  circonférence  par  %ei^  on  aun  i« 
le  nombre  «r  (*).  ^ 

Par  ex.,  le  côté  de  1  hexagone  inscrit  est  i  ,  le  périmètre  6;  ^ 
donc  Rsst,  r=z^  {OB^'^IB*),  fig.  97,  ou  r=  ^  J:  on  en  tirt  -» 
saccessiTcmcnt  les  résultats  suitans  :  / 


r  ^  o,866o!i5 
/t=  1,000000 
f^^  o,933oi3 


0,9494^ 
0,957069 

0,953505 

0,955610 


o»954^ 
0,955100 


o,954«44*  o,9549>4 


-^f^^^ 


0,954908 
0,954940 


o>95493s»  ctt* 


Dès  qu'on  atteint  un  rayon  commun  m  =  0,954929,  ce  sera 
celui  de  la  circonférence  isopérimë^ ^  ou = 6,  saroir ,  2s«=6!^   ' 
donc  7rs=  3,14159.  On  peut  obtenir  ainsi  telle  approximalkm 
qu'on  Toudra.  Au  reste ,  nous  exposerons  *des  procédés  plus  a-    ' 
pédîtifi  (n«'  3ao,  Sgi).  On'obtient 

w  K=  3,i4i59  ÏM6535  89793  a38{6  9^433  83^79, 
Jog.  jT  =  0,49714  98796  94i33  85435  19689  88991. 

Si  dansl'équ.  cire.  jR  =  »rA,onfa!tiI=|,et=i  ,fl Tient 
cire.  =ir,  et  {•  cire.  =  sr  :  donc  I0  rapport  constant  w  de  tout» 


{*)  Le  calcul  des  R  est  assez  rapide  par  Jog.  ;  on  peut  encore  Tabre'ger.  Soit 
A  la  valeur  de  r'  et  ^  -f»  a  celle  de  R\  Textraction  de  la  racine  (p.  194)  donne 

/r=:  v'(-^«4-^a)  =  ^-f- f  -  1^ -f  etc. 

Lorsque  les  nombres  r  et  /{  ont  nne  partie  commune  A  qui  s'étend  à  la 

jrc  moitié'  de  lears  chifires,  ainsi  que  cela  arrive  an  résultat  marqoe  d*nne^. 

•  a* 

«•  lie  peat  avoir  autant  de  chiffres  que  A  y  d'oîi  —  <  i  ;  en  prenant  le  8«,  notre 

5*.  terme  se  troorant  <  3,  est  négligeable  dans  Tordre  des  décimales  conser- 

o 


'^iem  i  UTCÔTf  lt^MmA+  -,  on/?'=  -(r'  +  TÎ).  Donc /î' est ,  ainsi  que /, 

9  * 

W»jcn  par  diSWronce  entre  les  denz  termes  qui  précèdent ,  dès  qu'on  est 
^1  dit  rësal  tais  dont  la  parue  commonc  est  an  moins  la  moitié  des  cbififref. 
I^^irest  dispeiMé  d'extraire  des  racines  pour  obtenir  les  R  successifs. 

_^  JDtnaic9  de  Jf otft. ,  io«.  VU.) 


\ 

AIRES   DES    POLYGONES.  279 

:iircQmfirèiUi^  à  son  diamètre   exprime  aussi  la  circçnf*   dont 
le  diamètre  est  ud,  et  la  demi-circonf*  qui  a  un  pour  rayon* 

Si  on  limite  la  -valeur  à  ^.=  3,142,  on  trouTe  qu'on  peut 
poser  «-  =-^  z=  3  y.  Ce  résultat  très  simple ,  dû  à  Ai^chimëde, 
est  adopté  dans  les  arts.  Adrien  Métius,  en  prenant  39141593, 
a  troayé  »*  :=:  7^ ,  nombre  remarquable  en  ce  que  les  termes 
sont  formés  des  trois  premiers  impairs,  répétés  a  fois:  1 13,35$. 
Ce  résultat  ayant  6  décimales  exactes,  ne  produit  pas  une 
erreur  d'un  oentimëtre  sur  une  circ«  de  18000  mètres  de  rajon 

(  I  ligne  sur  ^^'^^^^  ^î^^*  ^6  ^^7^1^  )• 
Voici  une  rectification  graphique  approchée  de  la  ciroonf. 

On  a  prouTé  (n***  2l36,  237  )  que  le  cdté  du  carré  inscrit  est 
R^n  \  que  celui  du  triangle  équi latéral  est  R^Z  :  la  somme 
est  jS  (V^  +  V^  )  ou  jR  X'  3914627. . . .,  égale,  à  un  demi- 
eentiëme  près ,  à  la  demi-circonf,  rectifiée.  Ainsi ,  après  avoir 
inscrit  zti  cercle  proposé ,  par  les  procédés  cànnus ,  un  carré  et 
ua  triangle  équilatéral ,  on  ajoutera  le  côté  de  l'un  au  côté  de 
l'autre ,  et  l'on  aura ,  à  très  peu  près,  une  droite  ^{ale  à  la.  demi- 
circonférence. 

Lorsque  la  circonf.  C  est  donnée^  et  qu'on  demande  son  dia- 
naètrel),  de  C=7Z>,  on  tire  r 

D=:-  C=:lrC,ib  =  i  =  o,Si83i...,log*  =  T,5o28Soi3. 

L'arc  ACB  (fig:  97)  étant  le  t^'*"'  de  la  ciroonf. ,  ou  Fangle  O  le 
jj^iime  jg  ^  droits ,  «  SOU  nombre  de  degrés,  on  a  la  profportion 
180**  :  vfR  ::  «  :  la  longueur  z  de  l'arc  ACB -y  donc 

*=  -g— 1= .  =:ir^,  et  en  faisant  logit  ==3 2,24187737. 

IL    DES   SURFACiSS.. 


Aires  des  Polygones  et  dû  Cercle. 

249*  Une  ^^re  est  l'étendue  comprise  entre  les  li§q^ 
minent  une  figure  fermée.  Jj/Qa-sireBsÈquipalentes  sont  0 


:   ^  V  \  . 


/ 


aSo  CÊOHÉTHIE. 

EoQt  d'égale  étendue,  sans  ({u'elles  pmssent  CQÏacider  par  la 

superposition. 

Deux  rectangles  AEFD,  aefd  (fig.  98)  sont  égaux  lorsque  leurs  ,^ 
bases  sont  égales  et  que  leurs  hauteurs  le  sont  aussi,  on  ^iï=ûrf  i, 
et  AE:=ae  ;  00  Toït  en  effet  qu'on  peut  faire  coïncider  Tant  h 
de  CCS  {jgures  arec  l'autre.  Mais  si  l'un  compare  le  parallél»'  ' 
gramme  ABCD  au  rectangle  AEFD  ,  on  les  trooTcra  sîropifr'  |'_ 
ment  équivalens  ,  parce  que  le  triangle  AEB  t^  DFC. 

Lm  paratUlogrammes  ABCD,  abcd,  qui  ont  des  bases  égala  '^ 
et  des  hauteurs  égales  sont  équivalens,  puisqu'ils  équiTalent  ^ 
aux  rectangles  égaux  ADFE,adfe.  ^ 

Soit  un  triangle  ABC  (  6g.  icj  )  ;  menons  CD  et  BD  parai-  , 
lèlesà  ABelAC;  les  deux  triangles  ACS,  5CD  sont  égaui:  '■ 
ainsi ,  tout  triangle  est  la  moitié  dfun  parallélogramme  à*  [ 
mime  base  et  dt  même  hauteur-  De  sorle  que  tous  les  triangla  f 

ACB,  AEB,  AFB ,  qui  ont  même  base  AB  et  leun  1 

sommets  sur  CF  parallèle  à  AB ,  sont  égani.  I 

sSo.  Comparons  maintenant  deux  parallélogrammes  qnel-  1 
conques. 

1°.  Les  rectanglei  de  même  base  sont  comme  les  hauleun. 
En  effet ,  si  les  deux  rectangles  ABCD  =  R,  abcd  =  r  (  fig.  99) 
ont  les  bases  AB  et  ab  égales ,  et  que  les  hauteurs  AD  ^  S 
et  ad  ^  h  soient  Commensnrables,  il  y  aura  une  longueur  m 
contenue  m  fois  dans  Bet  n  fois  dans  h,  et  l'on  aora  (n"  i56) 

v-  =  — •  Kn  menant  par  les  points  de  division  x,  s,  y,  y.  ■• 

des  parallëW  aux  baseï,  les  rectangles  A  et  1-  seront  partagés, 
l'un  en  m ,  Tsiiitre  en  n  rectangles  égaux ,  et  l'on  aura 
R       m     „  .  R       H 

^  Si  les  hauteurs  sont  incommensurables,  partageons  de  mime 
^D  en  parties  égales  Ax,  if  y-  .  . ,  et  portons  l'uge  <nr  ad  ea 
ar« ,  xy  •■  ■  ■;  soit i le  point  de  division  le  plus  voisin  de d;  en 

tenant  il  parallèle  o  rfc,^=^,  à  »«>«  de  la  «ommeniB- 
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,  ...   ,  r        dl       h    ,   id    ^  r        h        ,  „ 

abilité >  ^"  g  +  "d  =  g  +  7y>  ^^^^ ^^^'R^^H*  puisque dl 


it  id  sont  aussi  petits  qu'on  veut^  et  que  r^Ryh^  H  sont  cons- 

a^.  Lies  rectangles  sont  entre  eux  comme  les  produits  des 
Sases  par  les  hauteurs.  Cat  (fig.  loo)  soient  des  rectangles 
4C  j  €ic  dont  les  bases  sont  AB  =  B ,  ab=^b  :  portons  l'une 
3e  ces  figures  sur  l'autre,  en  faisant  coïncider  l'un  de  leurs 
tngles  droits  9  ce  qui  déterminera  les  rectangles  AK^zr^  et 
AH=^  It,  dfi  même  liauteur  AI  *,  R^  ayant  même  base  AB  que 
le  rectangle  AC^^R,  et  même  hauteur  AI  que  r,  on  a  donc 

R       H     R'      B    .,  ,   R      BH 

«^  =  Â'   T  =  "6'^^^7  =  ÎÂ- 

3®.  Les  mêmes  théorèmes  ont  également  lieu  pour  les  paral- 
lélogrammes,  puisqu'ils  sont  équiyalens  aux  rectangles  de  même 
base  et  de  même  hauteur.  Donc  les  parallélogram^mes  sont  entre 
eux  comme  les  produits  des  bases  par  les  hauteurs. 

25 1.  Mesurer  une  aire,  c'est  chercher  le  nombre  de  fois 
qv'dle contient  une  autre  aire  donnée.  Prenons,  pour  unité  de 
nr&oe»  le  rectangle  abcd,  pour  mesurer  le  rectangle  ABCD 

R        B       H 
(fig.  101  )j  puisque  —  =^  X  -t>  ou  portera  la  base  ab  sur 

AB ,  afin  de  savoir  combien  l'une  est  contenue  dans  l'autre  ;  on 
en  dira  autant  des  hauteurs*  o^,  AD  ;  ensuite  on  multipliera  ces 
nombres  de  fois  ;  puisque  3x4=^^9^  contient  ici  12  fois  r. 

Comme  les  bases  et  les  hauteurs  pourraient  ne  pas  se  conte- 
nir exactement ,  01.  dit  plus  généralement  que  la  mesure  d'une 
aire  ABCD  (fig.  100)  est  son  rapport  avec  une  autre  a,l>cd 
prise  pour  unité  (  n^  36 ,  71);  cette  mesure  est  le  produit  du 

rapport  —  des  bases  par  celui  t*  des  hauteurs.  Il  en  est  de 

même  de  tout  parallélogramme.  D'où  il  résulte  que  si  l  reuré* 

B       Jf 
lente  le  nombre  abstrait  t-  X  7*9  l'aire  du  parallélogram 

/fois  celui  qui  est  Fuuité  dé  surface.  '  ' 
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illement  AF=M+FI—^EI,  k  caïue  de  BD~BI—FI 
7  ^£/:  on  retrouve  donc  aussi 

{a—by=za*—iab-{-b\ 
II.  Soit  un  triangle  ABC  (Gg.  io4)  rectangle  en  A\  dé- 
des  carrés  BF,  BG,  AE  sur  ses  trois  côtés;  puis  lofi- 
i  obliques  AF,  BE  et  la  perpendiculaire  AL  sur  l'h;- 
«  BC.  Les  triangles  ACF,  BCE  sont  égaux;  car  leurs 
in  C  se  composent  de  l'angle  commun  BCA ,  plus  d'un 
roit  BCFov  ACE;  d'ailleurs,  les  cdtés  adjacens  sont 
CF,  ACs=  CE ,  côtés  de»  carréi.  Mais  ces  triangles 
:  moitiés  des  rectangles  CL,  AE,  puisque  les  bases  cotn- 
foni  CF,  EC,  eX  que  les  sommets  A  tX  B  sont  sur  les 
>posée3  DL,BI\  donc  rectangU  CL  =AE.  On  prouve 
le'qne  rectangU  BL^^BG,  et  ajoutant  ces  équations 
AE+BG,o\i  a';=à°+c';  c.-à-d.  que^i  çuarrécont- 
\r  l'hypoUnuat  est  égal  à  la  sojjimt  des  carrés  construits 
côtés  de  Pangle  droit  (comme  n°  at^,  4*-]- 
-ectangles  CL  et  'BF  de  même  hantéur  sont  entre  eux 
.  CL  on  CI        CD 


les  bases  DC  et  BC:  t 


BF       ~  BC 


BG^^BD         AE  _CD 
BF~ BC*        BG'~  BD' 

iropositions  reviennent  à  celles  du  n°  217,2'.  et  3°. 
Si  le  triangle  ABC  n'est  pas  rectangle  (fig.  ib3),  et  que 
A  soit  aigu ,  faites  la  même  construction  que  ci-dessns,  et 
E  BK,  CM  perpénd!.  sur  les  cAtés  opposés.  Le  même  raî- 
lent  prouvera  que  les  triangles  ACF,  BCE  sont  égaux  , 
ne  k*  rectangles  CL,  CK,  dont  lés  aires  sottt  doubles  de 
«(triangles.  Ainsi,  rectangle  CL=  CK-=  AE-^AIC; 
^  BL  =BM^BG  —AM.  Orj les trUrigleâf ectingtè»; 
AOC  sont  semblables,  à  cause' des  deux  cdtés  perp* 
K*  qni  comprennent  un  angle  égal  (n"  I95,8".)ï3! 
tO  ::  AB  :  AC,  et  ai  x  AC  =  A0'>{AB,  raôbi 
■.AM,  Ajoutant  donc  lea  rectang.  CL.'ABLf'H'^ 
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ù  est  équivalent;  ainsi  Fhexagone  ABDEFG  est  éqaÎTalent  au 
îBtagooe  ACE  F  G. 

£a  appliquant  de  nouveau  cette  construction  à  ce  pentagone, 
L  le  changera  en  un  quadrilatère  ^  puis  en  un  triangle  ;  et  en- 
i^si  Ton  Te  ut  y  en  un  carré.  On  sait  donc  réduire  tout  poly" 
aeàun  triangle  ou  à  un  carré  équipaient 

a58.  L'aire  d'un  polygone  s'obtient  en  le  décomposant  en 
[angles ,  et  cherchant  l'aire  de  chacun.  Si  le  polygone  est 
julier  comme  ABCD  (fjg.  87) ,  l'aire  est  égale  au  périmètre^ 
Utiplié  par  la  moitié  du  rayon  OG  du  cercle  inscrit^  qu'on 
mme  Apothème.  Car  n  étant  le  nombre  des  côtés ,  on  prendra 
bis  Faire  AOB  d'un  des  triangles  au  centre,  sayoir, 

7»  X  ^i5  X  îOG  =  périmètre  X  {OG. 

i5^  Uaire  du  trapèze  AHah  (fig.  Sg)  est  le  produit  de  sa 
Ueur  par  la  moitié  de  la  somme  de  ses  bases  parallèles j  ou 
"  la  ligne  menée  à  distance  égale  de  chacune.  £n  effet, 
nons  AC  parallèle  à  ah ,  puis  Ee  par  le  milieu  de  AH  et  ah  ; 

sera  parallèle  à  Sh  (n**  216,  4®.).  Or,  l'aire  du  paràllélo* 
unme  ACha  est  le  produit  de  sa  hauteur  par  Ch  ou  Be  :  celle 

triangle  AHC  est  le. produit  de  cette  même. hauteur  par 
rCou  J?^;.  ainsi  l'aire  AHha  est  le  produit  de  la  hauteur 
mmnne  par  Ee ,o\k  par  AC+4£fC,  ou  enfin  i^ax^^Aa-^HhJ) 
oyestj  p(>ur  Vaire  du  quadrilatère ^  n°*  3 18,  V;  et  364,  ^ï-) 

260.  L'aire  (fig.  87)  du  trapèze  ABba  =iGgX  {AB  +  ah) . 
i  multipliant  AB  et  ab  par  le  nombre  des  côtés  des  poly- 
nes  réguliers  ABCD..  ,yabcd. .  •,  on  obtient  leurs  périmètres 
et  p.  Ainsi,  la  difiérence  de  leurs  aires  est  =ij;Gg(P  +  /?), 
NDme  Gg  tend  sans  cesse  yers  zéro,  loi'squ'ou-  fait  croître  le 
mibre  des  côtés,  et  que  iCP  +/>)  apprx)çhe  de  pl|^  en  plus  de 
circonférence ,  cette  différence  peut  être  repdae  i^ussi  petite 
ion  teut.  Ainsi ,  l'aire  du  cercle  est  la  limite-  des  aires  de» 
ylygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  (n"  11 3).  .1 

Uaire  C  d^un  cercle  de  rayon  R  est  le  produit  de  la  moitié  dt^^ 
Tj/on  par  sa  circonférence ,  ou  du  carré  du  rayon. par  le  i^f^hri 
oHwdela  circonférence  au  diamètre.  En  effet  ,^  soient  a  Texe^^ 
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de Pakacltt pol jgoAe  drcoMorit  «or  oelle àa. àêieéé^'ph 
ooof.^  et  fi  Texoës  du  périmètre  do  poljgone  tflr  U-ciroonlL^Fl 
de  ce  pùljgone,  oûÇ  +  A^eBÏ  dîme  (n*  si£tt)  ttiû^Mip  +\ 
Comme  tes  TaoriaUet  m  et  Âdtebisiftiit  inJéflhfaièrit  (^^i 
oomfi|£Bva  left^ienae» «oAitani  (yi^  il4l)| -ttt-lVm'IiÙréyà 
de/>  =  aTTjR  (n*  a^) ,         .     •     ^     ...     >  i  ,/>-  i   «v.  w  «J 

•      bereleC=|pA==cîrçpof.xi«,s=rJBÇ.    .^  ,., 
^•Soit  J7»le  diamètre , tm  a^eereUf  z=:|«-  i>%i  ^'^ràt' if*^^- 

Lorsque  l'aire  Cén  cerde  est  doimée>  Ite^i'MnM'^^  ■* \'^' 
R=t/^^y!kCy  irff=^»«^«3A,  k^A:^i;;^5oa«ik>t3< 

,,     '■.  .■■^.'.. .  .  ..  i     ■   .  !^     ■    ^i=.':    -•■.■.  V.'..  yi\^/A   .f|r<* 

tifiéei  et  po]^  han^ur  le  ra^pn^^est  ^gial  .aà.  eevcis 

la  aointiqn >f prod^iép  du  fianeu  pr^Uim^ide^li^ 

4;^  otfTv&y  Pour,  le  réaniidre'  rigooreatfemoutiy  oe  qîii  mXt.ki] 

près  inutile^  U  (audrait  trouyer  la  yalçor^exaçte  ie,m^ 

261.  Uaïredu^  hecUur  AOBI  (6g.  109)  est  le  produit  de  h 
moitié  du  rayon  AO  par  Varo  AtBï  En  eflFet ,  on  a-  (n*  1G8)  "-h 
AOBI       AIB       .^'r       cercle         ^^„  ,^     '     ,«.  j 

La  longueur  de'  Para  AlB  est  connue  (  page  279  )  :  ainsi 


>  'I  »i  " 


('*')  Observons  qp^on  aiirait  été  condaû  au  même  rësaltat,  si,,  raitonaait 
dTpne  manière  analogie',  mais  inexacte,  on  eût  néglige'  les  termes  a  et/0,  qui 
-doîvemdis]^arâtl!re -ensuite  :  c^èst  ce  qiîi  arrive  dans  la  méthode  des  inànimaiL 
pélitSy  pà  l^oh  considère  la  circohférence- comme' nd  polygone  r^iilier' d'ans 
i^^ité  dé  jCÀtéf ^  e«r  «lors  C «si  raire  de- et  polygone,  et  p  le  périmètre,  K 

Ton  trouve  C=s'  — .'  G^  proc^^  pourrait  donc  être  regarde  comme  paiïu« 


tetneni  rigoureux ,  si  Pon^s'aSsurait  à  priori  que  les  termes  ainsi  négligés  sont  j 
infiniment  petits;  (Sionsidfez^'àiéé  sujet,  les  Réflexions  sur  la  Métaphf"  I 
ûkfuo  du  CaUvi  UiJiniÙnmal i'pn-QKtnou  '  ■'■■„•     •  '         f 


\ 
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> 

Ihrc  AIB  étant  le  n^*^^  de  la  circonf»^  et  m  son  nombre  de 

^  t/aii:^  du  segment  ALBI  est  égale  à  celle  du  secteur,  moins 
Ctrîangle  ^O^L (n*  364,  Vil). 

Aux  arcs  semblables  et  conceatriques  ABD^  àbd  (fîg.  142), 
^iroonçcriTons  des  portions  de  polygones  réguliers  ;  le  système 
dé  ces  trapèzes  formera  une  aire  dont  la  limite  sera  ADBabd,  il 
est  aisé  d'en  conclure  que  Paire  ABDabd  comprise  entre  dettx 
■rcs  concentriques  est  égale  au  produit  de  la  distance  Aa  entre 
ces  arcs,  multipliée  par  la  moitié  de  leur  somme ,  ou  par  l'arc 
mlVd  décrit -à  distance  égale  de  l'un  et  de  l'autre  (n®  sSg). 

On  peut  toujours  évaluer ,  par  approximation ,  une  aire  cnr^ 
^nligne,  en  la  considérant  comme  un  polygone  dont  les  côtés  sont 
IjBlrt  petits ,  et-  la  décomposant  en  triangles  ou  en  trapèzes.  Par 
■t.,  jtraçons  dans  Paire  a^/>t^  (fig.  i38)  les  parallèles  équidis* 

%]iles  Aa,il  j  bB ,  hK dD  y  que^iions  désignerons  par 

pfp*..  .jP  C*^,  et  menons  uae  perpend. quelconque a'ûT  sur^a: 
iVife  sera  ainsi  coupée  en  trapèzes,  dont  les  aires  sooJt 
§(p^+p')kyi(j/'+pT)k.  ..,i  étant  la  distance  de  deux  parai- 
lli^s. U  somme  esiaADdsi b Hp'  ^p'^p".  ...  +  i pQ'^); 
i  l'aire  curviligne  éèù  le  produit  de  la  distance  k  entre  les 
Sj  par  leur  somtne-  diminuée  de  la  mcitii  d^s  deux 
fÊMUimesn' 

Comparaisondes  Surfaces.  o 

262.  Comparons  tes  aires  des  polygones  semblables. 
I.  Les  aires.de  deux  triangles  semblables  ABC,  abc  (6g*  1 10; 
■Moèi comme  les  carres^ àè, leurs  côiés'fwmolàgues,  Ca^  îa' simili- 

tadedooner-T-^^'— r--::.maislQtf  perpendicolaives  i9IZ>  et  bd  aux 

luses  ACy  aCf  forment' les  triànjgiés' séinblablës' if ^02^^066?, 

r,,AB       BD     .        AaSD,        -.    2;        ■ 
tf où  — -  =  ---  :•  donc  — r-  ±±  -ry  C  ^  W^^  ««*  conforme-  A» 
ab         bd  ac         bd 


^g8  G^MâTBIE. 

théorème  a43  ).  MnltiplUnt  les  deax- membres  pi 

ac  y<  bJ  ~  bd^  ""âP"  * 

II.    Les  aires  de  deitx  polygOTtes  umblabUa  Â 

sont  comme  Us  carrés  lie  leura  lignes  homologua 

la  similitude  des  liiangles  ABC,  abc  {n"  241) 

T       AB'  ,       .       T       AO 

portion  —  ■^=-  — 7^  :  on  a  de  même  — r  ^  — —  ^ 

réunissant  ces  rapporls  é^ux  ,  il  vient 

T  _T'  __T^  ___  AB* 


d'oJ.  (n'  73,  3-0 


T+T'+T"...  _AB* 


363.  Concluons  de  la  que,  i".  si  l'on  constn 
^onesM,  A^et  P  (Gg.  m)  .8embtables,cle  figures 
dont  les  câlés  homologues  soient  ceux  d'un  tria 

ABC,  on  aura  :^,=Jc:=7C^  -  d  on  3^= 
or,  AB''  =  BC'-i- AOiiooc  M ^=N+ F.  On 
étend  celle  du  carré  île  l'tiypottnuse  (n"  254  1  2"-' 
lygones  semblables  ;  de  sorte  qu'on  peut  •iisi;nient  1 
figure  égale  à  la  diiTûrence  des  deux  autres,  ou  i 
ou  ù  la  somme  de  laiil  d'autres  qu'un  voutlr^i ,  p 
soient   taules   seniltlalilos. 

a".  Les  aiies  des  polygones  réguliers  d'un  niêi 
eûtes  sont  comme  les  carrés  des  rayons  des  cerc 
circonscrits. 

3".  iflu  cercUs  C ,  c  soat  comme  les  carrés  di 
R  ,  r  ,  ou  de  leurs  diamètres  :  car  soient  «  et  Ô 
aires  des  polygones  circonscrits  sur  celles  des 
C  +  «,  c  -j-  |8  seront  les  aires  des  polygones  j 

,,    ,  C  +  «        fl'  ■    r  o       ^^^        ^' 
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Cela  résulterait  atissi  de  ce  que  C  =  wR*,  c=  îrr*. 
4^.  Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  l'hypoténuse  d'un  trâ^|gIe^ 
ictangle  |  est  donc  égal  à  la  somme  de  ceux  qui  ont  pour  d&>- 
lëtresles  côtés  de  l'angle  droit;  de  sorte  qu'il  est  facile  dçilof- 
ler  un  cercle  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  tant.de 
ercles  qu'on  Voudra.  ^' *"* 

l64.  I^nx  triangles  ÀBG  y  abc  (fîg.  iio),  qui  ont  un  angle 
fol  A  =  a  I  sont  entre  eux  comme  les  rectangles  des  côtés  qui 
omprennent  cet  angle,  £n  effet»  les  perpendiculaires  BD,  bd 

ur  leurs  bases  donnent  ivr  25o)  -  -  , —  =  ■■'.'  ,■■  •■ — ^»—  :  or  les 

abc  bd  X  ^c 

rnfigles  semblables  ABD  j  abd  donnent 


loue 


bd        ab  ' 

JBC  _JBx  .AC 
abc  ab  y<^  ac  * 


.  On  peut ,  à  l'aide  de  ce  théorème  ^  résoudre  les  questions 
«nrantes  : 

t  -,  I    ■        . 

I.  Diviser  un  triangle  ABC  (fîg.  112)  en  trois  parties  égales^ 
fardes  droites  FD ,  F£  qui  se  Joignent  en  un  point,  donné  ¥  sur 
If  base  AC.  Divisons  la  base  en  trois  égalementî  aux  J^rM 
^et  /  ;  comme  le  triangle  CBI  est  le  tiers  de  CBA  (n°  256,^^0, 

Tiire  mconnue  €DF=zCBj.  Or ,  on  a  ,  -ttdT  =Tr^"T^-7rr  « 

CnJ        C/>    X  ^/ 

CD       CI 
donc  CD  X  CF==:  CB  X  CI,  ou  -775  =  -7^,  ce  qui  prouve 

(n*  212)  que  2?/ est  parallèle  à  BF,  et  que,  par  conséquent, 
il  font  mener  BFj  puis  ses  parallèles  HE  y  DI,  et  enfin  DF^  FE. 

IL  La  même  construction  sert  à  diviser  l'aire  ABC  (fig.  1 13} 
li  4  9  S*-  parties  égales  par  des  lignes  FE ,  FE^,  FD\  FD  : 
il  &at  couper  la  base  AC  en  autant  de  parties  égales.  On  sait 
donc  diviser  lliéritage  triangulaire  >^jSC,  en  parts  égales  »  Tftt 
les  sentiers  qui  aboutissent  à  un  puits  commun  F»  ^  ''^.j 

lU.  Décrire  un  triangle  EIK  qui  sbit  équivalent  k  Jf# 
(%  I  i4)y  dont  U  base  isoit  El  et  le  sommet  situé  en  nnponit  JL 


I 


tic  la  ligne  iloaikée  A7v  ?   Sii|>posons  d'abord  <|ue  les  •i 
Irianf^léi  ABC,  A DF  torçnt  équivaleos;  comme 

ABC  _AB  >c  AC 
••"'■  ADF^  ADXAF' 

oVa  ^/î  X  AC=AD  x AF,  ou  ~=:^,: 

aiusi,  5F  est  parallèle  à  Z»C  (ti'  aia).  Donc  si  l'on  »«u[ 
construire  un  Irtangle  EGH=ABC ,  dont  le  sommet  E  mil 
donné,  la  liaso  t;//  étant  dons  la  direction  ^H  «le  celle  h 
triangle  donné  ,  on  mènera  £i?  paialIMe  à  AC,  puis  Z)C et  n 
parallèle  DF,  et  l'on  aura  ADF=  ABC  :  prcnaat  ensaîle  àm. 
la  direction -fC,  GH^AF,  le  triangle  GH£  ser3.=  ABC, 
et  remplira  la  condition  demandée.  Ofiserve^  que  la  raiw 
construction  s'appliquerait  encore  au  cas  où  ,  au  lieu  de  donner^ 
le  sommet  £,  on  donnerait  la  base  GH\  on  pourrait  mj 
donner  aussi  l'angle  H  :  antant  de  problèioes  diBercns  qi 
résolus  par  le  même  procédé. 

En  prenant  EG  pour  base  ,  on  pourra  de  même  (ransfoi 
le  triangle  EGH  en  un  autre  EIL  é(|uiyalent  ,  qui  auriît' 
somtoet  en  /  ;  on  aurait  changé  le  triangle  ABC  en  EIL 
côté  Er  et  l'angle  lEL  étant  donnes.  Enfin  LK ,  parallèle 
El,  coupe  la  droite  donnée  NK  au  point  K ,  et  le  triangle 
EIK  =  EIL  =  ABC  résûat  le  problème  propose.  On  pourrait 
déterminer  le  point  K  ça  se  donnant  la  longaçnr  IK ,  ou  l'angls 
EKI  (n"  208,  IV),  ou  toute  autre  condition. 

Des  Plans  et  des  jongles  dièdres. 

265.  De  la  déaiilliou  du  Fian  (ti"  i54),  11  suit  que, 
l'f.  Le  plan  est  une  surface  iolinie  en  longueur  et  largcuc. 
3°,  '/'rois  points,,  ou  deux  droites  tjui  se  coupent  j.  sont  lo»- 
Jiiurs  dans  un  mJmt  plaiij  et  en  déterminent  la  position.  En  ' 
efiet,  on  peut  visiblement  concevoir  une  intinitë  de  plans  (fid 
passent  par  l'une  des  droites,  ou  par  la  ligne  qui  joint  deux  da 
points  dotinés,  puisifu'on  peut  faire  tourner  l'un  de  ces  plmi 
autour  de  celle  ligne  cainme  -sur  une  cbarniore.  Mais  ce  plïH 
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rrèterà  dàiis  soù  tiioaTetnent ,  si  l'on  filé  hors  de  la  ligne  un 

Int  par  lequel  il  doit  passer. 

3^.  Un  triangle  est  toujours  dans  un  plan. 

4".  Deux  parallèles  détecTuinent  un  plan. 

5^.  Detax  plsjïs  tté  peuvent ,  sans  se  confondre ,  avoir  trois 

nntfl  eomMuns  non  en  ligne  droite  :  ainsi  l' intersection  de  deux 

'ane  est  uHe  droite. 

2G6.  Faisons  tourner  Taiigle  droit  P^i9  (£g.  11 5)  autour  de 
Bf  jusqu'à  ce  que  jiP  fasse;  avec  une  troisième  ligne  AC^ 
A  angle  droit  PAC\  on  dit  alors  quey^P  est  perpendiculaire 
1  plan  des  deux  droites  AÈy  AC. 

Si  une  droite  ÂP  est  perpendiculaire  à  deux  autres  AB,  AÇ^ 
ui  se  croisent  en  A ,  elle  l'est  aussi  à  toute  ligne  AI  tracée 
ar  ce  point  dans  le  plan  BAC  des  deux  premières.  £n.  effet , 
rfaluons  l'angle  PAI  :  pour  cela  ;  joignons  les  trois  points 
P,  Cf  B  quelconques  y  mais  tels  néanmoins'que  AB'ss.AC.  Les 
figues  PB  y  PC  seront  égales ,  à  cause  du  triangle  PAC=iPAB, 
Ao  milieu  O  de  la  base  BC  des  triangles  isosceles  PBC,  ABC  y 
inenons  POyAO^  qui  seront  perpendiculaires  sur  cette  base 
JC(n»  201, 3\);  les  triangles  rectangles  PCO,  PAC  y  ACO 
donnent 

PC=PO''  +  CO^=AP^+AC\    AC^=CO^+AO^\ 

^minant  y/C*,  il  vient  PC^s^AP^'+AO^,,  ce  qaî  prouve  que 
k  triangle  APO  est  rectangle  <p.  258).   - 
Les  triangles  rectangles  POI ,  APO^  AOl  donnent 

W'=:PO«+0/%  PO^^AP^-^AO^,  OP—AP^AO^', 

i(APP=AP+AP'j  ainsi  l^ngle  i^AI  est  droit;  P-^  est 
perpendiculaire  à  t6ute^dI^rte^/^/,  trâteée  dans  le  plan  MN. 

On  conclut  de  là  qne^  i\  les  obiiqtUs  'PC,  PB  (fîg.  ii5), 
pKt  jfècctrtênt  également  de  la  perpendiculaire  AP,  sont  égales j 
^MréciproquemenL  Gela  iuit  du  triangle  PACssPAB, 

îm  fieis  B,  E,  Dy  Cdes  obliques  égalés  PB,  PE».  (fig.  1 16) 
Sttit  sur  une  circonférence  dont  le  ciehtre  est  en  ^ ,  on  Volt 
f/ÊCypour  abaisser  cPun  point  P  /tors  d'un  plan  BfN  une  per* 
^ncUcuZaire  à  ce  plan,  on  marquera  trois  points  E^  B,  Csnt  ce 

19.. 
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plan^  à-égales  distances  de  P;  le  centre  A  du  cercle  pas» 
par  ces  trois  points  sera  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

2^  Si  Von  fait  tourner  un  angle  droit  PAB  (fig.  1 16)  auto 
de  son  côté  AP ,  1^ autre  c&té  Afi  décrira  un  plan  peipendia 
laire  à  AP  :  car  menant  en  ^  le  plan  J/iV perpendiculaire  kAt 
s'il  ne  contenait  |)as  la  droite  AB  dans  toutes  ses  positions;  qi 
l'une  fût,  par  ex.,  AD  hors  de MN^  le  plan  DAP qui  coupert 
iKfy  selon  C^  perpendiculaire  à  u^P,  donnerait,  dans  cepla 
DAP  y  deux  perpendiculaires  CAy  DA  à  AP, 

3".  Par  un  point  C  ou  A,  (fig.  ii6)  ,  on  peut  toujours  mené 
un  plan  MN  perpendiculaire  à  une  droite  AP^  et  Von  vtt. 
peut  nvener  qu* un  seul.  Car,  soit  menée  CA  perpendiculaire  n 
AP^i  en  faisant  tourner  l'angle  droit  PAC  autour  de  AP^  Cj 
décrira  le  plan  MN  dont  il  s*agit. 

4*«  D*un  point  A  OM  P  (lîg.  1 16)  ,  07»  Jie  peut  mener  qu't» 
seule  perpendiculaire  AP  à  un  plan  MN/  elle  est  la  plus  couH 
distance  du  point  P  au  plan  :  plus  une  oblique  s'écarte  de  h5 
plue  elle  est  longue.  Comme  les  obliques  égales  s'écartent  ^' 
lement  de  la  perpendiculaire ,  on  peut  en  eÏÏet  ramener  ces  dî 
verses  lignes  à  être  dans  le  même  plan.  Si  Von  admet,  par  ex. 
que  AI^AC,  on  prendra  AE-=^AC  dans  le  plan  PAI ^  c 
puisque  PI^PE  =  PC,  on  en  tire  PI>PC. 

5°.  Deux  plans  MN,  mn  (  lig.  117)  perpendiculaires  à  un 
même  droite  AP  ne  peuvent  se  rencontrer  ^  car  s'ils  n'étaient  pa 
parallèles,  en  joignant  un  point  quelconque  O  de  leur  lign 
d'intersection  avec  les  pieds  A  et  P,  les  lignes  AOy  PO  seraien 
deux  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  O  sur  la  même  lign( 
AP,  ce  qui  est  absurde  (n°  1^5    . 

6^.  Pour  mener  d^  un  pointa  (  fig.  Ii5)  une  ligne  VOjp^T' 
pendlculaire  à  une  droite  BC  ,  située  dans  un  plan  quelcon- 
que MN,  on  mènera  PA  perpendiculaire  sur  ce  plan  MN\  puii 
du  pied  A  de  celle-ci  ,  on  abaissera  AO  perpendiculaire  sui 
BC'j  enfin,  joignant  les  points  O  et  P,  PO  sera  la  perpendi- 
culaire demandée.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  prendra 
sur  BC,  OB:=  OC,  de  mener  AB  et  AC,  puis  de  répéter  1^ 
démonstration  ci- dessus. 
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'Remarquez  que  le  plan  P^O  est  perpendiculaire  sur  BC,  ce 
pi  donne  aussi  le  moyen  de  mener j  par  un  point  donné  V,  un 
ilan  perpendiculaire  à  une  droite  BG 

267.  Lorsque  deux  droites  PA ,  QO  (fig.  118)  sont  parallèles, . 
te  plan  MJN  perpendiculaire  à  l'une  PA,  l'est  aussi  à  l'autre 
QO;  car,  menant  dans  le  plan  3/!2VIa  droite  y^O  et  sa  perpen-^ 
diculaîre  BO,  ici,  coinme  fig.  ii5,  BO  est  perpendiculaire 
t'A  plan  PAO  y  et  par  conséquent  à  QO^  qui  est  dans  ce  plan 
^AO  (n®  266);  Mais  en  outre,  à  cause  des  parallèles  P^,  ÇO 
l'angle  P^O étant  droit ,  QOA  l'est  aussi;  en  sorte  que  QO 
est  "perpendiculaire  sur  AO  et  BO^  c.-à-d.,  sur  le  plan  AOB, 
OQ  MN. 

Bèciproqueirunt,  deu»  droites  AP,  QO  j.  perpendiculaires  au 
9nême  plan  MN  ^  sont  pçtraUèles  evUre  elles;  car ,  sans  cela ,  on 
pottirait  mener  en  A  une  parallèle  à  QOy  autre -que  AP\  cette 
g^rallèle  serait ,  aussi  bien  que  APy.  perpendiculaire  au  plan 
ilCÂT,  ce  qui  serait  absurde  (q**  266,  4°*)* 

DoriC,  deux  lignes  Aa  et  Bb  (fig.  119)9  parallèles  à  una 
troisième  Ce ^.  sont  parallèles  entre  elles;  car,  en  menant  un 
j/àn  perpeadiculaire  a  Çc^  il  le  serait  aussi  à  ses  parallèles  >^a 
et  Bb^en  Tcrtu  de  notre  proposition.:. il  suit  de  sa  réciproque,, 
qae  A  a  est  parallèle  k  Bb, 

268.  Les  intersections  "Kl  y  Id  (fig.  ïi'])  de  deux  plans paral^ 
Ài^f-MN ,  mn  par  un  même  plan  kKI  sont  parallèles;  car  d'une 
jpirt  elles  sont  dans  un  même  plan ,  et  de  Pautre  elles  ne  peuvent 
»c  rencontrer. 

Donc,  i**.  la  ligne  APj  perpendiculaire  au  plan  MN  j  l'est 
itussi  à  tout  autre  plan  parallèle  mn*,  car^  en  menant  par  AP 
Un  plan  quelconque  BCcb ,  les  inte]^sëctîon5  BC^  bc  étant  pa- 
rallèles, l'angle  bPA  est  droit.  Ainsi  ^P  est  perpend.  à  toute 
Kgne  bc  tracée  par  le  point  P  dans  le  plan  mn. 

a®.  Les  parallèles  li,  Kk^  interceptées  entre  deux  plans  par» 
aUèUê  MN ,  mn^  sont  égales;  car  le  plan  IKhi  de  ces  lignes 
!dàne  les  parallèles  ÏK ,  ih\  ainsi  la 'figure  Ih  est  un  parallélcv-^ 
ramnae ,  d'ofa  H  =  Kh. 
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^iaocdeux  fiant  para  lUtfi  soiUpartouià  égale  distance 
de  f autre. 

aSg.  Si  la  droite  Ce  (fig.  I  igl  est  parallèle  à  la  ligne 
elle  l'est  nuaû  à  tout  plan  AaitB  quipasue  par  Âa  :  puisqu 
cat  eiitièremeiit  comprise  dans  le  plan  j4c  des  deux,  paralli 
si  Cf  pODvait  rencontrer  lu  plan  ^b,  ce  ne  serait  que  dans 
des  points  de  jia ,  qui  ne  serait  pas  parallèle  à  Ce, 

Étant  données  deux  droites  ab,  Ce  non  parallèles,  et  qi 
se  coupent  pas ,  on  peut  toujours  faire  passer  par  l'une  uq 
parallèle  à  l'autre ,  et  l'on  n'en  peut  mener  qu'uD  seul  ;  car 
un  point  quelconque  a  ou  b,  mcnonsa^  ou  bS  parallèle  à 
le  plan  Ab  sera  celui  qu'on  demande. 

a-jo.  L'inclinaison  de  deux  plans  yth,  ^o(fig,  119},  q 
coupent ,  ou  la  quantité  plus  ou  moins  (grande  dont  ils 
écartés  l'un  de  l'autre ,  est  ce  qu'on  appelle  un  angle  'Dii 
nous  le  désisterons  par  baAc,  en  mettant  les  lettres  aA 
mai-quent  l'intersection  ,  entre  celles  b,  c,  qui  se  rapporteo 
deux  face^. 

Lm  angles  reetilîgnas  baCj  BAC,  qui  résultent  de 
letsrùtion  d'un  angle  dièdre  par  deux  plans  parallèles 
ot/nques  sont  égaux.  En  effet,  ab  et  AB  sont  paralli-Ips  {ù'-i 
ainsi  que  ac  et  AC;  prenons,  sur  ces  droites,  des  partiesi 
^  =  AB,  oç=i^Ç;  ^çaons  Co,  B^,cf}  et  C5,  U  Sgt¥ 
^j^^ne'tn'^ooj  Bb  é^le  et J[iara,|l^le  à  ^|i  :  de  mâm^  ]^| 
4P!ÇlJlp„Ç'f;  èg?lB  et  pfiMUWo  à ^a,  Ainsi,  ^M^^t^^.  e^j 
lèle  à  Ce,  et  la  fig.  Cb  est  un  parai  Ici  ogramme.  On^  eif  g( 
(;Zt==e>,)et  psr,  «^1^!»?'?!  \*  'r^OS'a  ^<^^!^BJt^,  et  1 

.Çitifitj^oaa  dâlà^LfQ,  (".  si  deuil  angl^  Iflfi^  BAC  '^t"» 
f^^ff)^lUfC^'t^ip^rc^Use^l'ouv^Hu^e.,tqurnéç,d«m  ^  ■ 
sent,  ces  angles  Bont^é^i^:^.  §i  L'ouTertwe  es^  tourjaéç  ei 
^nt^ai^e,,  oes  ^ngtes  sq,ttt  ^upplémens^  cçpuit^e  11°  )^3, 5°. 
,  .îf\i^"^Pi^f^  Ç^.t^^l**  sent para^lplss-  %a  9^^, 
ifl>ïWé  S»  W1»W^.<>  Hfleïerî)e,nd.a/sur,-lpplapioc,  et 
par  le  point  /,  où  elle  rencontre  le  plaq;  ÇAC/^çt  dam  ci 
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te  parallèles  /A,  IL  à  AB  et  j4Cy  elles  seront  parallèles  a  ab 
ginc  {p?  267).  Or^  les  angles  laby  lac  sont  droits  et  égapx  à 
^KyoIL,  Amsî  o/^st  perpend.  au  plan  KIL  (n^  26^.  Donc 
iïMdéax  plans  bac,  BAC  sont  perpend.  à  une  môme  droite 
:j^  Î166,  5*;). 

-  3*.  Les  triangles  6acy  BAC  qui  joignent  les  extrémités  de 
trois  droites  égales  et  parallèles  dans  l'espace^  sont  égaux;  les 
pUns  de  ces  triangles  sont  parallèles. 

271.  Soient  deux  angles  dièdres  BAPC,  bapc  (flg.  120)^  cou- 
pés par  des  plans  BACj  bac  perpend.  à. leurs  arêtes  AF,  ap;  les 
^ngles  dièdres  sont  dans  le.  me  me  rappart  que  les  angles  recti^ 
lignes  BAC,  bac^  résultant  de, cette  section j,  et  dont  les  côtés 
êorU  des  perpend,  menées  ^.  dans  chaque  face ,  en  un  point  de 
leurs  arêtes  AV,  ap. 

'.,  En  efiet,  i?.  en  quelque  point  A  de  l'arête  AP  que  la  section, 
perpend.  soit  faite,  l'angle  BACsura  le  même  (n^  ^^^)• 
.  2^  Si/]i^  angles  B^C^  pac  sont  égaux ,  les  angles  dièdres  le 
«(^  aussi  p  puSsqiie-.eeux-ci  coïncident  en  appliquant  l'un  sur 
lautre  les  angles  BAC,  bac, 

..  3L^  Si  BAC  et  bac  ont  une  commune  mesure  CAx ,  en  la 
{ortaiit  sur  CAB  et  cab  autant  de  fois  qu'elle  peut  y  être  con- 
\^ïkt ,  et  i^ienant  des  plans  par  les  arêtes  AP,  ap  et  les  lignes 
^jiyisiçn  Ax,,  ;4f  ***->  cliaque  angle  dièdre  contiendra  l'angle 
^ikàx^  ÇA'Pjt^'x  autant  de  fois  que  CAx  est  contenu  dans  CAB 

^wbi  &o\\  il  suit  que  les,  aneles  dièdres  sont  entre  eux  dans 

.-..       »,      _.•  ^^  ■■lî".  ■'•■ 

l||j«j^rt  de  CAB  à  cab. 

\  jlf\  Si  les  angles  CAB,  cab  sont  încommensurabl^sS;  on  prou- 
vera aisément  (  comme  n®  168,  2*'.)  que  cette  proportion  a.  en- 
ooriîlieu.  ... 

•  1-1  •  ■..».- 

,,GonoluQn$  donc  (n*** 39,  71)  ^vCun  ofigle  dièdre  a  ppur  me- 
iun.fangl^.  rectiligne  gui  résulte  de  l* intersection  de  cet  angle 
(fiiflu  par  urj,  plan  perpendiculqirs  à  son  arête  :  puisqû'après 
avoir  pris  cab  pour  unité  d'angle ,  on  peut  prendre  Tangle 
dièdre  cpab  qui  lui  correspond  pour  unité  des  angles  dièdres  ^ 
Mi<Kiiiie'-n"'i69;  de  sort^  qu'en  dernièi'e  Analyse ,  leà  al^-de 
cercle  servent  aussi  de  mesure  aux  angles  dièdres.        .  '  '  ^SM' 


:ig6  GioMÉTRiE. 

Dans  la  reocontre  des  plans  entre  eux^  on  tpoaye  les  méi 
théorèmet  que  pour  celle  des  lignes.  Ainsi ,  les  angles  adja< 
de  deux  plans  qui  se  coupent  Talent  deux  droits ,  et  leurs 
gles  opposés  au  sommet  sont  égaux.  Deux  plans  parallèl 
coupés  par  uu  plan  sécant^  forment  les  angles  corres{y>ndaai|] 
alternes- internes^  alternes -externes,  égaux  ^  et  réciproqi 
ment^efc 

272.  Les  plans  sont  dits  perpend. ,  lorsque  leur  angle  diijinf 
est  mesuré  par  un  angle  droit. 

La  droite  AB  (fig.  121)  étant  perpend,  au  plan  MN^  tàutphm 
FQ  qui  passe  par  cette  ligne  est  perpend,  à  MN;  car,  a 
menant  dans  le  plan  AfiV^la  droite  AC  perpendiculaire  sur  SPy 
l'angle  BAC  est  droit  (n^  266).  Domc,  i*.  pour  èleçtr  en  kk 
perpend,  AB  au  plan  MN^  appliquez  sur  ce  plan  lé  côté  PJI 
d'un  angle  droit  PAB^  et  faites  tourner  cet  angle  autour  de  Vh 
jusqu'à  ce  que  le  plan  PQ  devienne  pcrpénd.  a  MN\ 

2*.  Par  une  droite  ^  telle  que  PQ  om  AB  (  fig.  ^22)^  on  M 
peut  mener  qu*un  seul  plan  perpend,  â'  MH';  ce  plati  ABQf 
est  déterminé  par  une  perpend.  AP  à  Ml^, 

3®.  La  Projection  A  d'un  point  P  sur  un  plan  MN  e^  to 
pîecl  de  la  perpend.  AP^  abaissée  du  point  P  sur  ce  plan. 

La  proiection  AB  d'une  ligne  PQ^  est  la  suite  des  pieds 
de  toutes  les  perpendiculaires  abaissées  des  divers  points  de  la 
ligne  sur  le  plan.  Si  celte  ligne  est  droite ,  Ic'Syslëme  de  toutes 
ces  perpend.  formera  un  plan  PABQ,  perpend.  à  MN \  Fin- 
tcrsection  AB  de  ces  deux  plans  est  la  projection  de  la  ligne 
PQ\  projection  qui  est  une  droite  déterminée  par  celles  A  qïB 
de  deux  points  P  et  Q. 

L'angle  qu'une  ligne  droite  fait  avec  sa  projection  sur  un 
plan  est  ce  qu'on  appelle  l'inclinaison  de  la  droite  sur  le  plan. 
Les  lignes  ABy  AO . , . .  (fig.  li5)  sont  les  projections  sur  le 
plan  MA^des  droites  PB,  PO. . .;  et  les  angles  qu'elles  forment 
avec  ce  plan  sont  PB  A  y  PO  A, . . 

273.  Si  les  plans  PQ  ^^  MN  (fig.  12 1)  sont  perpend.  entr^ 
euXj  et  qiûon  mène  dans  Vun  PQj,  Ut  perpend,  AB  sur  leur  in' 
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*9eeden  PR^  elle  le  sera  à  Vautre  plan  MN.  Cax,  si  Pon  mène 
iiisce  plan .ilfiV,  AC  perpendiculaire  sur  PRy  l'angle  BAC 
raHroiti  puisqu'il  mesure  celui  des  plans  :  ainsi  AB  sera  per- 
mdiculaire  sur  PR  et  sur  AC  (n°  266). 

Réciproquement 9  si  les  plans  PQ  et  MN  sont  perpend.^  et 
iOy  par  un  point  A  de  leur  intersection  PR ,  on  élèye  la  per- 
sndiculaire  AB  au  plan  MN^  elle  sera  dans  le  plan  PQ\  car, 

elle  n'y  était  pas^  en  menant^  dans  ce  plan  PQ,  uneperpend. 
PR  en  A  ,«He  serait  une  a'  pcrpend.^  en  ce  points  au  plan  MN, 

Donc^.  si  deux  plans  PQy  RS  (fig.  128)  sont  perpend.  k  va 
*  MN,  leur  intersection  AB  est  perpeod.  a  MN  :  car  si  par 
i  point  A  on  veut  élever  une  perpend.  à  ce  plan  MN,  elle 
pitétre  située  à  la  fois  dans  les  deux  plans  PQ,  RS. 

9jl4^  ft^  P^  coi^rU  distance  Qo  (fig.  119)  c^  deux  droUee 

ob^  AGi^  qui  ne  9e  coupent  pas  j  est  la  ligne  perpend.  sur  l'une 

ff  rature.  Car  faisons  passer  par  qb  un  plan  bac  parallèle  à  AC, 

AifnAC  un  plan  BAÇ  parallèle  à  qb  [v!^  269)  :  la  plus  courte 

dirtançe  cherchée  sera  viaibleihent  celle  .des  plans  parallèles 

hee,  BAC  (n*  268,  2**.).  Par  ab,  on  mènera  un  plan  balK 

fttpend.  au  plan  BAC',  l'intersection  IK  coupera  AC  en  un 

point  O',  enfin  élevant  Oo  perpend.  sur  le  plan  BAC,  Oo  sera 

h  ligne  cherchée. 

275.  Deux  droites  AB,  CD  (fig.  124)  sont  coupées  en  parties 
fnforiiqnnelUs  par  trois plofis parcillèles  RS ,  PQ,  ]tf N.  En  effet , 
môns  AD,Qi  tirons  1^^  drqîtes  BD,  EF,  FG\  4Cy  ^JP>era 
parallèle  à  BD  (n^  2^8),  ainsi  que  AC  à  FG.  On  aura  donc, 

^_  AF        AF_CG  AE  _CG 

ES  ~  FD'  ^^  FD  ~  GD'  ^^^  EB  ~"  GD' 

Des  Angles  polyèdres. 

.  •  ■  '  .  -  '  "  ■ 

376.  Lorsque,  divers  plans  (fig.  I25)  ont  pour  intersections 
^«oesstves,  deux  à  deux,  des  droites  SA,  SB,  SC. . .,  qui  se 
'dissent  en  un  même  point  S,  l'espace  indéfini  renfermé 
^tre  ces  plans  est  ce  qu'on  nonune  Angle  polyèdre  ou  Angêà 
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êokde.  Chaeuii  des  ah'ght  jiSBy  BSC. . .  qui  le  oompeseot  nd 
des  Angles  plam.  \ 

£t  si  cet  espace  est  limité  par  «i  plan  ABCDE  y  le  cm 
SABCDE  s'appelle  une  Pyramide.  i 

Si  le  polygone  ABCDE,  qui  sert  de  basé  k  une  pj^tunide^ 
est  régulier,  et  de  plus,  si  la  perpendiculaire  SHy  abaissée  A 
sommet  S  passe  par  le  centré  ^du  polygone,  la  pjranidsflA 
dite  régulière.    ' 

Du  reste,  .on  distîngne  les  pyramides,  ainsi  q«e  tes  attgh 
.polyèdres,,  par  le  nopnbve  de  fàoes  qui  composent  l'angle  S  :  oi 
angle  Trièdre  a  trois  Dsoes;  un  angle  Hexaèdre  eh  a  six,  etc.    * 

277.  Tani de  lignes  SA,  SB.. . .  qu^on  voudra  (fig.  isS}^! 
partant  d*un  point  S,  sont  coupées  en  parues  proportioniuBml 
par  deux  plans  parallèles  AC^  ac;  ou  les  arêtes  d'une pyrÊ^\ 
mide  SAC  sont  toupêès  proportionnellement  par  un  plahé^ 
parallèle  à  sa  base.  Car  les  parallèles  AB^  ab,  BC,  bc.:,à6\i!ùeà^ 

SA  ^SB4B     .m^SC  _  BC    ■ 
li      '^         ab'      Sb         "57"    bc'        ' 

■ 

çt  comme  ces  proporfions  s'enchaînent  pa)r  un  rapport  conlm1la^ 

SA        SB.         se 

on  trouve  -^r-  —  -ôt  =  "c^  — 
oa  o&  oc 


•  •  •  • 


La  réciproqua  se  démoqtre  ai^éfpçnt^ 

'    îX'^S.  Le  polygone  âbc. .  .j  qui  réiuUé  de  ta  section  d'unepy^ 

ràntide  par  un  plan  ac  parallèle  à^sa  base  AG^  est  semblable 

.        '  ^  ,  AB      BC      CD 

a  cette  base.  Car  on  a  aussi  — r-  "=■  —x —  =  — r  =  ...  ;  et  comme 

ab .        b^         cd 

d'ailleurs  les  C(Ués  des  polygones  ABC, . . ,  abç, . .  étant  paral- 
lèles ,  les  angles  A  etajBetb.  , ,  sont  égaux  (a°  270)  ,011  en  con- 
clut que  ces  polygo^qs;  &Oat  si^mbUbl^e^.  Ces. polygones  sont  entn 
eux  comme  les  carrés  des  distances  au  sommet;  car,  eu  menanl 
la  perpend.  SHswv  ABCi  , .,  elle  coupera  abe. . .  en  /*,  et  Von 

AB'        ABCn...  ,  .    ^.\         .   AB        SB       SB 

aura  — 77-  =:  — - — -— —  (n"  202);  mais  — ;-  =  -7^7-  =  -^ 

ab''       .     ahcd.^.     v    ,        v?  ^j  Sb         Sh 

donc ...  . 
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379.  Dana  tout  angU  trièdre  S  (fig.  X26)>  l*uu  qiulconqiu 
M  angles  plana  esi  plus*  petit  que  la  somme  des  deux  autres  : 
.t^j  a  lieu  à  démontrer  la  proposition  qu'à  l'égard  du  plus 
rand  angle  plan  ASE.  Prenons  donc,  dons  cette  face^  l'angle 
OSE=zFSE\  puis  menant  la  droite  quelconque  ^^^  prenons 
ur  Tarète  5F  une  partie  SC=zSD.  Les  triangles  DSB,  CSB 
ont  égaux  y  et  donnent  BD=BC'y  et  comme  BA^BC^CA^ 
m  en  tire  AD^AC.  Ainsi  les  triangles  ASC  y  ASD  ont  l'angle 
éSD  <^.ASC  (p?  .196)^  et. par  conséquent  l'angle 

BSA<BSC+CSA. 

.~.  .  .  • 

l8o«  Un  angle  polyèdre  S  (fig.  128)  a  la  somms  des  angles 
wiçns  qui  le  composent  moindre  que  quatre,  angles  droits.  En 
At ,  puisque  l'angle  pol jèdre  S  est  convexe  j  on  peut  toujours 
e  couper  par  un  plan  qui  donne  une  hase  ABCDE^  et  forme 
U  pyramide.  iS^^X).  Des  angles  de  cette  base- menons  les  lignes 
OAf  OB^OC,  à  un  point  O  intérieur  et  arbitraire:  elle 
aura  autant  de  triangles  qu^il  .y  en  a  pour  forqier  l'angle  S  ; 
ella  somme  des  angles  de  ces  divers  triangles -ser^de  part- et 
dfsatre  la  même.  '  '/^ 

Cela  posé,  on  a  Pangle  plan  AB€<^AB^'>^'SBC]  on  en 
dût  dire  autant  des  autres  angles  trièdrès  (7,  2). . .  ;  d^oii  il  suit 
<|wla  soUime  des  angles  du  polygone  AB.C.  ;  •  es^  (>ius  petitQtque 
ttinqime  des  angles  à  la  base  dans  lestiûanglés  SAB,j  SBV,\  . 
Dmo  k  somme  des  angles plansen  S  est,  pouV  coàipenser^ plus 
(Itite  que  la  somme  des  angles  eu  O. 

Qn  M' p0ut.donp  fariner,  aime  ties  polygames  réguUér^>êgawÈj 

fkk.de  fiinq  polyèdres;  ear,  i^  chaque  angle  de  l'hexaigone 

régulier  valant  ^  d'un  droit  (n®  235) ,  ou  ^  Z>,  trois  de  éea  angles 

bit.  4^^,  et  ne  peuvent  être  employés  à  former  un  aisglé^po- 

IjUre,  A.  plus  forte  raison,  ne  pourrait-on  pas  employer  quatre 

Iwiagonef  réguliera,:ou  des  heptagones )  etc.  = 

.a^  On  ne  peut,  avec  4»  5<  •  •  pentagones  régutîerli,  com- 

faier .un  angle  polyèdre^  non  plus  qu'aveo  4 9  ^*  •  •  carrés,  on 

Oi  f...  teiangles  équilatéraux ;  car  chacun  des  angles  Tàttt 

rapeotivement  f  D,  iD,  f  D. 


v.-.v 


•  »  • 

pulyMiwfcrah  M/méè  tfoi»  peàtagff— i  ifyJiwi  j  %iiA 

:j^^  rifWliwJlièBtf  ^pitoiESF  caé  èrf ;>f  Sft=iii^i>jESjB 

^les 5/?,  «5,  et qo'<^j«iir mh^'e^ji/sMBjiC,  bao ^ 
on  aura  Tisiblement  lisi  triangles  rectangles  égaux  SBC 

ACA  ;=r  Mca  ^.^  par  J«te  le  triangle  JBjtCmàAm».  Â 
•UBjÇ^mkmi  w^MPaàglè^iWvt g^iK^a^ahMSai 
<dâJ9N6inéâBiiidéML«Bl»sangleadUk^^         i-:.:  -  ..^j  V^ftii^ 
<c  wd^.  j9J  &a^iW|pfse.ififa>ar4>*iij^  toa»  <Hi|fjrtBè/«aÉst 
sctft&»^!epBuna%  »n&y:ie»A|i^tii]àai|tJaftceiiéft*Éiu;^^ 
^5ir|;iiU ms^Êètm<K^^SMO, \Êà.pa9  SC^  «t  intf «wm 

2**.  Mais  si  les  angles  plans  égaux  ne  sont  pas  âiaposés  ddl 
le  même  ordpe  '<%.,  127),  ASBzs^jfS^S',  ASCmpiASC 
MtBS  Cz^i^S^.  Ofj  alors  IeS;ang1es  diëdres  sont  encore  égana ,  mdl! 
•iti|}Qe  pe^ven^  plus  coâicider*  Pour  appliquer  le  triangiie  j/V^ 
sur  son.  égal  ABC^  iH  fiiut  reuTerseir  le  corps  S^AfCB^^  phoir 
Jf'Ç  sux  BC^  A^B\  sur  AB^  A!  G  sur  AC-^  Pun  chs  «qi 
se  trouve  situé  en  dessus  dé  la  base  ABC^,  l'autre  est  en  denoU 
.(i(ig^t;29).L€^^coi4pis-.i^t  alors  éT^W^ri^iMs  {voy.  lafi  doo);  ctf 
•hst  perpfend.:.5^,;^J9^;sar  le  piaa<  de  la  base  oon^muiKB^BC 
;4ffnjb  égales.         .;.•'.  '  .  y- 

-(rt^Vjl  est /visible  qn^m  pourra  encore  fiaire  coïncider -les  tn- 
glçç^  trièdres^=«t  «  (fig.  126)5  s'ils  ont  un  angle  ^i^Urt:  ^ 
formé  par  deux  angles  plans  égaqx  et  seasblablement  placéi. 
..  ,  4^.  Si  iefi  àngUa  polyèdres  S' et  S'  (fig^  sa6)  eontfirtnif 
.(f^angle^  dièçlreit  é^aux.el  drangks  plana  égaux  ^  chacun  à  tkir 
çuuj  et  difipokée  dans  le  même,  ordre  j  ils  mront  égaux.  €a^i 
menons  des  plans  par  l'une  des  arêtes  SB  et  par  toutes  les  «n^ 
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[ormahont  les  angles  triëdres^^^^,  ESBD. .  »  •  Opé- 
léme  sur  S*  :  l'angle  dièdre  ESAB  3=  KSA'B! ,  donne 
an  ESB = £^5'^%  et  l'angledièdre  ÂESB^A'E'S'B'; 
ir  supposîtion,  l'angle  dièdre  AESDobA'E'S'D'; 
Bfit,  il  Tient  BESIIf  se  BÉSBf.  Donc  l'angle  dièdre 
zffES'D'\  et  ainsi  dès  autres. 

Surfaces  des  corps^ 

>n  nomme  Prisme  (fîg.  i3i}  le  corps  engendré  par  le 
snt  d'une  droite  Aa,  qui  se  meut  parallèlement ^  son 
é  A  décrivant  un  polygone  quelconque  ABCDEy  et  sa 
Aa  restant  la  même.  Si  V Arête  Aa  est  perpend.  au 
a  Base  ABC, . .  ^  on  dit  que  le  prisme  est  Droit. 
tC  Aa  est  égale  et  parallèle  à  Bb ,  Ba  est  un  parallélo- 
(n°  200) ;  il  en  est  de  même  de  Cb. , .',  donc  toutes 
latérales  d'un  prisme  sont  des  paralUlogrammea,  Une 
lelconque  Aa^  de  l'arête  Aa  engendre  aussi  des  parai-* 
mes  Ba' ,  Cb\  . . ,  de  sorte  que  le  polygone  a^b'ç^. . , 
r  le  point  a  ,  ayant  ses  côtés  égaux  et  parallèles  à  la 
C. ...  9  ces  polygones  sont  égaux,  et  leurs  plans  sont 
s  (n^  270  >  2®.)*  Donc,  toute  section  faite  dans  un 
vr  un  plan  parallèle  à  la  base  est  égale  à  cette  base:  les 
}Osées  ABC ...  I  abc ....  sont  dçnc  égales  et  parallèles» 
ice  de  ces  bases  est  la  Hauteur. 

y  aire  d'un  prisme  est  le  produit  d'une  arête  Aa  (fig.  1 82) 
rimètre  d'une  section  a^bV.. .  qui  lui  est  perpend.  Il 
e  que»  les  deux  bases  exceptées,  IVire  du  prisme  est  la 
es  aires  des  parallélogrammes  qui  le  composent.  Si  le 
st  droit,  l'atfe  est  le  produit  du  contour  de  sa  base  par 
»  arêtes.  £n  coupant  le  prisme  Ac  par  un  plan  iJ^b^c\  • . 
3i  l'arête  Aa,  et  plaçant  la  partie  supérieure  ac  sbns 
ire  Ac  ,  de  sorte  que  abc. . .  coïncide  avec  ABC. . .  ,lè 
.^yiendra  di'oit.  Donc^  etc. 

inp  posons  que  la  base  du  priome  soit  un  parallélo- 
ABCD  (fig.  i34)y  outre  les  £aoés  AC^  ac  égakaet 
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pnra.\\'e\e*  ,Vm  tt  encore  la  faiTR  j4b  égale  ri  yiarallèle  b  Aa\ 
que  IcKcfitôs  des  «nglcs  a^B,  rf/JC  sont  égaux 
(n"  270)-  De  même  pour  le>  faces  Bc,  Ad:  c'est  ce  qnî  r 
doDiier  le  nom  île  ParalléUpipède  aM  prisme  dont  la  Itateesl 
parai  lélogra  II  une,  |>ui9<)ue   U»  six  faces  sont   égales  et 
lèies  deux  à  deiiXj  eu  sorte  <)uc  l'on  peut  prendre  l'une  qoel* 
contjue  pour  base. 

Réciproquement,  le  corps  formé  de  aix  faces  parallèles  deni 
à  deux  est  un  parallélcpipcde;  car  les  plans  jiC,  ac  étant 
rallfcles,  AB  est  piiniilèlc  à  ab  (n-  268);  Aa  l'est  à  Sb; 
face  Ab  e&t  donc  un  jtarallélogramme  :  de  même  pour  Bc^ 
Ad. .  .  ;  donc  le  poiji'dre  peut  être  considéré  comme  engtai\ 
p3r  le  mouvement  de  Aa  glissant  parallèlement  sur  les  cttj 
de  ABCD. 

Va  prïame  est  détermiué  lorsque  la  base  AliC.  , .  (lig.  l3lj 
et  l'arête  génératrice  A'a  sont  données  de  grandeur  et  de  posr 
tiou;  donc  un  parallélépipède  l'est  (iig.  i34),  lorsqu'on  connut' 
l'un  de  SCS  angles  trièdres^^  et  les  longueurs  dea  arêtes  Aa,AS 
et  AD  qui  le  forment. 

Si  l'arpte  Aa  est  perpend.  à  la  base  (lig.    i33),  et  m  crfte 
base  est  un  rectangle,  le  parallélépipède  est  Reclangîe:  tout 
les  angles  y  sont  droits;  chaque  arête  est  perpend.  aus  pb 
qui  la  terminent  ;  car  on  sait  que  trois  droites  Aa ,  AD  et  A& 
étant  perpend.  entre  elles,  chacune  l'est    au    plan  des  deux  . 
autres  Cn°  266);  si  en  outre  les  arêtes  sont  égales,  le  prisme" 


3»? 


a85.  Le  plan  DdbB  (iig.  i34)  qui  passe  par  deux  arét»' 
opposées,  donne  un  parallélogramnie  dont  lea  diagonales  Dbff 
Bd  se  coupent  en  deux  parlies  égales  (a°  a3i)  ;  les  quatre  dia> 
gonales  Db,  Bd,Ac,aC  se  coupent  donc  au  même  point  0;cêê< 
Bd  coupe  Db  en  son  milieu  0 ,  et  Ac  doit  aussi  couper  Db  eo 
deux  parties  égales. 

286,  Lorsqu'une  courbe  quelconque  v<rZ>fl  (fig.  i44)  tourniS 
autour  d'un  axe  AB  ,  elle  engendre  une  Surfont  do  répolutùm. 
LeQWM)tèred)'dt&Gtî€(ieceBiBrfikoe*iootasùt(ieti-eft>t^,  «fM^te 
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e  soit  la  tx>urbe  géiiératrioe  ACDB ,  tout  plan  perpend,  à 
X9  donne  pour  une  intersection  une  circonf»  de  ce^vle.  Car. 
droite  DI  perpend.  a  u^B^^  décrira  dans  son  mouyement 
.  plan  perpend.  à  l'axe  (n^  266^  2^);  de  plvs,  le  point  D 
aaeryera  toujours  la  même  distance  DI  à.oet  axe. 

287.  Le  Cylindre  est  un  corps  engendré  par  une  ligné  în^ 
ifinîe  Aa  (fig.  i35)  qui  se  meut  parallèlement  en  glissant  sûr 
ne  courbe  quelconque  ABOD.  Nous  regarderons  ici  le'  Cj* 
jidre  comme  terminé  par  deux  bases  parallèles  ABCD ,  ahctt'^ 
I  Hauteur  est  la  distance  entre  les  bases. 

Inscrivons  et  circonscrivons  des  polygones  à  la  base  du  cjj^ 
ladre:  la  génératrice,  en  glissant  sur  leur  contour,  décrira. 
ite  prismes  y  dont  le  cylindre  est  visiblement  la  limite  f^), 
iomme  sa  Imisc  est  la  limite  dé  leurs  bases.  Il  est  aisé  de  conclure 
b  U  que  y 

1*.  Toute  section  faite  dans  un  cylindre  pai*àltèlement  k  Id 
«se  donne  une  courbe  égale  à  celle  dé  la  ba^e. 

2^  If  aire  d^  un  cylindre  droit  Âc  (fig.  i36)  tst  le  produit  du 
érimètre  de  sa  base  par  sa  hauteur.  En  effet ,  soit  C  le  contour-' 
k  la  base,  et,  Fexcès  du  périmètre  du  polygone  circonscrit 
HT  C,  en  sorte  que  ce  périmètre  =  C*  +  «  ;  Aa  =3  JET;  enfin  S 
aire  du  cylindre ,  et  /S  l'excès  de  l'aire  du  prisme  circonscrit 
HT  5,  on  aura  5+/3=^(C+*),  d'où  (n"  ii3),-^=^.C. 

3*.  Si  le  cylindre  est  oblique  Ac  (Hg.  i35),  la  section  a^b'c'd^ 
erpend.  à  la  génératrice  forme  deux  corps  Ac'  ^  de  qui  rap-> 
roches  par  leurs  bases  axi  et  ACy  qu'on  fait  coïncider,  donnent 
D  cylindre  droit.  Ainsi ,  l'aire  du  cylindre  oblique  est  le  pro- 
iiit  de  sa  génératrice  A  a  par  le  contour  d'une  section  cib'c'd^ 
srpend.' 
4**  Le  rectangle  qui  a  pour  hauteur  la  génératrice  d^un  cy- 


^*)  Cette  proposition  repose  sur  celle-ci,  qui  est  analogue  à  celle  dan*  iSJQy 
ine  noas  regardons  comme  e'vidente,  diaprés  Tidëe  que  nons  nous  forofont 
JVtendue  dès  aires  :  Taire  d'une  figure  plane  est  moindre  que  celle  de  toate 
face  terminée  àa  même  contour;  et  de  deux  sdrfaces  coinrisifet  MAftlitfM** 
contour,  la  plus  grande  est  celle  qui  enveloppe  Pantre.  .:.: .:iui  j 
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liadre  droit,  et  pour  base  le  contour  de  »a  hase  rédigée,  eA 
égal  h  l'aire  de  ce  cylintlre.  C'est  ce  que  Monge  nomme  le  i 
loppemeni  de  cette  surface.  Lorstjue  le  c^liodre  est  oblinoet  ni 
la  section  perpend.  à  l'arèle  se  développe  suivant  une  !i^ 
droite  a'd'  (lîg.  i38),  à  laquelle  toutes  les  génératrices  sddI 
perpend.  Si  donc  on  élevé  eu  divers  points  a  ,  b' ,  c  ,^,  ifi 
perpend.  sur  lesquelles  on  portera  en  dessus  et  en  de«soui  Ja 
parties  a  a,  â  A ,  h'b ,  b'  B ,. . , .  j-espectivemeot  égales  aaipor»^ 
lions  de  chaque  génératrice,  tant  en  dessus  qu'en  dessoui^ 
la  section  ah'c'X  (fif;,  i35),  on  aura  l'aire  aD ,  terminée 
deux  courbes  parallèles  abcà  ,ABCD ,  et  qui  sera  le  dévelop* 
pement  de  la  surface  du  cylindre. 

fi".  On  ne  considère  dans  les  élémciis  de  Géométrie  quelf^ 
cylindres  dont  la  hase  est  circulaire  :r>^j;e  est  la  droite  paral^tK 
à  la  génératrice  et  qui  passe  par  le  centre  delà  base.  Le  Cyli 
droit  peut  donc  être  regardé  comme  engendré  par  la  rérolutioi 
d'un  rectangle  AOoa  qui  tourne  autour  d'un  de  ses  eûtes  0% 
Toute  section  faite  parallèlement  à  la  base ,  dans  ce  cor 
révolution,  est  un  cercle  (i".  et  n"  2S6)  égal  ^  cette  batc 
L'aire  est  S  =  2%IIH;  H  étant  la  hauteur  et  R  le  rayon  deh^ 
base  (n"  248). 

288.  L'aire  d'une  pyramide  s'o!)tieiit  en  ajobtant  les  air» 
des  triangles  qui  la  composent  :  si  la  pyramide  esl  réguliin, 
l'aire  est  le  produit  du,  demi-contour  de  sa  base  par  la  perpen- 
diculaire menée  du  sommet  sur  un  de  ses  côtés,  parce  que  ca 
triangles  sont  égaux  ,  et  ont  pour  hauteur  commune  cette  pe> 
pend.,  qu'on  appelle  ^^ofAème. 

289.  On  nomme  Cône  le  corps  engendré  par  une  dnMd 
indélinie  AS  (Cg.  189)  assujettie  à  passer  toujours  par  un  pcnnt 
fisc  5,  qui  esl  le  Sommet,  et  à  glisser  sur  une  courbe  douoéo 
quelconque  ABCD.  Cette  surface  est  formée  de  deux  Nappt* 
opposées,  réunies  eu  S.  Nous  ne  traiterons  ici  que  du  cas  où 
la  base  est  circulaire  :  Y  Axe  est  la  ligne  menée  du  sommet  S 
au  cetCre  de  la  base;  la  Hauteur  est  la  per  pend  icola  ire  menée 
du  sommet  sur  celte  base.  Quand  cette  perpend.  se  confond  a?M 
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l'aze^  on  dît  que  le  cône  est  Droit  (fig.'  f  4o)^  on  pent  le  conce- 
voir engendré  par  an  triangle  réetahgte'  y/50  qui  tourne  sur 
un  câ|té  SO^  de  l'axig^e  droit.  TouleseçUon  parallèle  à  la  base 
:Pfm  cône  droit  est  if»  çercle^{n^  ^^)«: 

■.  '  '    .      .    ter"        I         '  ■  ■• 

2190.  Si  l'on  inscrit  «t^  circonscrit  des  poljgones  réguliers 
an  oerde  de  la  base  d'un  cône  droit  (fig.  i4o) ,  en  menant  des 
luttes  de  Icflnrt  ^iiqg^  ait  sommet  5>  on  formera  des  pyramides 
nigQlières>  Fane  iliacriie,  l'autre  cinjonscrîte  an  c6ne>  qui  sera 
«inUJenMênt  lent  limité.  11  suit  de  là ,  que 

k^  Ifc&re  du  c6m  droit  SAC«9l(  lé  "produit  de  ta  circonf.  G 
«b sa  base j par  ktThoitU  dé  èa géOéfntrU^Sk.  En  effet ^  soit  « 
Fesoès  du  périmètre  du  polygone  circons<»*it  sur  la  circonf.  C; 

h' pyramide' ciéconMfÂè  a- p^tiii'  aire  «i  -^C+'k)?  en  dési- 
piant  par  A  PapoUième  SA  qdi  est-  là  génératrice.  Mais  soit  S 
t-tàtt  du  eôn^  et  0iVices-de  celle  dé  la  pyramide  sfUr  iS\  on  aura 

*f-H8i=i:i-^C0-f  *>,  d'ôiV  ir3)  «==M-C;  on  a  donc 
iS==r#j<df/{vJR  étant  lé Tvybn  delà bà^:      * 

2**.  Si ,  myec  on  T2^btiîSA'±=±\9L  génératrïce  A  y  l'on  décrit  un 
are  ABD  (fi^;  itp^  'dSiYie  longnetir  égale  à  la  circonf. de  la  base , 
té  sectetar  AlSÙ  aura  là  lArânè  aire  que  Te  côkie  (h^  161  ).  G^  sera 
«6n  détd6(Jifetelent;'tes  géttérAtricès  seront  les  divers  rayons 
idèV«  aêcHelur.  '     ''-'•'   '   ■"    ■  '  •'   '•" 

3".  Le  cSnetronqieè  Kùàk  (âg.  i4t  et  iljSi^'làpour  dire  lepro- 
tÊÊtêide  eon'QÔiê  Aa  y  par  la  moitié  de  ht  somme  des  circonférences 
AC I  ac  des  bases,  ou  par  la  circonférence  s! à'  menée  à  distances 
égales  de  ces  bases^l^n  effet,  les  sections  ad^  c£d^  sont  des  cercles 
(n*  ;286);  l'wç  4u  tronc  y^JDoff  est  la  différence  des  aires  des 
wÂoei^AD j^  Mdm  Si  ^'i^n interne  centre  S  (fig.  \fyi)  y  ayec  les 
^yons  SAf  «a des g^^^éfa^içc^  de  ces  capes,  on  décrit  des  arcs 
ÂD  t  ad^..ffa!Qn  i^r^j^  ABD  égal  à  la  circonf.  AC  de  la 
base  jiii%¥iirey,  q^'9Vl.,mf!^e  les  rayons  SA  y  SD,  l'arc  abd 

setra  égal  2ll8l'éii*conf.  supérieure  ac]  car  d'une  part  -sr-=    ,  >  » 

•    •       *         1      ■   I  ■  ■  ■  .  »    L  .  •  ^c*  c*c/t* 

}â  =  '^  . —  :Me  rautré  (fig.  i^i) ,  ce  même  rapport 
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1  donc  a6d=  ci 


5o6  CÉoHéTBtE. 

*■'  —  é£R~^i[ÎLd.^ 
Sa         aid         cire  a 

les  aires  des  secteurs  SABD ,  Sabd  sont  équivn 
de»  deux  cônes ,  et  que  l'aire  AabdDB  l'est  à  i 
dont  elle  est  le  déTcloppement.  Donc  {  n"  26 
=  ^fl  X  o'i'rf'  =AaX^{ad-\-  AD). 

^i.  La  Sp/tèrt  est  un  corps  (6g.  1^3)  cngeadn 
lution  d'un  demi-cerde  ADB  sur  un  dîaïaètre  A 
reTolution,  un  arc  quelconque />F  ou /^^eugenc 
AD  décrit  une  Calotte  ou  Zoiw  à  une  Baa«  i  1^ 
produit  le  Stctrur  gphériqtu  y  enfin ,  le  legment  « 
le  Segment  aphértque. 

Il  suit  de  IJi  que  la  surface  de  la  sphère  a  toi 
égale  distance  du  centre  C,  et  que  si  l'on  fait  toi 
génératear  ADEBG  autour  d'un  autre  diamët 
DB ,  il  produira  la  même  sphère.  Par  conséquent 
passe  par  le  centre  coupe  la  tphcre  suivant  le  cert 
qu'on  nomme  un  Grand  cercle  de  Ut  sphère- 

Unplan  quelconque  coupe  la  sphère  suivant  u 
Boit£>G(rig.  143)  ce  plan;  menant  le  diamètre  ^^ 
jMut  supposer  que  la  sphtire  3  été  engendrés  auto 
de  révolution  (n"  286).  Le  diamètre  du  cercle  est 
c'est  pour  cela  qu'on  nomme  Petits  cercles  de  l 
dont  le  plan  ne  passe  pas  par  le  centre-  La  b^sc 
sphérique  est  un  petit  cercle. 

292,  Le  plan  qui  n'a  qu'un  point  commun  1 
s'appelle  Tangent  :  toute  droite  menée  du  centre 
à  ce  plan ,  étant  plus  longue  que  le  rifjon  CA  1 
de' contact ,  puisqu'elle  ne  peut  atteindre  ce  plan 
de  la  sphère  ,  ce  rnyon  est  perpendiculaire  an 
(n°  266,  4"')'  Héciproquement ,  si  la  ligne  C. 
courte  ligue  qu'on  puisse  mener  du  centre  à  un  | 
quelepoint^tf  commun  avec  la  sphère  et  lui  sera  tai 
toute  autre  ligue  menée  du  centre  C  étant  ^  CA 
de  k  sphère. 


BS  tànaenét  une  iÀngeàté'qitèl6Àckfer«f  jt7^,'  aiDrii  ^ae'le 
fZ>^  y  âotonr  du  diamètre  jiB",'  J^^^gjsttdfreràle  ^ml 
âlaspfairè.  ■.:  '»'^  ■  ■ 

I 

\ .  .. 
Lorsqu'un  polygone  ABDI, . .  (fig.  i45)  tourne  autour 

e  Aty^  cfaa(|^e  côté  Z>/  engendre  un  titane  dW  cône  dont 

[•  9gQ,3*0  en^O/X  cire.  K.l>\KéUiTX  le^ilifi^içi?/^ 

p^rpend.  «pr  iVs^e  ^O.. Il  est  donc  bien  &cile^a?f>îr 

igendrée  par  ABDL. . 

ai*  le  ^IjfgcMié  ^t  Tôlier  9  cette  aire  devient  pTbé' 

(Atenir  ;  ea  eÇet ,  soH  insorit  mi,  cçrçle,.  Qt,me«^  I?IG 

lé  ]^  TasQ  ^0  de.  rér^Iution,  Pffiii.lQ.Tajo^  KÇ  :  ]tes 

» JD/G ,  J&ÂTC.^ayant , leur*  9^, pfxpçpi^^  dQ9i)e^t, 

$£ott  =  ''!^^f,  d'oÔ  Pôn -tiré  l'aire  dà  thmc  dé 

«sodré  par  W/ilf=:i?/Xoirc  KL=DG  Xwc^JCÇ, 
ijK  est  lé.  produit  de.  la.çiroonf^;dn,per^  inacrit  p^if  )|ja, 
ri7GotiH3f  deoetronc. . '.  .  .  .  ,^ 

t  Y^ible  que  l^mèmQ  cbotp  a  liéa  pour  le  iqyliii^jns  en*-, 
p»r  .]e  cAjta .  IP  parallèle  à  ,AO»  QnanJt  au,  côn^^  qn* 
BAy^mnjL  ake  (n^  «90,  »%)  eft  |  -ff-^  X  cî^c*-  BN\\^ 
mlea  semblables.  ABNt  QfiA  ^onnept,  dfi^  mémf  •  %-•  • 
cire  BI(.'=^  AN  X  çîrç.  QC.  l\  en  résnlte  q^e  {a  sofOjoie 
es  engeifdrâes  par  la  néyolntion^e  ]^usîeftr^  c^t^i  de  po« 
régulier  »  oit  ^aile  k  l|t  circopE  inacrit^  injoltipUéeipar 
ose  des  hauteurs. 

iffit  »  pour  notre  démonstration  9,  que  la  portion  de  poly-* 
èiiérateur  ^t  cirçpnscriptible  au  percle  ;  or  |  la  calotte 
vnie  sphérigu^  est  yisiblemeiKt  la  limite  de  Taire  epgen^ 
arone  semblable;  partie  de  potygoiie;  d'où  il  est  fiscil^  4xi, 
re  que,  i^*  Vaire  dt  la  calotte  ou  de  la  ssone  êphirique 
prodfiU  de.  sa  h^ut^ur  pear  la_^^irxiçnfêrtj^  cPunjpmid 
Soit  ii  le  rajo^  de  la  sphère  (fi%.  143)*  .^.]|L,h^^l9i»r 
^  engendrée  par  Z>4,  pu.de  I9.  ipQiie fixité  pnr^I 
:;ona(n*a4S)  ...»  .»»,iw 

êutfàœ  de  la  wone  •xz'^mBX\  '     -"1 


5o8  GtolliTRIB. 

9°.  Ainsi,  en  prenant  le  diamètre  ^£  pour  labaoleur  A',  do 
trouve  fine  faire  de  la  iphire  est  ie  produit  de  aondiamélre  fot. 
la  circonférence  d'un  grand  cercle,  on  quadruple  dt  faire  iti 
grand  cercle  ;  donc 

turface  de  la  iphàre  =  afl  X  circ.  R  =  4*fi'. 

OH  environ  =  O  X  (3  4-  f )  O,  D  étant  le  diamètre. 

3».  Pour  trouTCi-  le  rayon  de  la  spbère  dont  l'aire  A  ré 

donnée,  on  évaluera  H  ^  \/  -^  =^  V^  o.ojgS^S  .  A 

4".  Menons  les  tangentes  DE.DG,  GF,  EF  {6g.  146)  per- 
pend.  et  parallèles  au  diamètre  AB  ;  le  carré  JPG  engendrera,' 
dans  sa  révolution  antoQr  de  AB  ,  U  cylindre- circonabrit  à  (É\ 
tphére.  L'aire  a'e'-fl>'  de  la  sone  produite  p»  un  arc  qodî 
conque  b'/"  est  égale  à  celle  du  cylindre  att'e'a  ,  puisque  leiàn 
valeur  BSt  la  même ,  =:  i/^  X  circ.  AC.  Il  en  serait  de  métoff) 
du  cylindre  entier  par  le  rapport  de  la  sphèt-e  ;  de  sorte  qW< 
faire  de  la  sphère  est  igale  à  c-IIb  du  cylindre  circonscrit;  etic\ 
fort  y  ^comprend  les  'bases  ,  faire  'de  la  sphère  est  tes  !  de  celle 
du  Cylinârej  puisque  les  deni  luises  étant  des  grands  cercleSj' 
1  aire  entière  du  cylindre  en  vaut  G,  et  celle  de  la  sphère  4'  '' 
5".  lie  triangle  équilatéral  HIK  (fig.  146) ,  dans  sa  révolutioa 
autour  de  H8 ,  engendre  le  cûne  circonscrit  à  la  sphère.  îm 
droite  JC  coupe  paT  moitié  l'angle  HJB^  qui  est  les  3  d'un 
droit  {ti'  20I,  1".)  ;  l'arc  Bi  est  donc  le  6'  delacirconf.,etli 
corde  Bi  est  le  côté  de  l'hesagone  =CB:=7Ï;  le  triangle 
Bli  est  iaoscèle  ,  Iis=  Bi^  M  et  JC=  aTÎ).  Ainsi ,  dans  le 
triangle  CIB  ,  on  a  IB'  =  ît>  —  CB'  ^  3fl',  IB  =  R0, 
circ.  IB  =  2rlty^3  (n'  248)  i  enfin  ,  l'aire  du  cône  (n°  290) 
est  6ir/î* ,  ou  6  fois  l'un  des  grands  cercles ,  et  double  de  M 
base  qui  est  SttR"  :  l'aire  totale  du  cône  est  9*/!'.  En  y  cam- 
prenant  les  bases  ,  l'aire  du  cylindre  est  6  grands  cercles ,  celle  1 
du  cône  9 ,  et  celle  de  la  sphère  4  ■  c^-d.  que  faire  du  cylindn  j 
est  moyenne  proporlionntlle  enirt  les  aires  de  la  aphère  et  df 
cône  circonscrit. 
Cette  propoiition  h  Térifi«  de  aàaa  iftnx  le  cdne  et  le  c^ 
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lindre  inscrits  à  la  sphère  y  ou  engeiicbrés  parie  eerré  et  le 
triaDg^  équilatéral  inscrits  au  cerde  gfaératciir;  l'aire  totale 
Un  ^lindbre  ==  3rfi*^  .eelle  du  oÔAe  à&  \mB^ ,  et  celle  de  la 

■  ■        :  •  'i\     .'      ■       .  * 

Des  Corps  semblables  et  sjméèriques. 

•  :  a94-  ^^  ^^^  V^  àeaiL  tétraèdres  sont  wembiiabié^^  ^fivoà  ik 
mit  deux  faces  semblables,  placées  de  la  même,  manière ,  et'£ol^ 
mafeit  tin  aiïgle*dièdré>ëgaL  Tels  sont  ks  deux  tétraèdre»^^  S' 
(%  147),  lorsque  SjfC  est  semblable  è  S;AC^  J^S^jd^  WBSA, 
^ranglèdièdre  £fS)AC^  BSAC.  [ 

ÉÊfMfUuUêëj  Êûuttê-'JeM  fatséê  «q»/  ê^mlflàblêg,  Je$  angUa  dièdres 
wont  rupécdpemtaâ^ux,  adnêiqfiéi  Us  OitgUsirièdfss  homor 
içgms^  £n effist^  ph^ÇOM  le  triakigle  Ç'SJ!.  swt  CSA,  en .&isant 
«oiilciderlès  àingles  égaux  £iet  if:,  AC  tombèra.ien  oapacaUèr 
jklnentlijritfÇ^-  jucanse  des  anglésjégiia::^  SA^iC^SAC.  Dç  plus» 
la  iace  B^SAl  se  oonchera  sur  iî^^y  en.^ectn  de  ré(;â1ité  des 
îs»rfiî|^èd«isi:eii|ini^r  »Ç^>tam- 

ftern  ws^SkV^  9^  sofvnnt  t^J.  par«Jîèle  ji  ^B.  JU?  tét^a^jB  S, 
mfo^.  dmic  pl^pé.fVP  Sàlf^\  lasiplana^^C^  a^c^^çit  p^allèles^ 
l#  les  mg!^4i^4r»  .^KHnQlogaes.sout  jégai^  (n^  ^^•^t.  ^n  voit 
donc .  '■  ■ .    . 

1*.  Qu'un  tétraèdre  S^BCcou^  par  un  plan  abc  parallèle  à 
Fane  de  ses  faces  ABC,  tbriiî^  un  tétraèdre  isemblable  au  premier  ; 

3®.  Que  les  faces  ABC,  àbè  sont  semblables^  puisquSe'^' }e 
phcB  laA^  est  parallèle  à  ^i9é?:(B^  277^1370)4.  ,•!•  <•  > 
■-''■3^.''Demémepotar-SJ9C;  j6ç;  .\-v.:v'.*a  A\\  .'>».  ■' ■«.  ..'^-r 
'-  Hioiproq^Mttênti,  \i  'Usarèpè  hàniblàgu^  dk  AiâK  t^frfédtiss 
sfnUpruportionnêlUs^  ou  si  les  quatre  triÀnghetfVsont  tesfOéiMT 
tfsnt -  fsémUaUes  '  {Pane-  des  oopditictani  '  empo^:  V4att«) ,  '  les 
imgltvifiaav  eBi5|el:iSffétaiit  égaÂ^'kftaiDC^èi.<dîèdi;es.  le-^Minf 
a«i9fti(iîllaAi)(dèiJo)esté^dves^soiUaBAibl«Ues:/^     .  •»      ' 

2g5.  Deux  polyèdres  sont  dits  semblables  loriqaVttmenantdê 
deuiL':Mngle8  sbiide^'boliiotôgues  dei'dbi(^NfalM4jte«^^ 


ongles,  les  oorpa  sont  cUcompo»c*s  en  tùU'uèitres  scniklableiC 
disposés  dans  le  même  ordre. 

Toute  pyntmid*  SAC  (%.  )z5)  coupée  par  un  plan  ae  fUrH 
ralléle  à  sa  ba»e  j  donne  une  autre  ^ramide  Sac  aexahUMtyh 
SAC ,  Uan  arêtes  sont  proporHonTwlle»  ,  Ua  angles  dièdm  dl 
polyidret  reapeotifa  tout  igaux,  Eo  effet,  les  tétraèdres  5^££l 
»abe  semblables,  donnent  les  triangles  SEB ,  seb  semblables, 
et  l'angle  dièdre  ASEB  ■=  aSeb;  ma»  comme  l'ange  dièdre  { 
ASED  =  ttStd ,  es  retranchant ,  on  trouve  que  l'aogle  diÈiliC 
BESD  =beSd.  Donc  les  tétraèdres  SBED,  sbed  wmt  sem* 
Llables,  etc.  (n°'  477,  281). 

Réciproquement  j  Us  pyramidts  8'A'B'C>>..,  S&BC } 

formées  de  faces  BémblabU»  et  disposées  dans  le  mén^  ordre  sont 
semblables i  car  les  angles  trièdres  qui  composent  les  baMS  étant 
formés  d'angles  plana  ^aux ,  sont  égaux  ;  donc  les  angles  dièdca 
Iiomolognea  le  sont  aussi  (n°  281).  lyBilleur*  les  angles  plani 
égaux  en  5  et  y  permettent  de  faire  coïncider  ffji'D'  en  Sad, 
Enfin,  les  arêtes  étant  proportionnel  les  par  sappoiitîoD,  la 
plans  AD ,  ad  sont  parallèles. 

2g6.  Soient  la  pyramide  SAC  (fig,  126)  et  le  corps5'ji'C 
forié  de  tétraèdres  S'A'B'Ef^  S'E'BT/,  S'S'CTD'  sMnbUblwâ 
sAbE,SEJID  ...  ;  le  polyèdre  ^A'C  sera  une  pyramide  sem- 
blable a  SAC-,  car ,  puisque  les  angles  AEB ,  BED,  AED  soat 

dans  un  même  plan  et  égaux  à  A'E'B',  B'E'jy,  A'^ff^ j 

yqa  AEB  =  AEB -if  BED ,  ''' *    ,  | 

li'o^  A'^D'  =  A'E'B"  +  B'EfV  : 

ce  qui  prouve  que  oei  derniers  angles  sont  aussi  dans  le  même 
plan,  puisque,  s'ils  formaient  un  angle  trièdrei  on  aorait 
(b°  «79)  A'E'D'  <  A'E'B'  +  B'E'jy.  On  Toit  que  ce  plw 
passe  a«ssi  par  B'CEf . 

11  suit  de  là-que,  1°.  deux  polyèdres  semblables  sont  décom- 
posés èa  pyramides  semblables  par  les  plans  qui  passent  sa ivant 
les  diagonales' menées  de  deux  angles  polyèdres  faontologuei 
itjbDusJes,  autres.  ,  , 

.  .3^,Si, d'un  pointr4ptéri<iLu:  quelconque,  un  pipQc  des  lignes' 
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tous  les  angles,  et  qu'on  les  prolonge  proportionnellement  à 
leur  longueur,  les  plans  menés  par  les  extrémités  de  ces  lignes 
loront  parallèles  aux  faces  du  polyèdre  proposé,  et  en  forme- 
ront vn  autre  qui  lui  sera  semblable.  On  trouve  ici  Panalogue 
4a  théorème  244* 

297.  Deux  polyèdres  semblables  ont  leurs  Jaces  semblables^ 
leurs  arêtes  homologues  proportionnelles^  leurs  angles  dièdres 
égaux,  ainii  que  leurs  angles  polyèdres.  Pour  s'en  convaincre  y 
il  suffit  de  mener,  de  deux  angles  homologues  (fig.  148)9  les 
diagonales  qui  décomposent  les  corps  en  pyramides  semblables  ; 
les  angles,  polyiidres  et  dièdres  de  ces  pyramides  seront  égaux , 
leurs  faces  seront  Semblables  :  or  les  faces  des  polyèdres  servent 
de  bases  à  ces  pyramides,  dont  les  angles  dièdres  et  polyèdres 
constituent,  par  leur  systèzùe,  ceux  des  corps  proposés. 

Réciproquement,  si  deux  polyèdres  ont  les  faces  semblables 
et  disposées  dans  le  même  ordre ,  et  les  angles  dièdres  égaux , 
3s  sont  semblables;  car  les  angles  polyèdres  sont  égaux ,  comme 
déoomposaUéi  en  angles  trièdres  ^anx  (n^  28i).Faisoti8  donc 
coïncider  l'un  de  ces  angles  polyèdres  avec  son  homologue ,  les 
antres  faces  seront  respectivement  parallèles.  De  plus,  la  simî* 
litude  des  faces  donne  les  lignes  homologues  proportionnelles  ; 
leurs  aires  sont  donc  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  lignes  ; 
ce  qui  prouve  que  les  diagonales  de  l'un  des  corps  sont  le  pro- 
longement de  celles  de  l'autre  (  n*^  278):  ces  corps  sont  doi^c 
formés  de  pyramides  semblables. 

298.  Les  lignes  qui  joignent  quatre  angles  polyèdres  homo- 
logues >^^C2>,  o&ccf  (fig.  148)  de  deux  corps  semblables  étant 
proportionnelles,  forment  des  tétraèdres  semblables  (n®  294)» 
lien  résulte  que  si  des  angles  ABC,  abc ùe  triangles  homo- 
logues ,  on  mène  des  lignes  à  tous  les  angles  DEF. . . ,  def, .  • 
de  deux  polyèdres  semblables,  les  tétraèdres  ainsi  formés  seront 
semblables  ;  ceci  est  analogue  au  n°  242,4^*  •i  '  x 

Réciproquement!  .deux  polyèdres  sont  semblables,  -Ion 
leurs  angles  étant  joints  aux  trois  angles  homologues  ABC^^ 
les  tétraèdres  ainsi  formés  sont  respectivement  semhlablei 


515  ,    ■   màimiiJti. 

pH'i-t,  !il  lus  téleaidn-A  li ABC ,  date  sunlsetuhhUh's ,  ainsi  que 
EAOC,  tabc  ics  angles  dlMws  DACB,  EACB  seront  égau< 
il  liticb,  eacb:  iiinsi  l'aiiyle  iliriire  DACE^:^dace.  D'ailleurs  fc* 
hfxi  DAC,dac  de  nos  tétraèdres  sont  «eniblablcs  ainsi  qW 
£'^C,  eac  :  donc  les  tétraèdres  EACD,  eactf  sont  semblablcîi' 
X)E      AC , 

Swent  F,  _f,  I ,  i  des   anglns  humologueb  ^  tfu  aura  tle 
FE       AC 

}iOniohipieg  proportionnelUsj  et  les  triangles  DF£^  tlfe  komQ- 
logues  sont  stmblablea  :  de  plus,  leurs  angles  dièdres  sont 
égauxj  puisque  lOF  est  semblable  à  idf,  iF^  à  ife, 
l'angle  lFD=:ifd,  IFE=:iif<:,  PFE  ^  dfe.  En  outre,  «l 
let  points  DIFE  sont  dans  le  même  plan,  l'équation.. 
IFE=^IFD 4-  DFE  se  cUange  en  ifi  =  i/d  +  dfi:  d'où  U 
que  IcB  poiots  e^,i  étant  atisst  dans  un  même  plan  ,  lesjàcf^ 
de»  polyèdres  sont  semblables  ;  eniin  Us  angles  polyèdres  toiil 
égaax,  comme  composés  d'angles  trièdres  égaux  ioSi,^.), 
Ainsi  les  corps  sont  seioblables  (n'  295)- 

299.  Lorsque  deux  polyèdres  sont  semblables ,  les  aires  Ai 
leurs  faces  sont  comme  les  carrés  des  lignes  bomotu^^nes  de  cet 
polyèdres;  mais  comme  ces  lignes  sont  proportionnelles,  od  a 
ubc  suite  de  rapports  égaus,  formés  par  les  faces  homologues, 
il'où  l'on  conclut  (comme  n"  262,11)  que  les  aires  totales  des 
pofyèdits  semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurt 
arêtes  homologues. 

On  verra  aisément  qae  les  surfaces  de  ccnes  ou  de  cyliudret 
semblables  ,  c.-à-d-  engendrées  par  deu^  trianf^lea  ou  deux 
rectangles  semblables ,  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de 
leurs  génératrices.  £n  eSct  les  circonf.  C  et  c  des  bases  sont 
proportionnelles  aux.  génératrices  >4  et  a;  les  aires  S  et<le 
sont  ù  Cx-^et  cXa(n°^287,5''.  eta^.i''.),.. 

■,!.ki(awi"^=—   £~A-  don  ■^— d' 
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':^  '  De  même  les  aires  des  sphères  sont  comme  les  carrés  dé 
;  Iturs  rayons j  puisqu'elles  valent  quatre  grands  cercles, 

3oo.  Lorsque  deux  polyèdres  sont  tels ,  .qi^'on  peut  les  placer 
\  Von  en  dessus,  Fautre  en  dessous^  d'un  plan  iXfA^  (fig.  149)9  de 
"  sorte  que  les  sommets  des  angles  polyèdres  ji^ajBjb,^,  soient, 
deux  à  deui^, k  égale  distance.de  ce  plan,  et  sur  une  perpend. 
4a^Bb,^  à  ce  plan,  ces  deux  polyèdres  sont  appelés  Symé- 
triques» B  étant  un  angle  polyèdre  du  premier  corps,  en  menant 
B(^  perpend.  au  plan  il/iV,  et  prenant  QB  =  Qb,b  sera 
l'angle  homologue  du  second  polyèdre. 

Les  polyèdres  symétriques  ont  toutes  leurs  parties  consti^ 
tuantes  égales.  Pour  le  prouver,  plions  le  trapèze  ABPQ  sui- 
Tant  PQ,  les  lignes  AP^  aP  égales  et  perpend.  sur  MN  coïnci- 
deront ,  aixïsi  que  BQelbQ\  d'oii  AB  =  06:  donc  les  lignes 
homologues  sont  égales.  Djd,  C^c  étant  des  angles  polyèdres 
symétriques,  on  aura  BC  "=.  bc^  Ac=zacj  ainsi ,  le  triangle 
ABC'=iabc\  les  triangles  homologues  sont  donc  égaux.  De  plus, 
ktriângle  ADC^iadc,  BDC=bdc  :  ainsi  l'angle DCB=dcb^ 
ACDz=zacd,ACB=:acb.OT, 

I".  Si  les  plans  de  ces  triangles  forment  en  Cet  c  des  angles 
trièdres  ,  ils  seront  égaux  :  dbnc  les  angles  dièdres  et  trièdrea 
homologues  sont  égaux.  Il  en  est  de  jnéme  des  angles  polyèdres , 
puisqu'ils  sont  formés  d'ungles  trièdres  égaux  disposés  dans  le 
même  ordre* 

a^  Si  les  points  ABCD  sont  dans  le  même  plan ,  comme 
l'angle  DCB  =  ACD  +  ACB,  on. a  dcb:=zacd+acb  ;  d'où* il 
suit  que  les  points  abcd  sont  aussi  dans  le  même  plan  (n°  279)  : 
donc  les  faces  homologues  sont  égales^  comme  formées  de 
triangles  égaux  ««nblablemen t  placés. 

3oi.  Tout  parallélépipède  ACc  (fig.  i5o}  est  formé  de  deux 

prismes  triangulaires  ^métriques  ABd  ;  BCd  ;  les  angles  dièdres 

opposés  sont  égau;Bj  et  les  angles  trièdres  opposés  'sont  jsgfmi;' 

triques.  En  effet,  les  deux  corps  Aabd,  Ccè^'sonVrhibteioÊi^^ 

des  prismes  (  n^  282  )  j  la  base  BDCàa  hSc  de'  l'un  sera  ^ 

à  ABD.  Rapprochons  ces  prismes  triangulaires,  en  faisant oûuà^ 
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cider  bdc  avec  jiSD,  «.voir,  Ùc  avec  JD,  et  do  avec  AB  ;  (iUj'* 
prendra  la  situation  AEHI.  Or,  les  perpcnd.  aP,  C/îui  ' 
bases BODt  égales  (u° 268,2°.)  ;  on  adeplos/^a  =:t'c,etriii 
AaF=  cCf-,  ainsi ,  le  triangle  AaF=  Ccf,  d'où  AF=ef,  % 
une  raison  semblable  ,fb  ^  /JF;  ainsi  les  triangles  égaux ^01 
6r/ coïncident,  et  le  point/  tombant  en  F,fC  se  porte  ei 
sur  le  prolongement  FE  de  aF.  Donc  le  sommet  E  db  CmM 
sj-métrique  de  a:  oa  Terra  de  même  que  / on  £  l'est  dei',  tlBI 
ou  D  l'est  de  b. 

m.    DES   TOLOHBS. 


3o3.  Former  aa  prisme  droit  équivalent  à  un  prieme  <AUjiii 
AD  {fig.  i5i),  to  génératrice  conservant  la  même  longueur  hXt  } 
Prolongeons  les  arêtes  CA,DB,  menons-leur  un  plan  quel-  '~ 
conque  MN  perp.  ;  enfin  prenons  Pp  =  BD,  menons  le  ji»  "^ 
op  parallèle  à  MN,  on  aura  aina!  le  prisme  droit  Op.  Applî-  * 
(]uons  les  prismes  tronqués  SAOP,DCop,  de  manière  à  coo-  ^ 
cher  la  base  op  sur  OP  qui  lui  est  égale  :  les  génératrices  étant  "^ 
perpend.  aux  bases,et  de  pluségale»  CpuisqucZ>fi  ::=  P^donM  ^ 
PB  =^  pD  ,  et  ainsi  des  autres  )  ,  les  prismes  coincideront, 
ou  oD  =  Oj5,Relrancl»ant  la  partie  commune  jiji,  il  reste  1«  \ 
prisme  oblique  AD  équlvalenl  au  prisme  droit  Op, 

3o3.  On  peut  toujours  disposer  deux  prismes  symétriques, 
AD,  ad  (  fig.  i5i)  relativement  à  un  plan  MN ,  en  sorte  que 
ce  plan  soit  perpend.  aux  génératrices.  Prolongeons  l'arête  DB 
en  Pd;  puis,  à  partir  du  point  P  de  rencontre  avec  un  fUo 
quelconque  MiV  perpend.,  prenons  Pb^  PB  ,Pd:=  PD ,  on 
HD=  lid.  En  raisonnant  de  même  pour  cliaque  arête,  on  for-  ' 
mera  le  prisme  aii symétrique  à  AD.  A 

Les  prismes  symétriques  AD,  ad  sont  équivalens.  Car  (ire-    I 
nous  Pp=Pp'=-BD,  et  menons  les  plans  op,  o'p'  paralièlei  | 
à  MN  :  les  prismes  OPop,  OPo'p'  sont  droits  et  équivalens 
uux  proposés,  (n°  3oaJ,  De  plus,  ils  sont  égaus  entre  euî, 
puisqu'eu  les   appliquant  de    sorte  que  la  base  o'p'   de  1'^ 
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tombe  sur  celle  OP  de  l'autre  qui  lui  f3s|  égale,  il  y  aura  ccUor^ 

'•  3o4-  Deux  pat  aiUUpipèdea  de  mimé  hùuèeuretde  même  boêe- 
woni  équii^atens.  Pour  le  déttotitj^er ,  rapts^achons  teti^sôrps  de 
BUtnière  à  faire  oôîndîder  leur»  baâes  inférieure»  ;  lèi  supérieures^ 
hsrqnt  rituées  dàds  le  même  plan  :  il  se  préwntera  deux  eâs. 

I*.  ai  tel  ikces  ktéhdes  FG.^  EK  (Sg.  f  Ssl)  sont  dans  un 
même  plan,  les  trtèÀgles  ^aux  EGH,  FIK  serrent  de  bases 
k  deux  prismes  superposables  EHM,  FIN.  Donc,  en  retranr* 
chant  tour  h  tour  ee^  prismes  du  corps  entier  Elf,  il  restera  les 
parallélépipèdes  équivalens  EFJM,  EJEFNLt^ 

Ql^,  Si  les  faces  ont  une  disposition  quelconque,  les  bases 
supérieures  AC, ac  (fig.  i53)s4n:ont  des  parallélogrammes  ^ux 
à  ceux  des  bases  infi&rieures,  *n  sorte  que  les  lignes  AB,  DCy 
ab,  de  seront  ^ales  et  parallèles^  de  même  pour  AD^  BC, 
adf  bc  Prolongjcons  ces  lignes,  nous  aurons  la  parallélogramme 
jfÇ  éffii  à  AC  et  à  oc.  Ôr,  conceTo^s  le  paralLelépipède  qui 
«orait  pour  base  supérieure  AÙg  et  la  même  bi^se  inférieure 
qttç  les  proposés;  ce  corps  sera  équivalent  à  chacun  de  ceux-ci, 
puisqu'il  sera,  relativement  à  eux ,  dans.  Fétat  examiné  ci-dessus. 
Les  proposés  sont  donc  équivalens. 

3a5.  Il  est  facile  de  changer  un  paratUlépipède  donni  en  un 
autre  rectangulaire  équi^ftlent  :  de  chaque  angle  de  la  base  in- 
férieure ABCD  (fig.  i54)  i  élevons  de^!  perpendiculaires  à  son 
plan  :  on  aura  un  parallélépipède  droit  ABEI  équivalent  au 
proposé,  qu'il  était  inuii)lie  de  tracer  dans  la  %.  Puis,  menant 
AP.f  BGj  perpéndr  spr  AB^êûêb  la  base  AC^  on  formera  sur  AG 
le  parallélépipède  rectaogte  ABHK  équivalent  à  ABEI^  puis* 
qn'O  a  même  basé  AM  et  même  auteur  AF. 

3o6.  Deux paralléléjpipèd^  reÊtangles  de  même  boêe  sont  entre 
eux  comme' Uia%  hàutètîM.  ^\  ci^  bçidtêuk'»  bnt'uue  commune 

mesurç,.on.çp^pepf^jl^.fS^MSM'^^  et  l'on  raison- 

nera ooipioe  foujçJes, recU.ngÎ€|9,  i^^jfio^  lO..,,  %  gj).  On  dé- 
mofitrera  dfB  même  k  Jtié^^;èaapbq  pqui^  1«  ças,Q&  ]es  bautovrs  soot 
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Lti  paralUUpipiidet  reetangUt  V  «ty  th  mime  haalT: 
entn   eux  comme   leurs  iantn.   En  eHet,  plaçons  ee«  c 
iiunière  à  faire  cuïncîilcr  l'un  de  leurs  angles  poljëJntttW 
arête  ^ale.  Les  ba»es  sei'oat  dispOKcs  comme  AC  (fig.  il 
(Kiur  P,  et  AK  pour  p  ;  or,  prolongeons  IK  eo  H;\eji 
l^pipède  Q  coastruil  sur  la  base  AH  et  de  mâiue  hauteur,  pntT 
être  regardé  cumine  ajant  AI  pour  hauteur,  et  la  face  AB  pnl  W 

base  :  comparé  à  P,  il  donne  donc  -r  =^  ~/y  Mais  si  l'on  pienJ  j, 

la  lace  Ât  pour  base  des  parallélépipèdes  Q  et  p,  leurs  faBatenn  r 

seront  AB  et  AL;  d'où  —  ^-tt-  En  multipliant  ces  uropa-  ', 

p       AL  ''  "^    »^    ]_ 

pi       AD>:AS        AC  1^ 

tuïns,  .1  vient       ^  =  M>ÇAL  =  Âk'  ^ 

Entin ,  ies  parallélèpipides  rectangles  V  el  y  aont  enln  eux  \ 
fomnm  Ut  produits  de  Isum  bases  par  leurs  hauteurs.  Car  Ain 
Itases  sont  AC  et  AK ,  et  les  hauteurs  H  ei  h,  a\  prolongeai! 
les  faces  de  celui  qui  a  noe  hauteur  moindre,  tel  que  p,  jusqul 
la  base  supérieure  de  l'autre,  on  formera  un  parallèle pipînie  W^^ 
i\à\  aiirn  même  hauteur  B  que  l'un  P,  et  même  base  AK  qui 

,       „  R      a       P      AC  \ 

I  autre  p:  ou  aura  donc  dune  part  —  =  i-.  et  -=  ^  —rrr  o* 
•^  '  '^        p         h  R        AK 

,,     ,         „  ,  P         ACXH 

I  aulre  j  d'où  —  —      .»    -v-. 

p  AK  X  h 

En  désignant  par  H,  I,  K  les  arêtes  qui  forment  un  angle  trièdn 

.  ■  ^J  voit  donc 

T  le  volume  d'un  purnllèlép.  rect,  P,  c-à-d.  poot 
trouver  son  rapport  avec  un  autre /j  pris  pour  unité  (n"'  36,  71), 

on  cherchera  les  rapports  j-,  -,  j-  eptre  les  arêtes  respecLÎTet 

qui  forment  un  angle  triMre,  ifL  l'HA  ïnultlpliera  ces  trois 
bres.  Représentons  J)ar  l  le  produit  df;  ces  trois  rapports;  /  est 
i)n*nonibre  abstrait,  et  le  parallélépipède  qu'il  s'agit  de mie^u 
a  pour  volume  /  fois  celui  du  purallélépipcde  prii  pour  unité. 


..  i/C  volume^  £un  ^paraUilipipède  esi  leproduU  de  sa  bagf  par 
ma,  hmUur,  quand  on  prend,  pour  unité  de  volume,  le  oube. 
guf  a  pour  côié  Pufdlé  linéaire  :  car  k,'i  et  t  saront  ;=  i^  et 
l^^môfi^;  H^I,K.fpuje  }e  yrolvane  de  P\  H^  /  et  A  spQt  des 
Viqibr^  lilft|«itt,.qai  nuurqqent  combien  les  arêtes  dp  notr^ 
g^mllélépipède  P  contiennent  de  fois  l'unité  linéaire^  soit  ;/ 
kor  ^{imiuit  B.I.K^  Féqu.  P  =  B.I.K  revient  i  P^l  fois 
le  cube  pris  pour  unité  de  Tolume. 

Upv$qaeM=J=iKf  on  a  P:;=£n4.de  là  la  dénomination 
lie.  Cube  àfl^nf^B  aux  troisièmes  puissances. 

3o}i  "Donc  f  le  volume  d^un  prisme  est  le  produit  de  sa^haee 
par  ia  Jiauieur  c  ear^  t°.  Vil  s^agit  d'un- parallélépipède  quel- 
conque^ il  est  équÎTalent  à  celui  qui  est  rectangle  de  ménne 
liautear  et  de  base  équiraleate  (n^  3o4)- 

2*.  Si  le  prisme  est  triangulaire,  comme  jiBDabd (^fji.iSo^-^- 
CQ  formant  le  paranélépipëdé  j^c,  le^olume^  de:  notre  prisme 
est  égal  à'  son. symétrique  BDCbdc  {n^  3io3)  i  iaùc^  ùhaoui» 
de  ces  prismes  a  pour  Tolumê  le  -produit  de  sa  hauteur  par 'là 
moitié  delà  base  AC,  ou  plutét  par  sa  basé  ABD.  - 

3*.  Enfin  y  si  Fon  fait  passe»  des  plan»  par  la  génératrice  Aa 
(fig.  i3i)  du  prisme  Ad  et  par  toutes  les  autnss:^  il  sera  décom- 
posé en  prismes  triangulaires -de  mèmebatitanr;  la  sùmme-de 
leurs  Tolumés  àèra  donc  le  produit  de  cette  bauienr  par  la  sômine 
des  bases  y  ou  par  ^âCD^.  .   .<     . 

On  voit  aussi  que  les  Tolumeadçs  prismes  de  même  base  sont 
•comme  les  hauteurs,  du  de  même. hauteur ,  isvnt  iosaime  leurs 
hases*  ■  -      ■  ■  '■'  ';•*-■.  .:■.'. 

'3o8.  Le  volume  Y  fun  cylindre  est  lé  protËiïl.'de  èà  haù" 
teurUpar  l'aire  B  de  sa  baêé.  En  effet,  déirignôns  par  jS  Tex-^ 
ces  de  la  base  du  prisme  circonscrit  sur  celle  du  cylindre,  et 
par  et  l'excès  du  Tolume  de  ce  prisme  sur  celui  ^  du  cylindre  : 
B  +  fi  sera  la  basé  du  prisme ,  A^-H  ^  ^^  Volume  ;  à^oît 
r+fle  =  (^  +  i8)fl;  donc  f^=J?£r,  puisque  le  Tofumè  du 
cylindre  est  la  limite  de  celui  du  prisme  (n*  ii3). 

Sog.  Leàpyramideê  de  menée  hauteur  ei^onilee  basée' iont 
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équivalente»^  êont  igalts  en  volume,  four  le  prouver,  a 
an  tétroètliv  par  iIcs  plans  parallèles  à  sa  l»sd  et  éqiliifi! 
Âoit  ACchaB  (fig.  t55)  l'nne  dei  trancbes  :  menons  pirl 
poînis  ^,  C,  a,  c  dea  parallfcles  à  l'arête  Bb;  nous  formera  *^ 
deux  prismes,  l'nn  BDFeba  intérienr,  fantre  BjfCebi  f!i^\^ 
rieur  aa  tronc  :  la  différence  de  ce»  prismes  est  le  prisme  DCi^f. 
qui  a  même  liauleur,  et  dont  la  base  CFDA  est  la  difl&eiirfV' 
entre  les  l»ases  ABC ,  abc.  "ï 

En  opérant  de  même  pnur  c1ia(pie  tranche,  on  aura  nneiètit  J 
de  prismes  d'égale  hauteur,  tels  que  De.  Or,  il  est  visible  quf^H 
partant  de  la  base  du  tétraèdre,  chaque  prisme  intérieur  0f>fV 
est  égal  au  prisme  e^itérieur  de  la  tranche  suivante;  ainsi,  eaV 
prenant  la  différence  entre  tous  les  prismes  intérieurs  et  ton!  P 
les  extérieurs,  il  ne  reste  que  les  prismes  DCea,  depuii  la  t**  )' 
trancbc  MN  :  cette  différence  est  donc  du  prisme  de  ratmi  r 
hauteur  que  les  tranches,  et  qui  a  pour  base  celte  SMX ia  *' 
tétraèdre.  Plus  les  tranches  sont  nombreuses ,  et  plus  la  hauteur 
devient  petite;  on  peut  donc  rendre  aussi  petite  qu'on  vondri 
la  différence  entre  les  prisme»  intérieurs  et  extérieurs,  et,  ■  , 
plus  forte  raison,  entre  les  prismes  interieuis  et  le  tétraèdre. 

Il  est  évident  que  ce  raisonnement  peut  se  faire  égaleinenl 
pour  toute  pyramide  à  hase  quelconque. 

Cela  posé,  soient  maintenant  deus  pyramides  P  etp  deiuéinf 
hauteur,  dont  les  hases  équivalecles  reposent  sur  lemémeplnn: 
coupons- les  par  une  série  de  plans  parallèles  k  ces  bases  et  éqnî- 
distans,  puis  formons  pour  chacune  les  prismes  intérieurs. 
Soient  «  et  j3  les  excès  des  pyramides  sur  la  somme  des  prismes 
intérieurs,  dont  les  volumes  sont  P  —  a  et  p  —  S.  Or,  chaque 
plaa  parallèle  aux.  bases  des  pyramides  donne  des  sections  équi- 
valentes, puisque  ces  sections  sont  entre  elles  comme  les  basa 
(n"  2^8)  :  donc,  les  prismes  intérieurs  sont  égaux  deux  à  deux, 
d'oi  P  — *=p  — j3,  et  (n"  ii3)  P=:p. 

Le  m£me  théorème  a  lieu  pour  deux  troncs  formés  dans  ntf    i 
pyramides  par  dçux  plans  parallèles.  .  1 

3ii0^.  {^  tétntidrt  DABC  (%.  l56)  eai^U  tien  ^aa  pna» 


ime  base  et  de  même  hauteur:  car,  sur  les  trois  arèUfs 
msleprisine  AE\  en  ôtautle  tétraMre  DABCy  il  reste 
ramide  qaadrangulaire  DACEF.  Le  plan  CDF  forme 
tétrafedres:  Pan  FDECj  qui  est  égal  au  proposé ,  comme 

;  même  hauteur  et  la  base  FDEsszABC;  l'autre ' 

lFz=:DFCEf  par  ta  même  raison,  attendu  que  le  triangle 
^zszEFC,  Nos  trofs  tétraèdres  étant  équivalcnSy  cliacun  est 
rs  du  prisme. 

inCy  le  tfolume  de  toute  pyramide  est  le  produit  du  tiers 
base  par  sa  hauteur ^  puisqu'elle  est  déoomposable  en  tc- 
res. 

oomme  le  cône  est  la  limité  des  pjramfcles  circonscrites 
lunu  du  cône  est  le  tiers  de  sa  base  multipliée  par  sa  haw 
ou  le  tiers  du  cylindre  de  même  base  et  de  mJme  hauteur, 
I  aura  le  Tolume  d'un  polyèdre  quelconque  en  le  décom- 
t  en  pyramides. 

I.  Xtf  volume  du  tronc  du  prisme  triang,  ABEF  (fîg.  157) 
produit  de  la  base  par  U  tiers  des  trois  Jiauteursdes  angles 
ve  Tf  Df  E  de  la  base  supérieure»  En  effet,  faisons  les 
»  sections  sur  ce  tronc  ABEF  qu^au  n^  Sio;  le  plan  ADC 
5  le  tétraèdre  DABC\  le  plan  DCF  coupe  la  pyramide 
•angulaire  DACEF  en  deux  tétraèdres  DFCA,  DFCE, 
m  peut ,  sans  changer  les  bases  AFC,  EFC,  mettre  les 
lets  de 'ceux-ci  en  B,  puisque  DB  est  parallèle  an  jslan 
•■  (n*  26g).  ÎMnc  on  aura  les  tétraèdres  BCAF,  BCEF:  ce 
ér  peut  même  prendre  CE  A  pour  bëse,  puisque  lês'^triah- 
lEÎ^éiCEA  sont  équivalons.  Létrbnë'dè  prisme  est'ddhc 
S  des  trois  téirahàr€^  DABC;FAffC,  EABC,  qui  ont 
e  base  inférieure  ABC  y  et  leurs  sommeté  'ànx  trois  angles 
res  FDE  de  la  base  supérieure  ;  donc ,  etc. . .  Ce  théorème 
I  tronyer  Iç  volume  du  prisme  tronqué  à  base  quelconque. 

II.  fje  volume  d'un  tronc  de  pyramide  quelconque  est  comn 
\  de  troié  pyràmidee  de  mime  hauteur  que  le  tronc ^  dont 
bàkes  sont  la  hoêè  inférieure  du  tronc  ^  la  supérieure' et  une 
Ymne  proportionnelle  entre  ces  deux  aires.  Soient  «ne  n^«? 


^aO  GÉOMÉTRIE. 

ramidc  et  un  tétraèdre  tic  même  hauteur,  do  bases  ûqnî 
posés  sur  le  même  plan  ;  leurs  Tolumes  sont  égaux.  Un  |j 
rallèle  nus  bases  forme  dcox  troncS)  et  coupe  le  tétraèdreati 
pyramide  suivant  un  triangle  et  un  polj'gonequ!  sont  équiTaleof 
puisqu'ils  sont  praportionnels  aux  bases  (278)  :  donc  la  pjiM 
raide  et  le  tétraèdre  retrancliés  étant  égaux ,  les  troncs  le  aem 
aussi.  Il  reste  a  démontrer  le  thcorëme  pour  le  tronc  de  tétraèJn 
jiBFE  (Gg,  i58). 

Le  plan  JDC  donne  les  deux  corps  DABC  el  DACEPi 
le  plan  DFC  forme  les  tétraèdres  DFEC  et  DFAC;  1 
DG  parallèle  à  y^F,  ce  dernier  pourra  avoir  son  sommet  en  G,t| 
lieu  de  D,  et  deviendra  FAGC.  Ces  trois  tétraèdres  ont  mémt 
hauteur  que  le  tronc;  leurs  bases  sont  jlBC,  DFE,  AGC.  Cd|i 
/»  s«  .^^BC  AB  AGC  AC  ,  , 
pose,  on  aCn-'aSe,  =  .)  ^^  =  —  ,^^,  =  _  :orlesrf 

conds  membres  sont  égaux  à  cause  des   triangles  fierabloUv 
FDE,  ABC;  donc  -j-^  =  p^.  Donc,  etc. 

Soient  A  etB  les  bases  d'un  tronc  de  pyramide,  H  a  hatf 

teurjonapour  leTolumeiB(.*4-fi  +  l/^fi)-  '  '' 

II  est  visible  que  ce  théo renie  a  également  lieu  pôuflétta# 

(lëcAne.  Soient  flel  ries  rayons  (tes  bases,  ^=:TrH',  B^:Vi', 

le  volume  du  ironc  de  c6iic  =  JtH(H''+ ^+  Rr). 

3i3.  Menons  les  Ungenles  AE,  EF,  FD  (Ug.  137)  auxei- 
trémilés  des  quarts  de  cercle  AB  ,BD;  puis /A,  ik,  GH ,  AD, 
parallèles  à  EF;  et  CE ,  Cf.  Le  cercle  qui  a  pour  rayon  l'hy- 
poténuse Ca,  a  ppur  aire  la  somme  de^  cercles  dont  les  ravont 
sont  les  côtés  a6  et  iCdu  triangle  (16C  (u"  263,  4°-)-  D'aiileof» 
Ca  =  bl,  bC==be,  puisque  le  triangle  C£fî  est  iaoscèle:  JoM 
i.i.  ♦■  -  ■■cft-o.'i/t=cer<Nio-+'cereiS«.  ■  . 'Al'.'-. . 
^  l*on  fait  tbrirnerlk  figure  autbur  île  l'axe  CB^  'dHe  kèi^- 
drare  nn  cjlindre  AEFD,  nn^e  demi-sphère  AB,Q,  «J^an  nÏM 
C£f  ;et  si.l'on.DgnstruitauFleH  cercles d«»t iMi^Tleqt  de  ^ 
1er  tsoîs  cylindres  dont  laihauievc  soit  quelcoDque  H,  l'éq^lïM  j 
préçédeote.  donnera  c^hblTs.cyX.ha'^fsjX^be,  !«  .i.*'i.deiCil 
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idres  est  ane  tranche  de  celaî  qui  est  circonscrit  à  la  spliëre; 
est  intérieur  k  la  tranche  spfaérique  î  le  3*  est  extérieur  à 
anche  conique;  et  si  l'on  conçoit  une  série  de  plans  équi- 
ms  dans  l'étendue  quelconque  IKHG ,  on  aura  autant  d'équ. 
o^es  àla  précédente^  dont  la  somme  donnera 

GIKH  =  som.  cyL  int  à  la  sphère  -}-  som,  cyL  ex  t.  au  cône, 

^U  posé  y  concevons^  outre  les  cylindres  intérieurs  à  la 
tfare,  ceux  qui  sont  extérieurs ,  comme  on  l'a  fait  pour  la  py-« 
nide  (n°  Sog).  Le  même  raisonnement  prouve  que  la  diffé- 
ice  entre  tous  les  cylindres  intérieurs  et  extérieurs  se  réduit 
indifférence  entre  le  i*'  intérieur  et  le  dernier  extérieur,  ou  à 
|L)^— -cyl.  ahf  c.-à-d.  à  une  couronne  cylindrique,  dont 
l^e  lest  la  différence  des  cercles  qui  ont jf^  et  ba  pour  rayons , 
t  dont /»  est  la  hauteur:  d'où  Ton  conclut  que  cette  diffiérence 
•rt  être  diminuée  indéfiniment,  et  qu'il  en  est  de  même  poui^ 
k£Skence  «  entre  les  cylindres  intérieurs  et  les  tranches  sphér 
"ifies  correspondantes. 

On  prouTC  de  même  pour  le  cône  ÇEF,  que. la  différence  fi 
9ktfe  les  cylindres  extérieurs  au  cÔne  et  la  tranche  conique 
i^/l^est indéfiniment  décroissante.  Ainsi l'équ.  ci-dessus  revient  à 

*jl.  GIKH = tranch .  sph.  gaah  -f-  *  +  tronc  cône  e/l^l  —  fi  ; 

'ci (n*  1 1 5)  tranch. sjih.gaa'h^cyl.GIKff'^ tronc  cône  ee^tl, 
.  fiwcZci  tranche  d'une  sphère  a-pour  volume  ceJJte  du  cylindre 
inmerkj  moms  celle  du  cône  ,  compris  entre  les  m^mea  plans 
flUtOUes:  en  sorte  que  le  i/olume  Qgal ,  extérieur  à  la  tranche 
Wj^ripie  gaali  et  renferma  dans  le  cylindre  circonscrit ^  est 
wlàïa  tranclie  conique  eeTL 

i*«Si  les  plans  forment  des  tranches  depuis  EF  jusqu'à  AD^ 
•  imt  que  l'hémisphère  ABD  =  cyl.  EFZ>A  —  c<^n^e  CEF. 
•^iCe  odne  est  le  tiers  de  ce  cylindre  (n°  3ro);  donc'  l'héiii-' 
'^1^  est  les  f  de  celui-ci,. ou  la  sphère  est  les  deux  tiers  diâey* 
circonscrit j^oa  |  cercle  ABD  X  2-^£^,ou  enfin  le  produit: 
\durayonparsa  surface  qui  égale  quatre  grandis  cercles;' 
R  le.  rayon  AC^  D  le  diamètre  AD,  la  surface  raiit 
WjOUirD*,  d'où 

I.  21 
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le  volume  \  dala  sphère  =  i^ilV  =  '^J^X')  =  o^a36  fl*. 
Si  l'on  pcTeul  qu'une  solution  approchée,  on  prend  V^iJï! 

a".  Le  rayon  de  la  sphère,  dont  le  rolume   F'estdonacjt    ~ 


(■]  L'iniporlance  Je  «HO  llii'orie  renJ  iililts  Ici  [leTclappeinnu  qui  IM<4 
«nt.  Fo  il  on»  ion  met  muotirilndiainilro  ^40  (fig.  i^Sj  lu  poTygDoe  répiWL. 
cinoaiiCtUjISDI.-.;  uuigiiionB  un  syaràine  de  pj-ramiile»  tlomjofet,  i" 
fonictitet  ï  cliaqne  uonc  do  cAa«  ,  fonoBat  un  poljèdre  circoniorïi  i 
ipbice.  J]e*[<.'ridfiil  qac  le  Tolamc  de  c«  Ironcs  de  (lyraioidn  ■  ponr  Uoiiéf 
ii  volume  des  tûiipa ,  el  pnr  cotisecjuent  cclni  liu  la  spliire ,  on  do  i^mct^  1 
jpMriqoe  correspondnol.  Va  ceotri:  C,  inenoni.\  choque  angle  poljtctnda  I 
ligon;  non»  surona  ou  autre  sjstime  de  pjrninidei,  dont  la  haalcnr 
■nuM  *c(a  )e  ;i;ajon  SC.  Le  <0lunie  en  lier  ans  donc  le  prodnît  da  tint 
jayoa  pur  la  surface  des  Lsua  ou  la  lurCace  du  poljèdre. 

&la  po,ë ,  soient  fl  le  r^ijui.  DC  (Cg.  i43) ,  .  l'wcôi  de  r»îte  du  poljè^ 
tjtt  èMe  A  de  lu  spl^ère  on  de  la  caluite  splivriqoe  DAG,  g,  l'cicii  da  nh^ 
lamo  du   poljèdie   aui  celui  ^  de  la  aphèie  qd  dn  leclenr  CDAG'.<3^\ 
\.R{A-^A  pour  le  volume  dn  poljèdre;  donc  ^+^=  i /[  [^+a)j  foi   " 
OM  liî)  r=]^AR..  Donc,  etc.  ■  j 

En  gc'n^l,  piiiiifae  lout  polyèdre  circoaacril  &  la  spliîrc  a  ponrToluntlt 
prifduil  du  tiers  du  rajon  pnr  ia  aurfaoc  ,  il  cal  h  «lui  de  la  apbère  daui  k 
mdmc  rapport  que  leors  aires,  Donc  les  vilumet  de  doux  polyèdres  qud- 
ênnijties  circohicriti  sont  entre  eux  comme  leurs  surfaces.  La  mellioda 
de>  limitea  (  n"  1 1  S)  pDimm  de  généraliser  ce  théorème  ,  et  do  l'étendre  io>i 
ï  tout  lyitèlfia  îoiiat  de  potlioni  courbes  et  planta  de  surface*  circonseritci  1 

C'est  ainsi  t^a  le  volame  de  là  sphère  est  Ut  ~  de  celui  du  cyliadreàt- 
eOfuéfit,  puisque  la  sorface  de  l'une  est  lea  -  de  celle  de  l'autre  (a*  ^,4',). 
C'mI(  au  ast,e,  ce  qui  reinltede  ceqoe  ces  tolmnei  sont  lea  produits  d'sl 
grand  cercle  multi plie  par  ^du  rayon  pnur  la  sphère,  et  put  le  diamètre  paat 
le  cylindre.  En  comparant  le  cylindre  et  iè  cône  circonscrits  ï  la  sphère,  M 
trouve  qne  le  premier  de  cea  Tolumei  cal  moyen  proporlionno)  entre  les  3aa  f 
antres,  puisque  cea  toIuidcs  sont  comme  leurs  aires  (n"  ag3.  S".).  Il  en  i>l> 
dire  anUDl  d«  m  mfuet  corps  iasciiit  i  h  splitre.         , , ,   ,         , ,    . 


/ 
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.3».  Représentant  par  h  la  hauteur  6f  de  la  tranche  sphé- 
rique  ghcfa  (fig.  137),  et  obsenrant  que  BE^s^BC^r^R- 
Cb'ssbtf  et  Cf:=sflf  le  volume  (n**  3i^)  du  tronc  du  cône 
Ue'eszz^hKiCb^+C/^'^CbxCf).  Or,  on  a  bf,  ou 
h=  Cb  —  Cf,  dont  le  carré  A*=  Cb^+  C/^-^^CbX  Cf  dorme 
Ch  X  C/=KC6*  +  Cf*—  *•)  :  aînsî, 

trôùc  cône  ±=  i9rA(Ci*  +  C/)  — |rA^ 

Kl  retranchant  du  cylindre  GIKH=h'X:7rBC*^  on  trouve  pour 
la  tranche  sphérique  {irh  {iBO  —  Ci*  —  C/*)  +i^A^  Mais 
r  et  /  désignaiit  les  rayons  fg  et  ia  des  deux  bases»  on  a  daaâ 
le  triangle  Cba,  B(?  —  Cb''  =^  /•;  de  même  BO  —  Cf=i^; 
donc      la  tranché  sphérique  =  ^  wA  (r*  +  /*)  +  J  irh^  : 

OU  fa  volume  de  lit  tranche  sphérique  est  le  produit  de  la  hauteur 
par  la  demirsomme  des  deux^  bases ,  plus  une  sphère  gui  a  cette 
hauteur  pour  dÎAmètre* 

^\  Sx  le  segment  n'a  qu'une  base  /=  o  ^  on  a  iwhr^. + \'^h^f 
et  obserrant  que  dans  le  triangle  Çab,  r*  ss  /{*  —  (A—  A)*, 
4'oà  r*  =  21A&  — :  À* ,  on  trouve 

segnuntsphirique  =3=  ^«ih*  (SA  -*-  A). 

5^.  Ajoutons  au  arment  sphérique  Bab  le  cône..  •  • .  t  '•  ^  •  «  • 
Cab=L\Cb'><cetc.ab\  or Cb=R-^h,  ab*=Ca^'  Ci^ssaJlA-A»; 

ainsi,        le  cône  Cab  =  ^^h  X  (afl  —  A)  (fl— A). 
On  a  secteur  sphérique  :=  ^TrR^h» 

Donc  le  a/ohime  du  secteur  sphérique  CaBa'  est  le  produit  du 
tiers  du  rc^on  par  l'aire  de  la  calotte  qui  lui  sert  de  base,  h  dé- 
aignant  la  hauteur  Bb  de  cette  calotte. 

3 14.  Les  volumes  de  deux  pyramides  sont  entre  eux  comme 
Jês  produits  des  hauteurs  par  les  aires  des  bases  (n®  3 10).  Mais 
m  ces  pyramides  SAC,  Sac  (fig.  I25)  sont  semblables,  on  a 

*  *'"  =  ^  (n*  278);  multipliant  de  part  et  d'autre  par 
^H   .,    .    ^  S  ABC...       SH^ 

^'''^''"*         "s^h.TTT'^'Sf?' 


^i.. 
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3l5.  LetvolnmKsdtspolyèdresaemblableiaontentreeuxenmiu 
les  cubes  d*  Uurs  lignes  liomologues.  En  eiFet ,  comme  dcn 
polyèdres  semblables  P  ,  p  sont  décomposa  blés  ^a'  296)  en  pj' 
vamidea semblables 5, 5,5,18  . .,  en  désignant  car  ji,a,jf, à 

lignes  homologues  Je  ces  pyramides,  on  a  — ^  —,__=:_—. 

D'ailleurs  tous  ces  rapports  sont  égauK ,  puisqu'en  vertu  de  11 

..,.,,  .  A        J-  * 

similitude  supposée  ,ona  —  ^—7^=... 

Duuo    ^  =  :51  =  Ç  =  ...  =:£;d'oii(u',3,3».) 

5  +  y  +  y  +  ...     P     ^ 
•  +•■+•'  +  •..";'  "".■■ 

Il  sera  aisé  de  voir  que  Zes  volumes  des  sphères  sont  entrt 
comme  les  cubei  de  leurs  rayons  ;  que  ceux  des  cylindres  droiU 
et  (léâcAues'  droits  semblables  (cr^-d.  engendrés  par  des  recUn- 
gles  on  des  triangles  rectangles  semblables) ,  sont  eutre  eut'' 
comme  les  cubes  des  longueurs  de  leurs  génératrices,  on  <w 
leurs  hauteurs,  ou  enfin  des  rayons  de  leurs  bases. 

Les  polyèdres  symétriques  ont  leurs  volumes  égaux,,  puisque' 
est  évident  qu'on  peut  les  décomposer  en  tétraèdres  symétri- 
ques, et  que  ceus'cl  ont  des  bases  et  des  bauteuri  égales. 

r.1\«,:r-     v         ' wv--     "  '> 


Il      ■  '   n  ■  'i  ■    ■,■;!       ■  ■  ,  ,  c 


LIVRE  QUATRIÈME. 

GÉOMÉTRIE    ANALYTIQUE. 

■      ■  ■  I 

I.     APPLICATION      DE     l' ALGÈBRE      A     LA    GÉOMÉTRIE 

ÉLÉMENT  AtRp  V  / 
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Quelques  Problèmes  sUr  les  lignes. 

3i6.  Tant  que  l' Algèbre  et  la  Géomét^'é  ont  été  séparées» 
nirs  progrès  ont  été  lents  et  leurs  usages  boi^iés  ;  mais  lorsque 
«deux  sciences  se  sont  réunies^  ell|es  se  $6nt  prêté  des  forces 
ttutoelles^  et  ont  marché  ensemble  d'un  pas  rapide  vers  la  per- 
iection.  C'est  à  Viète  et  à  Descartes  q»*on  Hoit  l'application  de 
^Algèbre  à  la  Géométrie ,  application  qui  est  devenue  la  clef 
ici  plus  grandes  dçcôuTertes  dai^s  toute^^  les  branches  des.Ma- 
bématiques.  (La  Grange  j  EcoL  TformaL],  t.  lY  ^  p.  4ûi.) 
Cest  donc  en  introduisant  dans  Itô  fbrmùleis  algébriques  les 
randeurs  qui  composent  ;]es  partip  ^'unejfigiire  ^  que  noua 
^^msporterons  dans  la  Géométrie  toutes  léa-iressources  de  l'Ai- 
gre ,  et  nous  parviendrons  sansi^ine  à  des  résultats  qu'il  6e* 
ût  difficile  d'obtenir  par  la  Gédmétrie  sevAe.  Celle-ci  a  l'ayan- 
fcgp  de  ne  jamais  faire  pérdrirtle  vue-.J'objet  principal ,  et  d*é*; 
iaircr  la  route  entière  qitt  conduit  des  premiers  axiomes  à  leurs 
enùeres  conséquenw  ^V9y»  lô^  >25a}  \  mais  FAlgèbre  a  bien  plus 
^e  ressources- 
Ces  réflexions  conduisent  à  préférer  dans  la  Géométrie  élé« 
aftentaire  les  méthodes-directes ,  celles  qui  ne  reposent  sur 
^>Knia  principe  étranger  ^  et  permettent,  pour  ainsi  dire^  d'i- 
*oW  chaque  théorème  ^  en  le  présentant  comme  une  vérité  aussi 


5a6  GÉOKÉTHIE   AHàLYTIQUE. 

claire  que  l'asiome  d'oii  il  est  iléduif.  Mais,  lorstpie  les  qnet  * 
tions  deviennent  plus  coniplî(|uct!3,  oetleniéllioilc,  qu'on  nnmn 
Sjnlhèse j-  fcrd  la  clarté,  (\\i\  est  son  plus  précîeui  avanlsge! 
Vjinatyae  reprend  toule  sa  supériorité,  et,  par  sa  fécondeio- 
fluence,  géoéialîsc  les  résullats,  simplifie  les  recticrcliei,e|  • 
lorsqu'elle  est  employée  avec  adresse,  donne  à  ses  artifices 
élégance  et  raâme  une  clarté  à  laquelle  le  mécanisnie  du  aiiA 
semblait  s'opposer.  Les  problèmes  suivans  servirout  de  preuH   ' 
à  ces  assertions. 

317.  Mesurer  la  dislanee  d'un  point  inaccesaihle  D  àu> 
autre  point  A  (fig.  iSg).  On  prendra  sur  l'alignement  AD a^ 
partie  quelconque  AC,  et  formant  un  triangle  arbitraire  ÂBC\ 
on  en  mesurera  les  côtés  An  =  c,  AC=b,  BC=  aC)\W*\ 
marquant  sur  j9Ç  un  point  £  quelconque,  on  dirigera TenD| 
le  rayon  visuel  FD;  soïeat  AD=  x,  £C=ff,  FA  =  d.  U' 
pM-allMe£fî  'nÂB  dUnne 

don*  CC  =  -^,  EG  =  ^. 

j     ,       ,  D^      PG        X       DG  4 

"^1;  FÂ^JiG^'"'j  =  £G- 

oalHi—x^»'^^'',  éùmi^iA iénê'iSXev» par  cëlléde EG, 
dntrtiirt    ■:  :...«.i«a:flMli^,«.; :.X-ëi 

.:mv.':    ■■.'.'■A.-.^-.i  ..'.    .     ;  -IL,]    ..'.."..    i!,;"'.>lin 

,,,.   ,  ■  \f!g—.aAf.'.-,i::, ..,.:...  ■  ■  :  -.'■>\ 

SilaKtiy,e<^  ^^^<AP,yt»titiiDajniifmakpëÂa'$uff<ilsA 
cQmme  c  :=  zd,  la  solution  se  réduit  à  x  =s  £.  — — r^l 

---  ;•  ■    ■■'■■. '■■i"<'Oiig.^é$       ■ 

-<*}  DercnafBoi  nui»  ^igucnnu  iMinglc^  dei  toitii^M  ^ttA','%  'ff,'f 
I>u  (<>  h,  «..•-,  U»c4ic>9«ia)nitm{KC[ifeiiiuii  (ippoâiSik  '  '  I  '•'; 
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Il  ne  fl^aglra  pku  que  de  mettre  pour  a,  6,Cf  dtXg  lëoris  Taleurs 
i^nmériqaes^  ou  le.  nombre  de  fois  que  ces  li^ea.coatieniielQt: 
levr  unitéy  pour  troufer  x  exprimé  en  Dombres. 

3^8.  Quille  est  la  relation  qui  lie  les  cètéa  a ,  b  éf  ç  (Pun 
triangle  BAC  (f^  92)  inedrii  à  un  cercle  de  rayon  ^/^  'Menons 
le  diamètre  BD ,  et  les  Hgoès^iïD ,  JDC;  le  qdàdrilatëre  ABDHT 
doii]De(ii*'^o,  JI)  aflfrscX  CJ9+  aX>^A  Des tri^ngtes) 
rec&ngles  BCD  ^  BAD  ^  nous  tirons  CD  =  y  (4A*  ~  o^), 
^l;=:|/(4IP  — c^;  donc 

'  a«*  =  ci/(4ff —/?•)  + a»/(4fl?  — cO  ; 

iqaation  chercb^,  qni  donne  funcJés.quantités  a^b^oeiR^ 
connaissant  les  Croîs  autres. 

L  Étant,  doublées  les  cordes  de  deux  arcs  AB^BC,  on  .a  donc  b^ 
Mia  corde  AC  d'un  arc  ÀBC  égal  il  leur  somme. 

Si  Tes  9ltcbAB  et  J9C  sont  égabx ,  oq  a  a  ==:  c^  d'o& 

Rb=a{/i/iR^  —  a'h       .,  . 
SqiL  ipii  donne  la  oorde  b  d*un  arc ,  connaissant  celle  a  d'un  tàrc 
BMÛtié  moindre*  «  ■ 

IL  Tromper  le  rayon  R  du  cercle  circonecrUau  triangle  ABC 
Ékrons  notre  équ.  au  carré,  l'un  des  radicaux  disparaîtra  ;  trans- 
posons ensuite  les  termies  rationnel»|  et  carrons  de  nouyeaupour 
[Classer  l'autre  radical,  nous 'trouvons    ■  ' 

jl_        _        .  abc  ;  ;.    :  ^ 

l/4aV  —  («*  +  d'^V^^ 

QeCté  ftvrmnlç'ne  se  prête  pas  an  calcul  des  log':,  mais  lé  radical 

libcte  la  différaios  de  deux  carrés ,  qui  ^^S4ic  -f-  ^*  +  c*-^6*) 
><(ai»— a'— c*+&*);bnC(a  +  c)*wft«J^ 

ditquefacteur  souffre  M  méine  décoHipoiitiôn  /et'  l'ohà 

V/Ça  +  ft  +  c)  (*  +  c  —  a) {a  +e  —  b)(,a  + b-rc), 

r /'•(/'— «)  Cp  — ^;  iPTc) 

*B  faisant ,  poor  iàbréger ,  le  périmètre  ^y?  =;=  a  -f-  &  -f*  <^> 


R=£ 


528  GÉOMÉTRIE   ASALTTIQUE. 

III.  Trouver  Vaire  z  d*an  triangle,  copnaùui(mi,l€8  Itoia  câUê 

'     b*  -4-  à^  —a* 
a-^b,c*(ii^ai8,fîg.  1 76)  le  segment -rfZ>  =  aï  =i      ■       , ; 

or ,.  le  triangle  ABD  donne  Jî J9  =  ^Z  (<f  —  a:*)  ;  «  x=  i,6  X  BD 


r 


*..■  ■         ■  ''• 


Oiî  Wxlbhc  I  pour  le  rayon  du  cercle  circonscrit  ^  Ijlftz  =  abc> 
'  TV.  T^rouper-le  rayon  r  </tf  cerci^  circonscrit  au  triangle,  La 
aires  (fig.  4^)  des  triangles  jiOB ,  AOC^  BOÙ  étant  \  cr, 
{  br,  ■;  ar,  U  80fMne,.est  a-zsïjor,  d'oi  (roy.  h®  364>1X) 

,,.:       .     ^,.i_^     /(p^a)  Xp^b)  (jr—e)      ''    ■    ' 

p     V  p 

I  ^  '  ■  I  » 

^  V.'  èvabiet  Vnh'è  d^iin  quadrilatère  ABCC  (fig.  3g);  me- 
nons la  dîagqnaîe  AC=by  et  prenons-la  jpour  hase  des  dieux 
triangles  ABC,  ACC\  h  et  h'  étant  lés  hauteurs,  Taire  de- 
mandée est  J  i  (A  +  A-). 

-On  peut  encore 'Opérer  comme  il  suit;  Soit  y^£CZ>  (fig.  174); 
abaissez  les  perp.  DEz^^hj  CF=zh'  sur  la  base '^j^rr^a, faites 

AEiirz b ,  BF^^zb',  d'où  (n«  259)  Paire  CFED  = 

i  (/*+ A'  )  X  (a-ni— i').  De  plus  ADEt=:  i  bh,  CBF  —  {  VU  : 
TOUS  trouTCs  enfin ,  pour  la  somme  de  ces  aires , 

ABCD  z=zi{a  —  h)K  +  1  (a  —  V)h. 

Cette  équ.,  facile  à  appliquer,  ne  convient  plus  dès  que  "une 
des  perpend.  tombe  Iwrs  du  quadrilatère.  Ainsi  (fig.  176),  il 
faudrait  chauger. 6  en- — b  et  V  en  —  b\  {^Fby,  n°*  337  et 364; VI.) 
.  VI. MenerY^Y perpend. à  labase  kCdu  ^ria«^Z^ABC(fig.  151), 
telle  (jue  les  triangles  AEF  ,  ABG  soient  dans  le  rapport  dorme 
de  m  à  n.  Soient  b  A  x  le^  nases  ACyÂE\  h  et  y  ï&$  hauteurs 

BD ,  EFi  les  aires  sont  ïbh^^xvy  d'où  -^  =  — .  D'ailleurs 

^  on         n 


les  triangles  semblables  AEF ^  ABD  donnent  *^  =  -ly  en  fai- 

h       k 

haut  AD  -=.  k\  donc,  éliminant  j^,  x'  =:^    1  y  ( \     Si  Ion 
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avait  x^  k  oa  ADj  le  point  E  devrait  être  situé  yerg  jET^'aii-^ 
delà  de  D  y  et  la  perpend.  à  ^C  séparerait  un  triangle  qui  n'est 
plus -oontena  dans  ABC  :  œ  cas  arrive  quand  hrn^  kn,  ou 

n  ^  b        AC 


.  ^19.  jConnaissantle  cAiéABz=sa  (fig.  97)  d'un  polygone  régu-f 
lier  inscrit,  chercbons  celui  AC=x  d'un  polygone  r^ulier  dont; 
le  iKy^ibce  des  côtés  est  double.  CO,.  perpend.  sur  AB,  donne 
(n^  a^)^C*=  C/X^CO.  Représentant  par  s  le  rayon  01 
du  ^cercle  inscrit  au  polygone  donnée  on  a  CI:=:^R^^z, 
et  6P  ==  AO^ — AI*  :  donc 

«»=a/î(/î— a),  et  «»=«•— Jo*. 

£ii  fiiisant^  par  ex.,  a  2=  72,  on  a  Av^(a-»  ^3)  pour  lé  cAté 
du  dodécagone  inscrite  De  méine  a=:'fiy^3  (n*^  a36)  donne 
x^R  pour  le  côté  de  l'hexagone  y  etc. 

On  peut  aussi  trouver  le  côté  EF=s^  d'un  polygone  régu- 
lier circonscrit  y  connaissait  celui  AB=:a,  qui  est  inscrit  d'un 
même  nombre  de  côtés.  Car  les  triangles  uj^O/^  EOC  donnent 

01  ^  AI  «   _  « 

'UC^  EC''''^'R~y 

donc  :r=—  et  «•=/l*— X- 

320.  C'est  ainsi  que  a=iR  v/2  donne  s  =:  ^A  ^vl  et  j^  =3  a7{ 
pour  k  'côté  du  caiTé  circonscrit  (n°  ^37);  a=  /{^3  donne» 
pour  le  côté  du  triangle.équilatéral  circonscrit,  jr=:  ai2^3y- 
ou  le  double  du  côté  du  triangle  inscrit* 

Il  est  laejile  de  déduire  dé  ces  formules  le  rapport  approclU  if  . 
de  la  ckvonfêrencê  au  diamibre,  ou  la  demi-cirfîoqféreaoe  ^.ilii  . 
cercle ,  dont  le  ray<^  est  l'unité  (u®  ^^)*  Pour  cela ,  pospfis  : 
A=  i^  1103 éqjH*  deviendront 

Faisant  a==iy  on  a>   |K>ttr  le  côté  du  dodiécagone  inscrit 
«=4/(3 — \/3)=o,5i7638.  Si  de  nouveau  on  fait  0=0,617638, 


1 
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OQ  trouTEra  ir=:o,?6 1  o53 . .  pour  le  côté  du  polygone  régnlii 
intcrit  do  24  odtésj  et  ainsi  de  suite. 

Quatre  opérations  semblables  donneront,  par  ex. ,  o^SjSS.i 
pour  le  cûtc  du  polygone  régulier  de  96  câtés;  en  metlaat  ceU 
Yaleur  pour  a  dans  s  et  y ,  on  a  le  cdté  du  polygone  régulil 
circonscrit  semblable;  et  multipliant  par  48,  on  a,  pour! 
demî-périmëlres  de  ces  polygones,  3,1392  et  3jt4>D. 
la  demi-ci rconf.  ir  est  comprise  entre  ces  longueurs, 
doncir^3,i4. . . ,  en  ne  prenant  que  les  décimales  comianoetf 

Pour  obtenir  une  plus  giande approximation, comme  la 
otmfétenCB  approche  d'autant  plus  des  périmfelres  des  pnlj* 
gones,que  l'on  inuUipIiedavantage  les  ci'itét  (n"  246},illïii' 
dra  recourir  à  des  polygones  d'un  plu»  grand  nombre  de  câlb 
Soît ,  en  général  calculé  le  cdlé  a  d'un  polygone  inscrit  d'n 
nombre  »  de  côtés;  on  aura,  pour  les  demi- périmètres  dc' 
polygone  et  de  celui  tjui  est  circonscrit  semblable. 


on  en  déduit  enfin  le  nombre  ir  donné  p.  278, 

Constructions  géométriques. 

331.  L'art  de  résoudre  les  prol)lRmRs  de  Géométrie  consMW 
comme  on  a  pu  le  remarquer  (n'^'  208  ,  227.  ,  ,)  ,  à  les  supp«S6f 
résolus ,  à  rapprocbef  les  propriétés  de  la  figure  de  celles  qn'w 
connaît  et  qui  sont  analogues;  it  trouver  ainsi  la  loi  à  laf]! 
I»  parties  du  système  sont  »uroises,  et  à  en  conclure  1m  '"" 
connues.  Ces  procédia  exigent  beaucoup  d'eiercice  et  f»* 
dresse ,  et  l'on  ne  peut  donner  de  règles  générales  pour  ces  Wi"" 
blnaisons.  L'emploi  de  l'Algèbre,  lorsque  le  choix  des  itican- 
nues  est  fait  avec  aâresse,  conduit  souvent  à  des  solutions  p'"' 
élégantes;  on  sait  mleus  reconnaître  leur  nombre,  et  l'oo  ii"? 
facilement  si  le  problème  est  possible  ou  non ,  déterminé  ou  1"' 
déterminé, 

Concevons  qu'après  avoir  résolu  un  problème  de  Géomét"" 
oi)  ait  construit  la  figure  qui  eu  règle  les  parties,,  qu' 
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désigné  par  des  lettres  les  longueurs  des  diiferses  lignes  qui  la 
composenty  et  qu'en  faisant  usage  des  principes  counliSy  on  1rs 
ait  liées  par  des  équ. ;  le  calcul  conduira  bientôt  à. la  yalcur 
des  inoonnaes.  Gela  posé,  si  toutes  les  lignes  de  la  figure  sont 
exprimées  par  des  nombres ,  l'Arithmétique,  donnera  numéri- 
quement ces  demiëtes.  Mais  il'  est  remarquable  qu'on  peut  as- 
signer ces  longueurs  chercbées,  même  sans  le  secours  des 
nombres,  à  l'aide  de  procédés  géométriques,  qui  auront  d'au- 
tant plus  d'élégance I  qu'ils  rendront  la  figure  moins  confuse. 
Cest  œ  qu'on  appelle  construire  la^  râleur  de,  F  inconnue. 

3ax  Démarquons,  ayant  tout,  que  le  calcul  dont  il  Tient 
d'être  question  ne  peutaroir  pour  élémens  que  des  rapports 
de  lignes  ;  en  sorte  que  la  ligne  j4  ne  peut  y  être  introduite 
qofen  ayant  égard  à  son  rapport  avec  une  autre  ligne  B,  qu'on 

peut  prendre  pour  unité  (n^  i56).  Alorsr^  repirésente  un  nom-*^ 
bre  attrait ,  auquel  on  peut  substituer  celui  de  deux  autres 
grandeurs  quelconques  a  et  6 ,  pârurm  qu'on  ait  *g  =  t  • 

Il  n'entre  donc,  dans  les  calculs,  que  dos  expressions  telles 
qucry   jr  '  '  •  ^^9  î^  ^uit  des  règles  mêmes  du  calcul,  que 

tgntes  combinaisons  de  ces  élémens  par  Toîe  de  multiplication  > 

dirision,  réduction  au  même  dénominateur,  etc.,  doit  çouf 

djure  k  un  résultat  homogène  j,  c-à-»d.  dont  Us,  Utmss-  rea'^ 

firmaU  tous  le  même  nombre  de  facteurs»  Ainsi^i  les  lettres. 

Oi&j  c»  •  •  •  qni  entrent  dans  ime  formule  peuvent  j  désigner 

des  lignes  au  lieu  de  nombres,  et  doivent  alors  être  homogènes; 

1^3  n'en  est  pas  ainsi,  quelqu'une  de  ces  lignes,  t^les  que  r,  a 

d&  être  prise  pour  l'unité,  qui  n'est  d'ailleurs  qu'une  longueur 

iiiiitraire  et  connue  (n°  36).  Dans  ce  cas,  on  peut  rétablir  le 

Acteur  r  partout  où  il  a  dû  disparaître,  lorsqu'on  a  posé  r  =.i, 

Ci-a-d. ,  introduire  r  et  des  puissances  conpenahles  de  r  dans  les 

^Ufers  termes  j. afin  qu'ils  redeuienuent  homogènes.  Pour  que  les 

■Ituntités 


/ 


•     "    «v 


jgqpctenl^t^iiflt: lignes,  dles^âoiiKfQt  jrei^ir  àt  .«  ;ii<. 


•  .  ■        •    f  :  • 


cooTenAUes  ,de  r^   derient    ax^ay^d^or  Hitfe  lopt  cette  i 


6^  eaiiènB^9A-Mfftii<3ierm  h  .d0gté'jdUr.diaonkiMteiir  :d«;ofeU 
dit  numérateur^  ù  elle  est  fractionnaire^  enfin,  on  drrisera  k 
degrii  de  ik  jfi4cCiott  piar  Tôj^.  du  radioal  qui  'tOBiaB,  i 
elle  esjt  irratioiinett%^.CoiiQiLVkW^d«^.là  qu'en  généBul^.ftBr' 

qu'une  fractîdu  ratîonuelle  représente  une  ligne,  c.-à-d.  soit 
linéaire  j  il  faut  qué  chaqu-e  terme  du  numérateur  ait  un  fac^ 
teur  de  plus  que  dans  le  dénorr^j^naieur ^  et  e^il  entre  un  radical^ 
il  doit  affecter  une  quantité  de  même  degré  que  lui  :  le  radical 
éarré  précédera  une  fraction  du  second  degré,  etc.;  les  fbr- 
mules  de'  première  dimension^  c.-à-d.  du  i*'  degré,  sont 
COiirtructib^' par  une  ligne;  celles  de  seconde  dimension  par  i 
une 'aire  vienfin  belles  de  troisième  dimension  reptésentent  mt 
Tèlbm%r^t  si'  elfes  ne  sont  pà^  homd^neâ,  on 'les  rend  teOo 
endistribuàfnt  dès  puisisances  convenables  de  la  lijJHie  r'qiif  7  a  été 
prise  pour- uilité. 


,, .  I. .:  ;,    Il 


323*  Toute/rac/îo^  mononu  lirpéaire  nt  peut  ètXQ  que  de  b- 

-  .  aà      - .    abc  .  akod  « 

forme  x  =  — ^,  x  =  — r^-,  x  =;  — r— ....  ;    celle-CT,'  par  ex., 

c  de  efg  * 

équivaut  à  -  X  t  X  -  X  û?;  de  sorte  qu'on  "voit  que  la  ligne 


d  doit  être  prite  autant  de  fpis  qu'il  j  a  d'unitëe  dans  le  pro- 

t    •      t  HOC 

duit  des  rapports  -»-;;.-• 

h 

i^  La  consJfcrucUon  de  :v  =  —  n'offre  pas  de  difficulté  ;  x  est 

c  . 

une  quatrième  proportionnelle  ac,  a  et  b.  On  si^t  la  trouver 

(n®  213,  fig.  5g);  on  pourrait  même  faire  usage  des  théorèmes 

(n~  aai  et  224). 

2**.  Pour  X  =  -^  9  on  cherchera  une  ligne  i  = — ,  et  l'on 
aura  »  =  — ;  ainsi  deux  4*'  proportionnelles  donneront  x. 

3^  De  même  «  =3 — ?-   se  construit  en   faisant  t  =  — . 

cd  kl 

/=-7-.  et  l'on  a  «  =3  — .  Il  faut  troid  constructions. 

/     ^  g 

Et  ainsi  de  suite. 

324.  Pour  ]&  fraction  polynôme  x  = ,    - — ^—  >  dont 

Im 

le  dénominateur  est  monôme  •  on  écrit  x  =  -5 —  +  -7^  —  >—  : 

Im         m        Im 

on  construit  chaque  fraction  à  part;  et  l'on  a  trois  lignes  à 

ijODter  ou  à  soustraire. 

^ j*    ^ 

Cependant  si  l'on  a  âr  = ,  il  sera  plus  court  de  faire 

*=:  i— ^ i,  c.-à-d.  de  chercher  une  4*  proportion- 

c 

selle  aux  lignes  c^  a^b  et  a  —  6. 

SaS.  On  rend  le  dénominateur  monôme,  lorsqu'il  ne  l'est 

yiSy  en  l'^alant.à  un  seul  terme  de  même  dimension,  et  dont 

<Ri  prend  à  volonté  tous  les  facteurs,  excepté  l'un  y  qui  7  est 

inconnu ,  et  qu'on  détermine  ainsi  qu*il  vient  d'être  dit.  Par  ex., 

,^  âbc+^déf         -  ,    ,     ^ 

yar  xs=3    W\^    f  ;  on  fera  aô  +  ca  =  ajK; 

»        -    ■  ■ 

ay        ay        y        ciy  y      :    '    a    ' 
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Cette  dernière  éqn.  donne  y  ;  la  \"  fait  connaître  x. 

„  aSc*  +  oVj  —  m'/J  ,       , , 

Pour  *=  -.-^r^^qr^;^'    *>"    f^'-*»    '«    dénommaU» 

y'î  —  hlq-^cind=^q*y\  d'oà  l'on  tire  j-^s +~i 

une  fois  y  connu,  on  a 

abo*    \qh  n^p 

Le  clioii  des  facteurs  de  l'înconnue  y  se  fait  quelquefois  di 
manière  à  rendre  les  conslructious  plus  simples;  un  peu  d'»- 
dresse  et  d'exercice  facilitent  l'application  du  principe  général: 
.    .          abt? — a*b*  -    .               m(c  —  m)  .  ai 

mnsi  x=^ — ,     '.     ,    devient  *^= ; ,  en  faisant  m=—. 

326.  Les  Constructions  radicales  se  ramènent  à  la  forme 

Vicib)   ou    V/C«'  ±  i=)  : 

^{ab')  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  a  et  b\  on  11 

construit  comme  il  a  été  dit  (n"  222,  fig.  ^o);  on  pourrait  aiuà 

la  trouver  k  l'aide  des  tliéorèmes  (n"  223,  aaSl, 

Quant  à  lX(a"±è'),  c'est  un  côté  d'un  triangle  rectan^ 
dont  a  et  6  sont  les  aulres  côtés.  Pour  V^C"'+^°)i  on  prendn 
(fig.  67)  JB  =  a,  AC—  b  sur  deux  lignes  indéfinies  AB,  BC 
a  angle  droit;  l'hjpoténose  BC  est  {/{a'  -i-  b').  De  mèmei 
pour  l/(a'  —  b"),  on  tracera,  comme  ci-dessus,  les  lignes  JB 
et  j4C;  on  prendra  AB  ^  b  ;  puis  du  centre  B  avec  le  rajo» 
BC=^a,  on  marquera  le  point  C,  AC  sera  [/(a' — 'h').  On 
autrement,  sur  la  ligne  BC  ■=:  a  comme  diamètre,  on  décrira  le 
demi-cercle  ABC;  puis  du  centre  B  avec  le  rayon  AB^=h, 
on  marquera  le  point  ji;  j^C  sera  \/{a^~~b% 

337.  Pour  construire  toute  quantité  affectée  d'un  radical 
carré,  comme  elle  doit  avoir  deus  dimensions,  on  l'égalerai 
un  produit  ay  ;  a  étant  une  quantité  qu'on  choisira  à  volonté; 
et  y  une  inconnue;  on  aura  alors  x^  V^Ctv)-  La  valeur  dey 
se  déduira  aîîiét;)ie^U-ellt;,6e^^^e  i'rac.tJw^  i|u'o«'  con^tniin 
par  les  principes  ci-dessus. 
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Soit,  parcx.,«=a4/^-jqp^^;«xfcra 


ti<mdei/{r^),  etc. 


Joi  v=r-; 1 — /7   L    ;>  ^^  construira  ^  par  une  3«  et 

deux  4^'  proportionnelles  :  enfin  on  aura  x'=^{/(ay). 

Au  reste,  le  procédé  général  se  simplifie  souvent  avec  un  peu 
d'adresse  ;  ainsi,  pour   ^{ac^bd),  on  fera  W=ay;  d'où 

bd 
y=si —  et  *=l/D?(<î  + J')].  De.  9ième  x^=:^{ab  +  be)  dé- 
tient *t=  t/[(ia  +  c)i].  ^oy.  aussi  (n®  Sag,  V)  la  construo- 
îon  de  \/.\- 

328.  Quoiqu'on  puisse  construire  par  cette  voie  *=V^(a*ii:i*), 
cependant  la  construction  du  triangle  rectangle  donne  une  solu- 
tion plus  simple  :  c'est  pourquoi  il  arrive  souvent  qu'on  ramène 
i  cette  forme  les  quantités  "radicales.  Ainsi ,  *  =  V(a*  ±i  bc) 
devient  x=\/{a*±: y"") ,  en  faisant  y^z=zbc\  d'où  y  =  ^(Jbc) . 

ï)e  même  *  =;=  ^'  («*+  **  +  c*+ rf\,.)  se  construit  ainsi.  On 
fait  y  —  V/(a*  +  V)  ;  sur  les  côtés  AB,  BC  de  l'angle  droit  B 
{^  160) ,  on  prend  AB-:=:.a ,  BC^=-b\  l'hypoténuse  AC  est  yi 

diia*=  (/(j'^  +  c^  +  ûP +....);  on  foit  y=l^(j^  +  c*): 
%bfi ,  SOT  DC  perpend.  à  ACy  on  prend  CD  =  c,  et  AD  est  y; 
d'où  *=  V/Cx'*+ûP*  +»«0i  et  ainsi  de  suite.  La  dernière  Ljpc— 

tCnuse  AF  est  *.  (  Voy.  pour  la  construction  de  ^n  et  4/  —  » 

«•fag'lXetV.) 

Pour  *=  \/(ac  — fg  +  m^  +  rrf) ,  on  fera  indifféremment 
<3to  oc— y^  +  mj  +  rd  =  ay, 

BU  bien        acz=^y\jjg'=iz^y     mqzzzf^    rd:=u^^ 

^^  X  =  V^(y.*  -^  Y*  + 1** — «*)  ;  et  la  construction  précédente^ 

vppTenablemeot. modifiée,  donnera  4P. 

Enfin    si  Ton  a  x-  \/\f  —  f^ab^t^'  ^°  fera.,... 
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y*  =f*~  -j-,i'iAT=y'{e^ — y):  il  ne  restera  pim 

oliteoir  y.  On  fera  e*4-<^=*'  el  ab-^cd^t*;  s  et  tsetn 


32<).  Appliquons  ces  principes  à  quelques  exemples. 

I.  Partager  una  longueur  AC  (llg.  l6i  )  en  deux  partiti  C 
ABj  qui  soient  entre  elUt  dam  le  rapport  donné  de 
Soient  AC^=a,    CB  =  x;  on  a  AB^a  —  x,,el  d'apnt, 

condition  prescrite,  :=  — ;  d'où  »=  — ; — .  Sor  4 

'  a — *  ra  m+«  T 

ligne  quelconque  EC ,  on  prendra  CD:=m,  ED=i 

et  n  sont  des  lignes;  si  ce  sont  des  nombres,  on  porti 

ôBTertare  de  compas  arbitraire  rn,  fois  de  C  en  V,  el 

de  D  en  -B.  On  mènera  AE  et  sa  parallÈie  BD ;  B  itxi' 

^oint  cbercbé. 

II.  Étant  données  deux  parallèles  BC,  DE  (fig,  162),  et 

point  j/,  mener  par  ce  point  une  oblique  j^/,  telle,  qnelapirM 

JK  comprise  entre  les  parallèles  soit  de  longueur  donnée  =&j 

Menons  AG  perpend.  sur  DE,  et  faisons  AG-=.a,  FC=M 

;,.  „r  AI         m  AI       c    J 

l'meonn.e  G/=.;   on    a   -^  ^  ^ ,  ou    -  =p^ 

AI'=a'-i-x<';  donc  j  =  ±^V'(c'— è').  On  Toitd'abordq* 

le  problème  est  impossible  quand  b  est  >  c,  ou  FG^ll^- 
Pour  construire  cette  valeur,  dn  centre  P,  on  décrira  l'arc  M 
avec  le  rayon  c;  CH  sera  l/Cc* — A=);  AI  parallèle  a  FBiM 
la  ligne  chercbée,  puisqu'on  toîI  que  IG  est  4^  proportionnel!' 
i  ^,  ^  et  6;^?. 

Il  y  a  une  seconde  solution  en  AI';  c'est  ce  qu'indique  t 
double  signe  de  la  Taleiir  de  *  (voy.  a*  336). 

,IihÉianf  donnée  detid  point»  A.  ei  B  (Ëg.  i63)\,  et  a» 
(f/«ti^  Diy^  décrire  un  cercU  qui  passe  par  eea  detu  poiaU* 
»oit  tan^ntà  la  droite.  UsufBt  de  trouver  le  point  D  du  coaltct 
StiHdtfnt:' prolongée  la  ligne  AB  en  C,  et  fait  CÙ=x,  CI=* 
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znbf  I  étant  le  milieu  de  AB.  La  tangente  CD  donne 
aaS)  x^=CAxCB=:i(a—b)(a+b)',  d'où  *=v/(a»— 6*). 
'Fhypoténuse  CI  on  tracera  le  triangle  rectangle  JÈC,  dont 
;»  5ont  les  c4té9  de  l'angle  droit,  en  décrivant  le  demi-cercle 
;/,  prenant  £'/=  Al-y  CE  sera  x  =  CD.  Il  y  a  une  2"  soîu- 
B  en  D'i  à  cause  de  la  yaleur  n^ative  de  a;  (n^  338). 
[V.  Deux  parallèles  uiJS^,  BF  (fig.  164)  et  leur  perpend.v^^i? 
Ù  données ,  mener  une  sécante  EF^  telle  que  AC ^  moitié 
ABf  soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  segmehs  AE^  BF. 
ient  AE-ész x,  BF=  y,  AC=:a:  on  sl  à*  r=  xy  :  le  pro- 
ime  est  donc  Indéterininè  (n^  117)9  et  le  nombre  des  9olu* 
us  infini.  Parmi  les  diverses  manières  de  les  obtenir,  la  sui<* 
■te  est  «sseE  élégante 

5oitC^=r,  D  étant  le  point  de  rencontre  de  la  ligne  cber^ 
6e  EFj  avec  CD  perpendiculaire  sur  AB  en  son  milieu  C  ^ 
'  perpend.&  CD  donne  les  deux  triangles  égaux  £Z>/,  FDF'y 
isiy=r+/£>  x  =  r  —  JE,  d'où  «:-f'J'  =  a'*«  Éliminant 
3e  à*  =  ay,  on  a  X*  —  2rx  =  —  «•;  r  est  ici  arbitraire. 
Ton  a  x=rih  |/(r*— 'a*).  On  devra  donc  prendre  le 
lint  D,  tel  que  r  soit  ^a,  ou  Cl^  ^  AC  :  le  cercle  dé- 
îtt  du  centre  JD  avec  le  rayon  r  donne  JB/s»  |/(>*  -^  «■)  j  Jonc 
■  points  J^et  Fd'intrarsection  satisfont  k  la  condition,  ainsi 
}Mà  Ef  et  JF^.  Chaque  centre  D  donne  ainsi  deux  solutions 

>  V.  Par  le  point  A  (fig.  i65)  ,  merter  une  corde  BAD  dont 

^'ugnténs  &A ,  AD  aient  entre  eux,  un  rapport  donné  =  — * 

Mbbqds  le  diamètre  ffi^G  ;  soit  CB—r^CA-ss^h,  AD  =  xi 
^iBAxAG  =  BAXAD,  d*o4  r*— ^  =  x  X  BA-y  mais, 

Jtt  condition ,  BA  = ;  donc =  r*  —  ô*.    Faisons 

* — A*  =  ife* ,  nous  aurons  x  =  t/ ,  quantité  facile  &  cons^ 

l^e.  On  ponrrart  lui  donner  la  forme  x  =  — -  ^(mn),  et  il 

unirait  trouver  une  moyenne  et  une  4*  proportionnelle;  mais 
I.  22 
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on  doit.t»sélirer  jb  piMédéTmitiMot  BiiiiiplasiMwle  np| 
—  par  oe\m  des  deux  Gurrés:  sur  aneli{pMJP(aefiaiie,(fig. 

TimcmM  DF  tlFÉ^  Ids  \iatm.  ait  ^  =&  '  ^S  ^Siàivm  J' 
AeaA-o&cé^DAE  ^  ftuW.iMniuwtfFficrptoiuL  m»,I}M 

YI.  {//»  polygone  itaiU  donnât  «?»  cosftaiHRiL'  aML«»ttUdUii 
Vvg^iàm:  o6t^  4«  ^lygoM  donnée  «  mm. )}tÊitm\Êi^m. .yJÊoÊàéj 

,  O  •  I     '  ■   »    '  '     *■  •  ■       ■«'■'  I    ••  ^^  ■•  ""*•■    *■■•  *.**»•-  ^  *  JVW^~.     .1       •  ■♦ 

octonAe.  li  ne.rMe-fAmk  qu'à  former,  sur  le  côlé  ap:Iioiiiolog« 
4  ^^9  one  figute  aenilbiable  i  la  proposée  (n^  ft4>)*  ^  "^^ 
oonfttruction  ft'applîcfue  aussi  aux  cercles  (v?  2i63,  3^.)  ;  m  et  s 
fioat  ici  d^lign^  Hu  des  nombres  donnés. 

Pour  troui^er  le  rapport  de  deux  figures  données  sembiabkij 
ABC*  •  »  fiabc^ .,.  (  figv  93),  on  prend  sur  les  côtés  d'un  avj^ 
droit  Dj4E  (fig.  166)  des  parties  AB ,  AC  égales  à  deux  ligna 
liômologtifes  des  figures  projsoséés  :  la  droite  BC  est  coupée  par 
sa  perpç|\d.  AQ:  ^  ti^x  aiE^en»  i?G ,  CG^  q^i.  ont  le  mène 
rjipportvque  ces  Sguf  es.     .    ' 

y II.  CJierchons  unefiga^  X  semblable  à  une  autre  P  etégak 

à  iiîie  troisième  Q.  P  et  Ç  sont  donnés;  prenons  un  côté  ^ de 

P       A^ 
P  >:i^^  .^^^  ^  SP>^  hopaologue  inoonnu,  on  a  -^tçrt, — ^^dfoè 

P       A^ 

^:;^  t-^^  puisque  X  =^  Q.  Soient  Af  et  iV  les  côtés  da  desai 

Clivés  éqniyrtfW  i JP;C*>Q  (p^  ^Stj)^  ou  dewi;  oarrÀ  M^  *f 


.  » 
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ai  aient  même  rapport  qoe  ceax-ci  (fig.  i66)  ;  il  en  résultern 

r=  =  —  \  ainsi  x  est  4*  proportionnelle  k  M,  Net  A. 

YIII.  Troupêr  deux  lignes  x  ei  j ,  qui  aient  même  rapport 
lue  deux  paraUélogramfnes  donnés.  Les  bases  étant  B,  b,  les 

♦  *      BB. 

luiatenrs  H^h^ou  dpit  aToir  -  =-tt-.  Si  Ton  donne  ^  ,  une 

coDstraction  facile  (n^  323)  fera  connaître  x.  Mais  si  ces  deux 
lignes  sont  inconnues ,  l'une  est  arbitraire;  et  Pon  pent  prendre 

Bff 
jr  =  A,  d'où  X  =  -T-  i  X  est  alors  une  4*  proportionnelle  à  A, 

ff  et  ^.  Ce  problème  revient  à  construire  un  rectangle  hx  ^  <fo;t^ 
un  a  la  hauteurh^  et  dont  flaire  équiçaut  à  celle  di'un  rectangle 
donné  BK. 

IX.  Pour  construire  {/n ,  on  pent  prendre  une  moyenne  pro- 
portionnelle (n°  222)  entre  >»  et  i.  On  remarque  (n**  236,  23^) 
Tfpe  si  l'on  décrit  le  cerclé  qui  a  l'unité  po  ur  rayon,  en  y  inscriyant 
un  carré  et  un  triangle  équilatéral ,  leurs  côtés  sont  {/a  et  ^3, 
Quant  à  \/S,  ^6. . . .  ,  la  construction  (p?  828)  sTapplique  à 
cette  rechercbe;  car,  sur  l'angle  droit  CBJ!  (fig.  160),  pfe- 
Bons  jiBzr^Hy  CB=  1 ,  on  aura  ACz=i  |/5.  De  même  CD'=zi , 
donne  AD  =s  |/6 ,  etc. 

33o.  L'équation  du  second  de^  a^  ^px:=iq  suppose  une 
ligne  r  prise  pour  ^luiité  (n°  822}  ;  il  faudrait  donc  remplacer  q 
jpar  qry  ou  plutôt  par  771*  ^  en  faisant  771*  =  qr.  Les  racines  de 

4c*  +  p*  =  771*  sont  X  =  —  -  ±  l/(w**  +  iP*)>  oû  les  construit. 

2 

tisément  d'après  les  procédés  généraux  que  nous  ayons  indi- 
qués ;  mais  il  est  plus  élégant  d'opérrr  comme  il  suit. 

I*.  Si  l'on  a  **  —  />»  =  —  tt»*  ,  comme  77»*  =  x{p  —  x")  , 
m  est  moyen  proportionnel  entre  xeip  —  x.  Si  donc  on  élève 
(fig.  167)  AD=un  perpend.  sur  AB=py  puis  si  l'on  décrit  l$i  demi- 
circonférence  AES  sur  le  diamètre  AB  ',  DJS'  parallèle  à  AB 
ionne  les  points  E,J^y  pour  lesquels  là  perpend.  HF  ou  E'F' 
^'taidj^enne  proportionnelle  entre  les  segmeiiVdn  diamètre.  Les 
deux  racines  sont  donc  x'zi£  AFetx  ==  AF.         "^"  - 

22.. 


fi 
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a'.  Si  l'on  a  x^  -~-  px^^m* ,  comme  m  est  m 
tionnelle  entre  x  et  x — p,  arec  le  rayon  AD 
on  décrira  le  cercle  AEBf,  puis  prenant  sur 
Xoa^œat  AC  z^m,,  la  sécante  Cf  passant  par] 
x-=CE  et=— C£,  puisque  JB*  =  C£  X  C 

3'.  Si  l'on  a  X*  +/)*:=  :t  m',  on  fera  la  mè 
que  dans  1rs  cas  préccdens  ;  seuleitient  les  rac 
gées  de  signe,  puisqu'il  sufGt  de  changer  v  ea 
tomber  sur  les  équ.  déjà  ti:aitées. 

X.  Soit  proposé ,  par  ex-  ,  de  mener  par  le  f 
BD  (%.  i65),  dont  la  longueur  soit  douiiée  s 
la  notatinn  du  prolilènie  V ,  nous  avons  enct 
i*  =;  JT  X  fl-4, par  condition j  BA^c — x;  doi 

XI.  Étant  données  deux  lignes  DC=a,  AC 
former  sur  ^(1^  un  segment  Ciî=^,  tel  qu'on  ait  E 
ou  *'  ^=  a  X  AS.  Comme  AB  ^b  —  x ,  on  a 
Sur  le  diamètre  AD ,  soit  décrit  un  cercle  DFj 
perpeud.  FC  =:  m  ;  on  a.  m*  ^:=  ab ,  d'où  3:{x  + 
on  élÈTera  (fig,  ^g)  sur  AC  :^  m  une  perpend. 
centrez? on  décrira  le  cercle  MAE',  et  on  mëoEri 
-E6' serai,  et  £'C^«  +  et. 

On  peut  encore  prendre  le  milieu  E  de  DC  ( 
BC=«-=BE^EC,BD-=x-^a~Bl 
Le  produit  eit  *(*  +  d) ,  ou  m*  =  BM'  —  DE^  = 
BE  =  FE. 

honqoKDC^AC,  la  proposée  devient^^: 
et  B  coupe  AC  eu  moyerûi*  «t  extrême  raieo/ij 
est  Un  cas  particuUer'du  précédent.  On  retrouve 
tructions  de  la  page  264- 

33 1.  Pouf  construire  Ut  JbmmU»  de  deux  c 
iet  réduit  ^  deux  facteurs  BB  (comme  n°  32; 
base,  l'aatre  la  hauteur  du  rectangle  ,  dont  l'air 
l'expreuioa  proposée.  Ainsi,  pourx=  ycd{tf 
a' — b\=:B' , cd=Jl* \B^H  seront  des  lignes  là 
et  l'on  aura  x  :=  BH,  rectangle  connu. 
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.si  l'oB  TCQt  que  l'aire  cherchée  wnt  un  parmllélogramme 
riangle,  etc.,  comme  la  base  et  La  hauteur  ne  suffisent  pini 
itenninw  la  figure,  le  pcobième.admet'nne  infinité  de 
Ds,  et  n'eit  déterminé  que  ri  l'on  dowM  Tme  autre  condi-r 
)Ue  qu'an  angle,  on  le  rapport  des  cAtés,  etc. 
'  ibrmer  un  triangle  èfoivalentà  .un  eerck  doot  le  ncyoa 

-at/-^,  on  prei^ak  diam^re  afl-pour  base,  et  la 
r  sera  un^  ligne  h  ^Te'  à  la  demi-circonférence,  on 
\:=.^-a  I /— •  Ces  «alevfs  ae  coaatruitent  par  la  fig.  166, 
■te  ensuite  ï  tracer  un  triangle  dont  on  prend  un  angle 

TauU  fçrmitU  à  trou  (ffm^tutpw.ae .réduit  Lua.pco-. 
trois  iacteurs ,  x==  ^^^Cqfii  sont  les  dimensions  d'uQ 
lépipède  rectaqgle,  dopV'e  Tolunte  est*.  On  peut  aussi 
lire  ce.tte  expression  par  un  cube,  ce  qui  constitue  la 
iiv.des  corps,  ou  par  des  télraidret,  des  cylindres,  etc. 

tf  Signes  des  quantités  dans  U Algèbre  appliqfiée 
^  l^  Oéoniéêtrie.- 

I^orvqne.  deux  figures  n^difE^eot  l'une  de  l'antre,  qne 
grandeur  de  leurf  parties ,  qui  y^aoïf t  d'ajUeprs  disposées 

même  ordre,  on  dit  q(ia  ces  %ures  ioti\,Dirte,t«».  Si 
ntit^a,  ^,  c^  d...x,  qiù  cuniposeptla  i[*,  sont  liées  par 
1.  ^.==0.,  e^Q  %  également  lieu,  poqr  [a  2,*.  Mais  si  le# 
;are*  di^rent  eu  outrp  par  la  dispoiition  de  quelqnes- 
I leurs. parties,  de  sorte,  p*r  ex,,  qn'ainaitx  =  4  —  b. 
,t'*,  et9.=7i  —  a  dans  la  a%  on  dit  alors  qu'elles  sont 
Uê  (*}., L'^^.  X=  o,  qui  a  eu.  llsn  pour,  l'une,  pent 


imot,  ^  Mi^  l'iotcnr  de  cette  thifo^e,  qa'il  a  dérelopp^  dfni.M 
rie  dt  potition ,  nomme  eorrélalifei  directei  1c»  figuiei  directe*,  «I 
ifCM  invenet  In  figom  indirecte*.  Coptulies  cet  ezeeUmi  amn^. 


34^  UÉUMÂTHIK    AHALYTiQVE. 

aroir  betoiii  dv  *jui!l(pM«  luodifications  ]M>ur  <le venir  np^^iulli 
■  Viutre;  c'est  ce  qu'il  6'^it  dVïaminej . 

En  nomoiant  x  le  sï^ent  CD  (tig.  1 76  et  1 77)  formé  pvi 
perpend.  BZ>  snr  la  Wc -^C  du  triangle  yi^C,  e.ta,h,e'* 
cùléa  opposés  aux  angles^,  B ,  C,oa  a  (page  258) 

5Z>"-=«*  — ^Z>*=îin«  — i',c't=i^  +  ^0*  — x'...{i}. 
Moltanl  pour  ^O  -a  valeur  AC—CD  =  b^x  {fig.  176)1 

t^  =  a'  +  i'  —  sÈJc  ,  ou  c"  =  a"  +  i'  +  aJ«. . .  (î). 
Ceslignrpj  176*1  17730111  îndîWctes,  puisque  ^=i—>^Di*ii 
l'une ,  est  X  =  ^D  —  A  dans  l'autre  :  cliacune  des  formules  ^ 
n'est  directement  applicable  qu'à  l'une  des  fig.  Mais  la  fonoolel 
appartenant  a  Pune  et  à  l'autre ,  In  substitution  de  U 
de  AD  y  a  seule  introduit  des  différences  qui ,  ne  pi 
que  du  signe  de  X  ,  montrent  que  l'une  de  cei  Squ.  (1) 
déduire  de  l'autre  en  chnngean^  ï  en  —  ». 

334.  Ed  général,  si,  entre  les  quantités  a,  bfC. 
composent  deux  figures  indirectes,  un  a  les  éqù.  X: 
l'une,  et  X'  :^  o  pour  l'autre ,  il  faut  qu'il  y  ait  au  u 
Kgne,  telle  (jne  a,  qui  soit  la  sommé  dans  là  'l**'fi^',  etli 
férence  dans  la  a' ,  de  den:t  antre*  b  et  xy  de  sorte  que  flr=i-« 
pouV  l'une ,  et  a  =  &  +  x  pour  l'autre.  Opf  on  peut  toujoM 
cMcevoirtiiietrDlstèiBeéqa.  r-!=é»;'m\é'pàt^'Pmianklfi^ 
■et  telle  qu'on  en  déduise  X±:o,  ou  X*  ^  *;  «riv«nit^*ï 

Ot,  ces  Taleurt  de  «  ne  diftêrtml  que  çwf  fc*îètt*!'dfc'«i' 
■et  Jf  doÎTent  *e  dééuiw itim d^aoti*  Wtliaogôutt*»-"* 
S'il  y  avait  plunem^  qnantitén  hftliredtésV'H  fliudni/  en  À 
autant  de  obaeuae  d'elles.  IiMîqwnia  les  nny^eoside  t«bmi^ 
cm  quantités.  Si'  l'on  fait  varier  ta  position  des  pdiéti  dëUl^i 
'pour  la  rendre  directe  avec  ta  ■'*,  ên'coMp«i4nt  lesdm#' 
leurs  X  =  b  —  aeta  —  b ,  on  voit  que  a  a  dà  derenii  ^'< 
de  <;  ft  qu'il  était;  et  comme  la  variation  s'est  faite  en  iotn^ 
Ta  loi  de  continuité,  il  faut  qti'oii  ait  éû'a  ==  S  :  ainsîîi* 
devenir  nul. 


tu3 
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W  en.  y  si  C  (fîg.  176)  te  meut  vers  D  ^t  dépassç  ce  point , 
L  que  la  fig.  soit  rendue  directe  ayec  177,  CZ>  ou  «  a  été  nul 
iqoe  C  a  passé  sur  Z>. 

«  peut  être  = 7  pour  l*une  des  fig.,  et=  t pour 

uirQ',  alors  »  aurait  passé  par  rinfînî,  C^êst  doue  k  propre  des 
umHtés  indirectes  de  ne  pomfoir  être  rendues  directes  par  le 
Oiwement  continu  des  parties  de  funcj  sans  se  trom^r  dans 
nttnuille  devenir  %èro  ou  infini. 

Lors  donc  qu'on  a  une  équ.lL=.e.^  entre  les  lignes  a,b,  c^.rX 
me  figure  j  pour  obtenir  celle  Xf  =  o,  qui  conuieni  à  une 
are  indirecte  j,  ilfi^uf  simplement  changer  le  signe  des  quan" 
il  indirectes  :  on  reconnaît  oeUee^i  etk  faisant  moui^oir  les 
\êê  de  Vune  des.  figures  pour  la  rendre  directe  avec  l'autre  ; 
listingue  alors  quelles  sont  celles  des  lignes  a,  b^  c.  • .  lî  qui 
tent  par  ttiro  ou  par  l'infini;  ces  del^nières  peuvent  seules 
indirectes, 

[ais  oe  caractère  peut  s'offrir  sans  que,  pour  cela,  les  lignes 
le  .présentent  soient  indirectes  ;  il  faut  en  outre  que  les  re* 
ma  ijvfxm  tire  des  deux  £gures ,  à  l'aide  des  théorèmes  con- 
,  seront»  par  leur  comparaison 9  à  distinguer  les  quantités 
rectesi  pour  leur  attribuer  ensuite  des  signes  contraires. 
i  ainsi  qu'après  ayoir  reconnu  que  CD  =  x,  dcYient  aéro 

^1^9  quand  C  coïncide  ayec  D^  on  doit  ensuite  tirer  les 
ara  de  CJ>^  qui  sont  AC  —  AD  (fig.  Ï76)  y  et  AD  —  AC 

1 77)  ;  ce  qui  montre  que  jp  a  un  signe  différent 

)&  Appliquons  cette  théorie.  Dans  le  triangle  ABC(Rg,  1 72), 
ions ,  par  un  point  donné  D,  nue  droite  DF^  et  cherchons 
apport  A  des  deux  triangles  ABC,  AEF.  Faisons  BC^=zay 
'  =z  bf  AB  z=iç\  menons  DI  parallèle  à  AC,  et  soient 

=  rf,  DI  =/,  AF^=2x,  Le  rapport  «  est  =  ^r^  Jn 
a64).  Or ,  les  triangles  semblables  AEF,  DJF  donnent 

:=_:&^,d'oJ. 
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Cette  éqn.  suppose  que  le  point  D  est  dsns  l'angle  JAC, 
ni  ce  point  est  en  D'  Jans  l'intérieur  du  trînngle,  on  auri 
IJgurc  indirecte  à  la  i".    Faisons  mouToir  D  vers  D',  D! 
Yiemlra  C/,  sans  que  «,  b,c,  niy  aient  passé  par 
^/ devenant-/^/',  a  pu  seul  être  indirect ,  et  l'est  en  effet,  ptivi 
que  AI=IB  —  AB  et  AI'  ^  AU  —  TB.  Notre  éqn.  nW! 
donc  applicable  ù  ce  cas  qu'après  aïoir  changé  1/  en  —  diSi-V^^ 
voir  «Ac  (i  —  (/)  ^fx'- 

Et  si  D' se  transporte  en  D",  D'f  passera  par  zéro  ponrtln  !■*' 
/>"/";  on  s'assure  ensuite  qne  £>*/'  est  indirect,  et  que/âoH  1*^ 
Mre  cliangéde  signe,  tandis  que  a,  6,  c ,  d  restent  comme ï 
étaient  ;  d'où  abc  {d — a)  ;=_^'.  Ce  cas ,  comparé  an  1 
porté  deuï  indirectes  rf  et/":  f  FX'est  pareillement  ; 
ligne  n'étant  pas  esprîraée  par  l'une  des  lettres  du  calcul,  il 
n'a  pas  été  nécessaire  A'y  avoir  égard. 

Enfin,  si  la  droite  DFdoit  coaper  Tangle  P'AE'  (fig.  173), 
il  est  aisé  de  voir ,  en  faisant  tourner  DF  pour  deyenir  DÉ,  l— ; 
que  AF  deviendra  AF"  en  passant  par  léro,  et  qu'il  faut  cW 
gerjren  —  .Tdansl'équ.  I^A),  ce  qui  la  change  en  ta  précétleott  Ir- 

II  est  d'ailleurs  facile  de  traiter  directement  chaque  eu,  ^  i._ 
d'arriver  aux  équ.  correspondantes  :  la  théorie  que  aons  expo-  L. 
sons  est  précisément  destinée  à  éviter  de  recommencer  ainsi  1«  il 
calculs,  et  à  prouver  que  l'une  des  équ.  renferme  toutes  les  L 
autres ,  et  qu'on  peut  en  déduire  celles-ci  par  de  simples  chaS' 
^einens  de  signes.  Conformément  à  l'esprit  de  l'Algèbre,  une 
même  équ.  renfermera  donc  tous  les  cas  ;   il  ne  faut  que  savoir 
iiiterpréier  cette  langue  pour  en  conclure  toutes  les  circoni- 
tances  que  peut  offrir  la  question. 

336.  Comme  toute  équ.  dçit  douner  la  valeur  de  l'une  des 
lettres  qui  j-  entrent,  il  se  peut  que  précisément  cette  lettre 
soit  celle  qui  a  àù  sultir  le  changement  de  signe  pour  pouvoir 
s'appliquer  à  la  figure  proposée;  alors  on  en  lire  une  valeur 
négative,  telle  que  3;=^  — a,  dont  il  est  aisé  de  comprendre  le 
sens.  En  effet,  pour  obtenir  l'équ.  X=:  o,  on  a  dùsupposerle 
problème  résolu,  et  construire  une  figure  d'après  l'état  h^po- 


DES   SIGIVES    EU    GÉOMÉTRIE.  345 

hétique  des  données  et  de  l'inconnue.  La  solution  négative 
[o'on  obtient  annonce  que  la  figure  supposée  ne  peut  s'accorder 
Tec  la  question ,  et  qu'en  formant  cette  figure  et  la  prenant 
loar  base  des  raîsonnemens^  on  a  introduit  des  conditions  con«* 
radictoires.  Si  l'on  change  x  en  —  x^  l'éqn.  ^  =e  o  n'appar- 
iendra  plus  qu'à  une  figure  indirecte  ;  c'est  k  celle-ci ,  et  non  à 
a  figure  supposée ,  que  conyient  la  solution  at  =  a.  On  devra 
!onc  faire  mouvoir  les  points  de  cette  dernière ,  jusqu'à  ce  que 
V  =4Q convienne 9  en  faisant^bien  entendu,  passer  par  o  ou  co. 
oelqoes  lettres.  Alors  c'est  à  la  figure  ainsi  modifiée  que  con-^ 
ieat  la  solution  x  =  a. 

Appliquons  ces  oonsidératiops  à  divers  exemples. 

T.  Étant  donné  un  point  D  (fig.  1 72)  hors  du  triangle  ABC  y 
aener  la  droite  Z>F  telle ,  que  les  deux  triangles  AÉF,  ABC 
oient  dans  un  rapport  donné  «.  D  étant  supposé  dans  l'angle 
^C,  on  a  trouvé  l'équ.  {A),  page  343.,  d'oà  Pou  tire  deux 
dlntions,  l'une  positive,  qui  détermine  le  point  F;  l'autre  né- 
;atiTe,  et  qui  se  rapporte  à  la  fig.  173,  o&  DP  coupe  l'angle 
^jiE\  pela  Sfdt  de  ce  qni  a  été  4^t  pour  les  cas  o&  a:  est  changé 
aa  — xC). 

Par  le  poifU  D^  men^r  Bi^  gui  séparé^  dan§  l'angle  indéfini 
LLB4  up  triangle  AEF  égqlà  un  carré  donné  q*.  Fermons,  par 
ine  droite  qpelconque  iSfC,  le  triangle  ABC ^  dont  nous  ferons 
'aire  =ss  r*,'  carré  connu  (n®  256)  ;  on  suppose  r^  ou=;.  Par 
soudition,  ^  et  r  sont  données.  Yoilà  donc  notre  rapport  connu 

t  ==  ^>  et  nous  retombons  sur  le  i*'  problème  (^}. 


(^)  Voîd  dÎTen  problèmes  de  méan  nature.  Séparer  d^nn  triangle  donné 
IBC  »  nn  triangle  ASS y  qui  toit  à  ABC  dans  le  rapport  connu  de  m  an: 

I*.  Par  une  ligne  menée  du  sommet  B,  ou  d'un  point  F  de  la  base 
Kg.  1  la  (  vojr.  n*  956  et  page  989  )  ; 

9*.  Par  une  parallèle  k  la  hase  (voym  pa|^  333); 

3*.  Par  une  ligne  EF  perpendieulaire  à  la  base  AC ,  fig.  i'JhV^9^  3d8. 

{**)  S*,  par  k  point  domfë,  on  mène  ane  droite  qui  covpe  on  poljgone 
[uelconqnc ,  ei  en  sépare  one  portion  ^ale  à  vn  carré  <*,  en  pri^ngeant  les 
Icnz  côtés  coupés  par  cette  droite  josqa^à  leur  rencoflire,  Tairt  cstérieort  an 


^À6  RitoittbTFIS    AHALYTIQUE. 

11.  ÉUntOoniiM  une  corde  ^«(%  l68),ilu  point  O.al^e* 
mité  d»  Hiimètre  OB,  qui  lui  eal  perpeud.,  mener  ui 
O/f  telle,  que  la  partie  F£',conipri'.e  entre  la  corde  et  l'u 
soit  de  longueur  dounée  m.  SoiealjiB=a,  HO  =  b,FE— 
tt   OF  =  x;  nous  auron»  OF  X  FE  =  AF  y.  FD,J^  Q° 
mx  =  {a-^BF)  (a  —  SF):  or,  BF*  =  «■  —  *"[< 
m*  =  a'  +  i'  —  ;c',  d'oà 

L'une  de  ces  solntions  est  positive  ;  elle  n'offre  aucune  4frl  ^^^^^1 
culte,  et  se  construit  aisément:  pour  interpréter  l'autre, cluii-l 
{jeant  a;  en  —  j:  ,  nous  aurons  mx  =  1'  —  n'  —  b'=  flP— «^^V 
ce  qui  suppose  BF  >  a  on  BP.  Faisons  donc  tourner  OFjw- 1 
qu'en  OF"  ;  on  voit  qu'alors  a,  b,  x  sont  demeuré] 
mais  lorsque  OF  passe  en  D,  ffiet  FD  sont  rendus  nulii^l 
plus  FD  —  DD  —  BFGifD  ^BF'  —  ED:  donc  Ffl  et  | 
indirect  à  FD.   Il    en  est  de  même  de  FE"  =  m  ; 

Cn°a20f£= — ^ — ,  otiFD  est  indirecte.  Donc  la  «Iw  | 

lion  qui  convient  à  P*0  se  trouve  en  changeant  îciroen  — 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  jeen-^jr. 

La  question  admet  donc  deux  solutionii  &  droite  de  OB  [et  I  j^ 
par  conséquent  deus  l  gauche)  ;  l'une  est  donnée  par  h  rsnK  E 
(hsilive,  l'autre  par  la  racine  négative  (*).  Du  reste  il  pootriit  l 
arriver   que    la    question  proposée  n'admît  pas  les  solutions  l 


polygone  ,  el  comprlie  dam  cet  «nglc,  litanl  deiigncB  ■parjl,  cdie  qoî  Ml  lé-    1 
parce  de  re  mdine  angle  ei[  i'+ji.  Si  donc  on  vcui  séparer  d'an  pntjrgom 
donné  une  aire  l'  connue,  il  suffim  de  ])riilonger  dem  cfttë»  qaclconqns, 
el  de  *f[u[i.T  de  l'angle  qu'ils  formeDl ,  l'aire  (■  -t~A,   Oa  aara  aoiu  dacon- 
parer  aiail  laut  k'scAiù,  deai  à  deax,  pour  obtenir  toute)  lesaolulioi 
ncgligeanl  relies  ob  la  técaate  bc  ironvc  ne  ci>Q|icr  l'un  des  cAlés  qa' 
prolongement.   On  poiicrail encore,  un  lieu  d 
partie  séparée  du  polygone Jitt  h  sop  aire  di 
(*)  Cel  «eWple  pnTOxe  qae  le  tionbre  dea 
p»t  lonionn  danu^  pat  leilegie  de  l'incoanue 
(«m  ftire  varier  la  Ggute,  lacompaier  avec  lo 
loaiouti  let  doDUec*  fîiei. 
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idirectes  ;  c'est  œ  qui  a  liea  lorsque  le  proUènoe  eMigè  que  F£ 
>it  pris  dans  le  œrcle j  et  non  au  deliora  t  alors  les  solutions 
ég/BLtvrea  deYÎennent  insignifiantes  ;  on  en  a  yu  des  enemples 


I 


o 


33o. 


III.  Quel  est  le  sèment  sphériqne  aBa'  (fig.  187)  dont  le 
olnme  est  égal  à  celui  du  cône  aCa'b  ?  On  a  vu ,  p.  323,  que  le 
scieur  CaBa^  =z^ifj^h,en  faisant  la  flèche  J9&=:  A;  d'ailleurs 
3  cône  aCaz=:^Cb  X cercle afr  =^  (r< — A}gr2^,en  faisant  la  demi- 
ordeaÀssit.  La  condition  imposée  reyient  à  dire  que  le  cône 
st  la  moitié  du  secteur,  d'où  (r— -  h)  h^zz^j^h)  mais  ah  est  moyen 
iFopàrtionnel  entre  les  segmens  du  diamètre, ou  i&*=^  A(ar— *À)  % 

iui(2r — 4)  (r— A}  =  r*,  ouft*— 3rA  +  r*=o,  et 

I  s=2  ^>t3±:^5).  De  ces  deux  solutions ,  celle  qui  répond  à+V^^ 
iSt  inisignifiante,  puisqu'il  faut  visiblement  que  A  soit  «^sr. 

337.  Il  est  un  genre  de  problèipes  qni  .se  rapportent  à  cette 
hèorie  y  et  qui  méritent  de  nous  arrêter. 

Supp^ns  (jvt'il  faille  déterminer,  d'après  des  conditions 
tonnées,  un  pomi'^  (fig.  169)  sur  une  ligne  fixe  CB  :  on  prend 
in  point  arbitraire  A^  «(u^n  nomtti6.0r^/z«^  et  l'on  chercbe  la 
listance^w&Bpivrentre  ees  deux  ^My&itii.  Il'peut  arriver  alors 
|Me  l^ô*  XfiB a/quvrtflferide les ôonditkmsdu  problème,  ad* 
nette  «nç  solution  tiégative  4r  ac -«^  o^  ik  s'agit  d'expliquer  ce 
résultat 

^  On  a-ttt  que x xshç,  Mpond  au  ptrôUèine  ^proposé,  en  y  sup- 
posant eependantqiie  Jr  d?3TÎetine  indi^ecté^^,  si  le  point  B  se 
oieat  vers  C  pour  se  placer  en  B\  AB  sera  nul  lorsque  B  tombera 
Bor  A  ;  eosuite  AB  jdeuf  «idra  indiré(Mé;  ^car  AB^^^  CB—CAj 
et  Aff=>  ÇA —  Cff.  S\  don^  rien  n'indique ,  dans  le  problème , 
que  le  point  cherché:  ^t  sitné  .^.  ^rojife;  dci^'priginev^,  il  est 
clair  jque  k  distance  Xn=?a>  portée  de;  '<^^i}  ^j0.4i*d.  è  gauel^e» 
y  satisfait.  On  voit  méfoe  ^e  la  soluljoii  négative  a;  =:—^  a 
indiq^oe,  dans  X  s;  o,  une  absnrd^:t^,;^  .provient  de  lOe  .^e, 
pour  obtenir ^te  éqn,^  on  a  supposé;^  point' cherché  plsicé 
eq  J?  j  à  jdroite  -de  ('origine  ;  position  contradictoire  a  cqljk  que 
b  question  comporte,  puisqu'on  a  donné  k  Ja  figore  bjppthék- 
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lîque,  d'aptvï  lar|ueUe  on  a  obtenu  l'équ.  X  =  o,  unefi 
mtlirecte  de  celle  qu'elle  dcï.iit  affecter  réellemeat.  Cette  a 
est  rectifiée  en  plaçant  B  a  gauche  de  A ,  en  B'. 

338.  On  doit  conclure  de  là  que  toutes  Ua  foU  qut  U 
d'un  probliim  fit  de  trouverj  sur  une  ligœ  fixe^  la  diii 
d'unpoint  inconnu  à  l'origine ,  it  Jaut  supprimer  le  iign 
iolutionê  négatives  que  donne  le  calculj  et  en  porter  Ua  W 
en  »ens  opposé  à  celui  où  on  les  afait  placées  pour  ob 
r équation. 

C'est  ce  qu'on  a  pu  remarquer  dans  le  problème  (n"  Sag, 
oiil'on  u  porté  aussi  l-ioconnue  GI  {fyg.  i62)de  Geni 
même  pour  le  problfeme  Ill.on  a  ^nsCI/^CD  (fig.  il 
et  D'  a  éXÈ  un  nouveau  point  de  contact  du  cercle  cbfrché 
la  droite  OZ>',  etc. 

Bésolvona  encore  ce  problème. 

Sur  une  ligne  y^Ctfîg.  169),  quel  est  le  point  B'  donlle! 
tances  aux  points  ïiieiA  et  C  forment  un  produit  douoé^ 
Soit-^C=a,CB'=*;ona^S'=a  — «,d'oft 

«(a-*)  =  ,7.',etï^iad:l/a«--«'). 

il  sera  facile  de  construire  cette  solution,  qui  est  d 
(n"  33o).  Si  m'^\a,  x  devient  imaginaire;  mais  il  B 
pas  en  conclure  qu'il  7  ait  absurdité  dans  la  question 
l'erreur  peut  provenir  de  ce  qu'on  a  attribué  au  point 
cbé  ff  une  position  qui  i>q  lui  coavenait  pas.  Pla^iu4e 
en  $ ,  hors  de  l'etpacç  ^Ç,  «lors  CB  =  ti  donne  AB  s  x 
puw 

*  (je  — »)  =  i»%'et  «  =io  ±:  1/ (io? +»■>. 

Il  ea  résulte  que,  1°.  si  la  question  exige  que  le  poii 
nundé  soit  situé  hors  de  AC,  eHe  n'est  jamais  absurde, 
dnu  sointions  sont  l'uneenA,  l'autre  enE}  celle-là  pr< 
deia  racine  positive,  et  celle^i  de  la  négative,  aaEC= 

2*.  Si  la  question,  exige  que  le  point  soit  situé  entre  A 
die  ert  '«bsnrde,  à  moins  que  m  ne  soit  ^^AC,  c.-à-d 
le  phiii  grand  rectangle  qn'on  puisse  faire  avec  les  denx  p 
de  ^C est  le  carré  de  sa  moitié  (n*'97,  S".).  On  remai 
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\vkt  que  l'absurdité  indiquée  par  16  symbole  Imaginaire 
le  précisément  d'une  erreur  de  pontîon  du  point  Jf,  ana- 
t  à  celle  qui  conduit  ordinairement  aux  solutions  néga- 
^  ce  qui  jette  un  grand  jour  sur  la  tbéorie  que  nous  ayons 
loppée. 

,  Enfin  y  ai  la  question  laisse  la  liberté  de  placer  le  point 
;1ié  entre  A  etC^ouen  debors>  elle  admet  a  ou  4  solutions, 
mt  que  ^a  est  ^  ou  ^  m.  Dans  ce  dernier  cas,  le  nombre 
olutions  n'est  point  donné  par  le  secours  de  l'Algèbre  seule  > 
Ivtôt  l'Algèbre  donne  en  effet  tout  ce  qu'elle  doit  donner, 
qu'elle  ne  rend  que  ce  qu'on  lui  a  confié.  Le  problème  II , 
(6 ,  est  dans  le  même  cas. 

(9.  Dana  tout  problème  de  Géométrie,  il  7  a,  comme  on 
y  deux  choses  à  remarquer. 

".  Toute  êqU.  tfest  vraie  que  pour  la  fig,  (tou  on  Va  tirée ^ 
ni  doit  y  demeurer  annexée ^  si  Von  veut  l'ajrpliquerà  une 
^fig*  indirecte  à  la  i'*,  on  depra  y  changer  les  signes  de 
iaiines  lettres  désignant  les  données. 

I*.  Quand  Vinconnue  x  est  nègatiçe^  Véqu,  cVoù  elle  est  dé-^ 
k(f  est  défectueuse  en  tant  qu'on  l'applique  à  lafig,  directe; 
hxA  y  changer  la  distribution  des  parties j  pour  Vatnener  à 
Hwr  une  valeur  de  x  positive*  Par  ex.j  si  la  longueur  x  est 
^tée  sur  une  ligne  fixe,  elle  devra  être  portée  en  sens  con- 
tre à  celui  qu*on  a  àupposé. 

»4o*  Pour  déterminer  la  situation  d'un  point  M  sur  nn  plan 
.  170) ,  on  a  coutume  d'employer  le  procédé  suivant.  On  trace 
X  droites  quelconques  Ax^  Ay^  et  par  le  point  iX/on  mène 
parallèles  3/Q,  MP  à  ces  lignes.  Soient  ifcf  Ç  =  *  =  AP^ 
3a  nomme  V abscisse;  MP=^y=^AQj  qui  est  V ordonnée 
point  M.  Si  ces  longueurs  sont  données  >  le  lieu  dn  point  M 
I  oonnn ,  puisqu'en  prenant  AP^=z  x^  AQzrzy^  chacune  des 
les  PMy  QMy  parallèles  à  Ay^  Axj  deyra  contenir  ce  point  ; 
3ra  donc  à  leur  intersection.  Si  y = o,  le  point  est  situé  sur 
;  il  est  sur  Ay  lorsque  ar  =  o  ;  enfin ,  pour  le  point  A^xél 
ant  nuls;  A»  et  Ay  sont  appelés  les  axes,  A  est  Vorigine,  Vx 
*y  sont  les  coordonnées  de  iW.  "  '  r  *  *■ 
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Il  prt  frai  qtje  rien  ne  disant  à  priori^  si  le  point  esli 
dan»  l'angle  j^a ,  pin  tôt  que  dans  ceux  yÀx,  y'Ax,  oa^Ài 
longueur  «  aurait  pu  èlre  portée  en  AP',  et  de  même  yenj 
de  «Of  le  que  tes  quatre  points  M,  N,  Sf,^,  satisfaisant  ani 
ditionsdonniSes,  il  y  aurait  indécision  entre  euiL  :  mais  il  soi 
ce  qu'on  a  dit  ci-dessus, quo,  i".  si  \e poinl  est  inconnu.hfi 
le  déterminera  en  donnant  ses  coordonnées  x  et  y,  et  selon 
signes,  on  assignera  sa  position.  Nous  supposerons  dorénoi 
que  les  x  positiTes  sont  comptées  de  A  vers  la  droite,  et  b 
positives  de  ji  vers  la  partie  supérieure.  Ainsi ,  ponr  les  po 
situés  dans 

L'angle  j  Ai,    telqueM,  xetj  sont  poiilifi. 

L'angle  jAx',  tel  que  N  ,  i  est  négatif  et  y  paiilif. 

LangU  l'Ai,  tel  que  M'.  I  bj(  poiitifet  y  négatif. 

L-nnS'e  l'Ay',  tel  que  M',  i  e(  y  sont  négatifs. 

a".  Si  le  point  est  donnée  l'équ.tîrée  de  sa  situation  snj^ 
n'aura  l>e»oin  d'être  modifiée,  quant  à  certains  signes,  qv 
tant  qu'on  ferait  varier  la  position  de  ce  point;  et  ponréi 
la  nécessité  de  conserver  la  lig.  aonesée  à  l'équ.  qui  enel 
sultée ,  on  suppose  ordinairement  au  point  quelconque  doni 
situation  M  dans  l'angle  yAx ,  alin  que  cette  fig.  s'offre  tf 
même  :  on  distingue  aisément  ensuite ,  quand  on  veut  appli 
la  formule  ii  un  ex.  proposé,  s'il  y  a  lieu  de  tihanger  les  » 
«les  coordonnées  x  et  ^  de  quelque  point  donné. 

L'angle  xAy  des  coordonnées  est  le  plus  souvent  liml; 
les  lignes  x  et  ^  étant  perpendiculaires  aux  axei  ,  sont  les 
tances  du  point  J)f  à  ces  droites,  ce  qui  siugiU^e  le  disi 
et  facilite  les  «onstructiom.  .,>,: 

.  II.   T&ICONOHÉTRJE   KEGTIUCHE. 


Des  Sirais,  Cofînus,  Tangentes^  etc. 

•i^i.  ï(i»i|a'ici  nous  «Yons  plutôt  évalvé  les  mcoonai 
lignes  qu'en  nombres  ;  cependasA  ou  sent  que  TcHOlitud 
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lions  graphiques ,  dépendant  de  la  perfection  des  instrumens 

1  l'adresse  a?ec  laquelle  on  les  emploie^  pour  obtenir  des  ap* 
imations  aussi  grandes  qu'on  veut;  on  doit  préférer  l'usage 
nombres.  Comme  on  décompose  toutes  les  figures  recti- 
9$  en  triangles  y  les  opérations  géodéaiqnêa  les  plus  compli- 
s  se  réduisent  y  en  derniëre  analyse  ^  à  des  résolutions  de 
igles»  c'estrÀ-dire  à  la  recherche  de  la  valeur  numérique  des 
rses  parties  qui  les  composent.  La  Trigonométrie  est  la  doc- 

2  qui  enseigne  ce^  sortes  de  calculs» 

iBst  nécessaire  de  trouver  des  équ.  qui  lient  les  angles  d'un 
igle  à  ses  côtés ,  afin  que  pl^ieurs  de  ces  parties  étant 
oées,  on  puisse  trouver  les  autres.  L'introduction  des  angles 
B  le  calcul  exige  quelques  précaïf  tion^  parce  qu'ils  ne  peuvent 
\  rapportés  k  la  même  unité  que  le9  ligQes*  On  a  remarqué 
!  l'angle  BCA  (fig.  178)  serait  déterminé  y, si  la  position  d'un 
nt  quelconque  du  côté  BC  l'était  par  r^ppprt  au  côté  AC. 
crivonç  du  sommet  C^  avec  un  rayon  quelconque  CK ,  l'arc 
!ïi  l'abscisse  CItl  l'ordonnée  IK  rectangulaires  déterminent 
fttint  K ,  et  par  conséquent  l'angle  C\  même  une  de  ces  lon- 
eors  suffît ,  parce  que  le  rayon  est  connu. 
L'abscisse  CD  (  fig«  1 79  )  d'un  point  quelconque  B  de  la  cir- 
iférence  s'appelle  le  Cosinus  de  l'arc  AB  ;  l'ordonnée  BD 
tA  le  Sinus;  on  définit  ainsi  ces  lignes  :  le  sima  d'un  arc  est 
oerpendiculairB  abaissée  de  Vune  des  extrémités  de  Varc  sur  le 
*on  qui  passe  par  t autre  extrémité;  le  cosinus  est  la  distance 
pied  du  sinus  au  centre» 

'42.  Si  l'on  eût  élevé  HG  (fig.  178)  perpendiculaire  sur  CA^ 
)ar  conséquent  tangente  en  G ,  l'une  des  longueurs  GH  et 
'  aurait  aussi  déterminé  l'angle  C  et  l'arc  KG  :  on  nomme 
'  la  Tangente  et  CET  la  Sécante  de  cet  arc;  ce  ne  sont  plus^ 
une  en  Géométrie,  des  lignes  indéfinies.  La  tangente  AT 
n  arc  AB  (fig.  17g)  e»^  la  partie  qu' interceptent j  sur  la 
fente  menée  à  Fune  des  extrémités  de  cet  aro^  les  deux 
ont  qui  le  terminent;  la  sécante  CT  eet  le  rayon  prolongé 
fuià  lajtangenie.  *l 
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fl  Une  û  ,     , 

On  appelle  AD  le  tiniu-verse  de  l'arc  AB-y  StA 
sio-verse  a  =:  fl  —  «»  a. 

347.  Far  ûaa,  cosd ,  il  faut  entendre  le  sÎDOi,  a»   > 

nus...  d'un  arc  dont  U  longueur  est  a,  le  rajon  étant  iiii  * 
=^R\  or,  cette  longueur  dépend  du  rapport  de  j'arca,aiei]a 
quadrans,  et  sa  détermination  semble  exiger  un  calcul;Ml»à 
lorsqu'on  emploie  les  are*  pour  mesurer  des  angles  ,  le  raf'ilgi 
est  tout-à-fait  arbitraire',  les  arcs  semblabUi  étant  profioHiw L 
nels  aux  rayons  (a"  169,3°.),  ce  n'est  plus  la  longueur  absoluetL 
de  l'arcqul  entre  dans  les  calculs,  mais  son  rapport  avec  le raW-S 
Lea  lintil  croiuent  aussi  proportionnellement  aux  rayoOStl'ujH 

demeurant  le  même(fig,  178),  puisqu'on  a  -^  ^^7^''*"^l 
port  du  sinus  au  rayon  s'appelle  le  SiniM  naturel;  il  a  pour  n*  1 
leur  le  sinus  de  l'arc  semblable  pris  dans  le  cercle  dont  le  n)W  1 

est  wtj  pui^ue  sin  a  et  — ô~  ^"^  alors  équtraleni. 

CsnduoBS  de  lit  que,  l".  lorsque  le  rayon  snra  ainsi  ai^ 
trftîre,  ce.  qui  arrive  bi  plupart  do  lemps,  nous  foroDS  R=> 
pour  (implififr  les  formules  ;  d'où 

sin''n  + cos' a  r=i,    tang*a  +  i  =  séc' a,   tanga.cota  =  i 
taitga^ ,   séca= -,  cota=3 -, ,  elc. 

2°.  Mais  la  supposition  fi  =:  I  rendant  les  calculs  proprw 
aui  ca«  seulement  où  le  rayon  est  arbitraire,  st  l'onreut  rétaWif 
le»  formule»  dans  l'état  plu»  général  o&  le  rayon  fl  est  délff- 

miné,  on  y  remplacera  sin  a ,  cos  a. . .,  par  — g~  ,tT^   , 

ou  plutôt  on  y  distribuera  des  puissances  convtnaUei  de  fî|('' 
manière  k  produire  l'homogénéité  (n°  Saa) . 

3°.  Lorsqu'on  connaîtra  la  valeur  numérrque  sin  a  du  sinU 
d'un  arc  a,  pria,  pour  uarayoniIiOnaurace(Ieditfiaiudcrv 
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emblable,  dans  le  cerde  dont  le  raymi  est  Rf,  en  multîpUdnt 
le  rapport  du  2*  rayon  /T  au  i**"  /î^  car 

sin  a       sin  a'  ,  .      ,      IV        , 

-g—  =  -«7—  donne  sm  a  ==  -«  X  siu  a. 

r?«  Dans  la  mêêure  des  angles,  on  nUmp/oie  pas  la  Ion- 
ur  absolue  des  arcs  ,  mais  leur  rapport  aux  quadrans;  ainsi , 
*  tin  à ,  on  entend  le  sinus  d'un  arc  dont  a  est  le  nombre  de 
prés.  (Foy«s  n*  170.) 

248-  L'arc  de  cercle  de  jrayon  K  doi^t  la,  lofigjoieur  est  a,  ajrant 
roBt  pa^vation  (a?) ,  exprimée. çn  d?gré3  ,çt  frétions  ^épi-^ 
«V  ou  («  )  ôi  minutes^  ov  (a")  ei^f^jpdi^ ,  jÇ^rcTions^  dep^  jrch 
lions  entre  ces  quantités.  Le  rayon  étant  i ,  la  longueur  de  la 
ni^ircQiif.  est  (page  278)  ;\..,/    ,.;     '. 

3st  la  longueor  de  180*  00  de  io8o</=j4Mi  nie  648000^-;  im  a 
0*  ;  y  !  r  (â*)  :  <r,  d'ojiir  (<»<0  =^  180.  a)  detaiémeir  (0')^  I  oifoota^ 
a^)  rs  JS46000.11  V  doneen  dWisant  piir  «r ,  crt<  posant 

^  =  67S29578,  Af'  =  8437;,746,  A*;  =  2o62Ç4%8; 
a  /l«)^^,   Riay^ffa,:^;^^^  \r 

?e8  équ.  doi^wni  la  longu^w  sl  d'un  atoo-  dei-raj/OfiTij  dônk 
xinnait  la  graduation,  et  riciprofÊsemetÊéi  in.  ..S  '  .  •  s.. 
p  l'on  fait  ae=a  iî ,  on  a  (o?)  3=s^;jKestidéQCif»soiQiiv<Alai^ 
s  <£r  ^^ivts  ^a/  au  m^oiiy  ^^  ^  sont  les  ■  nMobret  dé  •  mùn 
tes  on  de  secondes  de  cet  -frc.  GoprbçnsJe  rajjroR  sarla  6ir> 
iCérenoBy  9  y  ooeiipsra'utie  )oDgueâr"4éi(âff)4egrés-y  ouodq 
^  MlHites>y  oa  de  (jpfi)^ Mondei.  :Pre^onsiéèifi|î4eitn:  aro  dW 
|ré>o«(«^^t»lera*i^ilétali|^iiiottiaraBf<'  -j    i-i-  \ 

endu  que  les  ^rps  de  .i''  et  de  i,^  ét^nt  tr^' petits ,  on  peut^ 
as  erreur  sensible  i  les-réaiplacér  par  leurà 'éinu9p(n*  362).  On 
ifèhit'dep  Vk'^a^^laii^^'mmrej  ^dàmÊ'tff&e(sj^ffêsêimiamdl^'' 
fùê  ;  ^àra  4^^P0t^  eSteHMifafita'  ^longyàd  a<^  '^iftoA 

23.. 
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étant  un,  pour  y  introduire  à  la  place  le  noTobre  de  tecondet  (î*) 
de  cet  arc,  il  suffit  de  remplacer  a  par  {a")sin  i'',oupar(fi')nai 
ai  fou  veut  exprimer  l'arc  en  minutes.  On  tronTe 

Looi  =^  i,;58i3  363^4  compl.  =  3,34187  7Ï676. 

Logfi'  =  3,53637  Î8638  compl.  =  4,40373  6117a  =  Lm\'. 

l.bfy=  5,3i443  5r33»  eompJ.  =  6,68557  4W668  =  irâi". 

349.  Jusqu'Ici  noire  arc  AB  est  <^  1  quadrans  (fig.  179); 
faisons  inoutoïr  le  point  B  àe  A  vers  EBjiK.  . .  pour  luifaiR 
décrire  le  cercle  entier ,  et  soivoDS  les  variations  qu'épronroit 
Je  sinos  et  le  cosinus.  En  A  le  simis  =  o,  le  cosinus  =  S. 
A  mesure  que  l'arc  AB  croit, le  sinus  augmente,  le  cosinu 
diminue,  joiqu'en  E;  le  quadrans  AE  â  fl  pour  sinus  et  o  puir 
cosinus. 

Pmk  45  degré» seiagésiniauiL,  un  arc,  tel  qué53<*,  ayant  ponr 
complémefit  37°,  le  sinui  de  l'un  est  le  cosinus  de  l'ftQtre  :  ajial 
donc  line  taUc  de  sinus  et  de  cosinus,  étendue  jusqu'à  4^1'' 
colotine  des  cOsiaus  eat  aussi  celle  des  sinus  de*  arc»  coraplé- 
tnentaires ,  qui  sont  ^  4^°  <  ^^  ^  niéme  soin  d'y  indiquer  ces 
complétnens.       -  .      , 

Ân-delà  de  ^£=^90°,  le  si ntis  décroit  ,1e  cosinus  augmente, 
ou  Toit  que,  pour  AEti ,  les  triangles  égaux  HICz=  BDC  ont 
m  ^^BD^  ainsi,  le  tiiias  d' un  aj'c  est  le -méitte  qas  celui  di  m» 
supplément.  La  même  chosç  a  lieu  pour  le  cosinus,  caï  IC:=,  CD', 
seulement,  lorsque  l'arc  est  ]^  i<  le  cosinus  est  négatir(n°34o)' 
Ponrlademi-circonf.  i^£vi'>,  le  sijius=o,  le  cosinus  =  —  B. 

Nous  voyons  doiic  que  passé  ^'!,  les  sinus  et  cosinus  se  re- 
produisent; pour  iS'j"  le  sinus  est  .le  même  que  celui  de  43°F 
qui  en  est  le  supplément:  on  peut  même  préférer  le  cosinus  de 
41°  qui  lui  équivaut  ;  sin  107? =31^43'  ;=  cos  49°'.On  voit  qui' 
suffit  d'ôUr  g  aujc  dixaintis  et  de  changer  le  sini^s  en  cosinus, 
iaf^ife  l'a7V^'pc(Ssecf(^.  Cette  renjarque  est  surtout  utile  lorsqne 
l'arc  est  accompagné  de  minutes  et  secondes^  de  même 
iiO  '"■il    ■     "^f '^7° 'î' ^^'^^~,^'°47° '7' ^a". 

Qtiantaux-autres  ligne»  tfigoQtuttéttlques/on.pioarrâitiïoin* 
de  même sui: la Tigure leurs  vi^ri^tfln^tet;leun signes;  mais  ila' 
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préférable  de  reoom;^r  aux  formules  3,  4>  ^i  ^y  puisque  l'on 
vient  de  reconnaître  les  signes  du  sinus. ^  du  cosinus.  On  verra 
d<wç-  que. 

gin Q=o^ 008 Q.=  A > donnent tang 0=^0, sec o=/{,coto=QO  , 
ii|iif=/i,po8i^=:q...  .é...,tangi5=oo=:?sec  i^, cet  i?  =  o. 

Dans  le  premier  quadrans  tang  a ,  sec  a  croissent  avec  a  ;  cot  a 
décroît:  tout  est  positif. 

Dans  le  second  quadrans ,  tang  a ,  sec  i;^  décrois$ent ,  cot  a  croit 
aTec  Farc  a  ;  tang  a  et  cot  a  sont  négatifs.  On  voit,  comme  ci- 
dessus  ,  que  tang  1 87®  = — cot  47*>  cot  1 37**  =s — tang  47®* 

Dans  les  deux  autres  quadrans^  le  sinus  et  le  cosinus  reprenant 
les  mêmes  yalenrai  on  voit  que  tout  are  plus  grande  que  le  gua- 
drana  a  poîtr  sinus ^  àosinus^  tangente. , , ,  la  même  valeur^ 
en  ôtant  180^  autant  de  fois  qu'il  e^t  possible;  seulement  il  faut 
avoir  ègxvd  aux  signes;  ceux  du  sinus  et  du  cosinus  sont  connus 
çt  serrent  à  déterminer  les  auti*es.  Ainsi 

ain  a57*  m  —  an  77° ,    tang  643**  =  tang  \  o3®  =  —  cot  1 3®. 

Ces  diverses.propositions  s'expriment  ainsi  :  pour  l'arc 

1  qoaâ. +  «••••  le  tîn^      cota,  lecot=:— sina,  la  tang  = -^  cot  a. 

•9qiuid.  +  a,..-.  leaiàss— fin  â,^  [ecoc.  =  — cosa,  lataug=:.  tfuiga. 

3  qoad.  -f- a. ...  Je  ^i\  =:-^.c6i  a ,  le  cos  =      tin  a ,  la  tang  ?=:  — *  cot  a. 

Si  l'arc  passe  4  quadrans^  ou  36o^,  il  £Biut  d'abord  en  retran- 
cber  toutes  1^  Qirco9)£é];enpe&  On  voit  maintenant  pourquoi  les 
tables  d^  sinus ,  C03, . .  ^  ne  ^étendent  pas  au  -  delà  du  quadrans , 
ni  iQfiéme  du  demi-quadrans. 

35o.  Lprsque  l'arc  est  déterminé ,  son  sinus)  satsgagente,  sou 
oosiniis...  le  sont;  mais l'iiiverse  n'est pcipt  vrai;  ainsi,  le  sinujj 
SD  (fig.  17g)  appartient  non-seijilement  à  l'arc  j4By  m^is  aussi 
à  son  supplément  jiH,  et  à  ces  arcs  AB  et  jiHy  augmentés  d'un 
nombre  quelconque  de  cii^n^eçces.  Tous  ces  arcs  ne  donnent 
que  deux  angles  supplémens  Pun  de  Fautre^  On  fera  le  même 
raisonnement  ppur  les  ços. .  •  On  dpit^donc  s'att«n4re  à  trouver 
4eax  angles  pour  solution  >  toutes  le»  fois  que  le  calcul  aura  dé- 
terminé le  sin  on  le  cos.  •  •  ;  il  reste  ensuite  à  n^liger  ^  s'il  j  s( 
}iça  ,  ceUe  qui  ne  convient  pas  au  prolflèiDe.. 


5S8  âiâôl^iuE  ahâlytiQOk* 

35i.  En  regardant  l'urc  AF  comme  ûlant  de  signe  umlnice 
k  AB ,  ou  voit  que  (page  35o] 
sinf — fl)= — sîna,  «»( — a)=co»a,  tang( — a)^ — tanga. 

Formules  générales. 

352.  La  résolution  des  triangles  est  renrermée  dans  un  ocnil)! 
convenable  d'équ.  entre  les  cdtés  ec  les  angles. 

En  prolongeant  BD  (fig.  1 79),  on  a  fîZJ  =  i  BF;  ainsi  le  <i 
au«  d'un  arc  est  la  moitié  de  ta  carde  d'un  arc  double. 

Si  ^F  est  égal  aurajron,  il  sera  le  côté  de  l'hexagone  r^ulle 
inscrit  (a36]  ;  BÂF  sera  le  sixième  de  la  circonf.  ,  et  BA 10 
te  tiers  de  AE.  Lt  sinaa  du  tUn  du  quadrans  est  dimc  la  moéi 
du  rayon.  Les  formules  1,  3, 5,  donnent 


^  fi ,  CO8  i^ 


lfil/3.tangi'  = 


,  puisque  oos  3'  ^  sm 


,  coti*= 

•h 


■•Il\/l: 


sin;i  =  i/îl/*.««s!'  =  iB,tat.g5*  =  /IV/3,oot5*=-^. 

353.  Lorsque  l'arc  jtB  (fïg.  179)  est  de  4^''>  <>o  ^  moitié  de 
AE,  le  triangle  CTA  est  isoscèle;  ainsi  011  a  AT ^  JC,  ou 
la  tangente  d«  ^S'  est  égale  au  rayon.  Donc 
tang    45"=      fi  =  cot    45",  cos    45''  =  jifl/2=       sin  45°i 
tang  i35°  =  — n=cot  i35°,  sin  i35°  ^i  fi\/2  — — cos  i35'. 

.  354.  Soit  CAB  (fîg.  1 78)  ua  triangle  rectangle  en  A:,  si  (Pun 
angle  aigu  C,  avec  le  rayon  CK=.i,  on  décrit  Parc  KG,  et  h 
l'oa  mène  le  sinus  Kl  et  la  tangente  HG ,  CI  sera  le  cosinnt 
4e  C;  or  les  triangles  semblables  CKj,  CBG,  CAÉ  donnent 

£^  —  £Ê.       GK_ÇB^  CG  _^CA 

• .    .      Ci  ~  CA'     Kl  ~~  BA  GH       AB 

d'oïl'  '    CA^CB-KeoiC,    ÈA^CB-XsihC, 

Cl  ,  i,-,     .,  ,  1  ,,,   ,   pA==ÇA^t!ià^C.      .  ,^^_    ' 
Celle-ci  est  le  quotiontdela  a*  dLvfsiie  par  la-i'*i..  , 
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Donc,  1^  Un  côté  de  Van^  droU  eêtie produit  d^  ^hypoténuse 
par  le  cosùms  d^  Vangjie  aigu  comprU.  •••••»•  (^. 

2^.  Un  côté  de  Fangle  droit  est  le  produUdê  foÊtire  côté  par 
la  ta^ngente  de  Pang^  aigu  ad/tte^ntà Heitti^i^,* •« •  {B), 

Nous  repréamUtrons  les  angles  |iac  Af  B  et  C,  .6t  tes  côtés 
qai  leur  sont  reeipttptiveinepi  opposée  pax*  tf^  itet  ci  Aitisii  a  étant 
l'hypoténuse^  A  =  go%  oH  à 

frcsaoosC,    oeiB«oDBifsi=atffiiC7»«^.k  (jf), 
.c»»iU*gC. .    .  (^). 

355.  Si  de  Pângle  B  (6g.  176)  dn  triangle  quelconque  ^^j^C, 
on  âbatee  U  perpéfidicakure  SD^  Pai^lr^  sera  oblipéeA  deux 
iMQigles  »  qui  seiont  tes  CompléitieM  r^ipeatifs  de  A  et  C.  Nos  tbéo- 
ifhmB  ol-dfM*  do^Mit  BD  ait  AByumk  A,  BD  ^  jKÇXflin  C; 
d*oà  osiautf  ï=  a  «in  C;  donc 

sîn-^ sin^  ^^  ainC      -^  >- 

puisqu'on  peut  abaisse^  la  porpendioùUôra-de  l'angle  C  ou  >^. 
Ainsi  ^  tout  triqngle  a  les  «mis  dis.  sas  ahgl^  pPcporiionnekiaux 
côtés  opposés. 
En  désîfpuuit  p%r  4P  le  segmeiit  DA  (2 18) ,  on  a  a^^^tIiP'-  4^  ^ 

mais  le  triangle  reetangleBDi^  donne  Z>¥^s7^jftfXr<v^^>  ^^ 
;p  =s  c  008  ^  ;  donc 

Si  la  perpendiculaire  BD  (fig.  177)  tombe  hoi:s.4i^  j^risingle»  .il 
jaut  -{- A^'Auliende— -a&r.  Mais  comme  alors  l'a°g^  ^C^  est 
dtitus,  le  cosinus  deyenant  négatif  ^  le  signe  dé  7-7  a^  cos  ^  çe- 
devient  positif ,  et  s^  rétablit  de  lui-même  ;  donc  notre  formule 
8'appliq^e  à  tout  les  càS(3S9).    *"]*'    ^  *'^^  '^ 

Les  équ.  A  ei  É  sortent  à  yétèt^rêliâi  f rîîii|^ês  i^èètangles  ; 
C  et  2>  serrent  poitrléi^làilgles  obli^Ùatij^es.  i^by.  n"*  363.) 

356;'&>ieirtâéui  »rfcif'(%:4^^  ÀBii£k;  Btti^/t'.'dièfâKouk 
les  sinus  et  cosinus  de  leur  soSiméf  AD  y  ët''iéiëiii'r*diB8rençe  JIa  , 
eotiiiaissiiint  les  «îtms  et  èôëUlUi  Ae  «  ^  A  Mettôd&là  tiord^  DK 
au  milieu  /  de  laquée  le  rayon  CB  est  perpendiculaire  ;  puis 
les  paiç^llèles  J^l,  K^]k  AÇ.  et  lei  ijieçpffiidiruWres  I?JP^  IC, 


i)  I  I- ■ 1  ■  * 
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et  hOj  DP  (trt  ie  smas  de  AD  =  a+fi;  KO  ot  eeU 
de  ^/C=:«  — (3;  les -cosinus  sont  CP  et  CO  :  ces  quatre  qm* 
titéi  sont  les  inconnues  du  problème. 

On  Toit  que  DE=EB\  DE  et  !G  ont  donc  poor  MmM 

/G  +  D£,o« />i»=âiï(«+^, 

et  pour  difféi-ence  JG—  DE=:HP,  ou  /fO=i9mta— ^i 
de  même  £/  étant  la  moitié  de  BK ,  on 
a  PG=GO  =  E!;  ainsi  CG  et  £/ ont 

pour  somme CO  :^  cas  (a.— i\, 

et  pour  djiFérence.  .    •   -    - CP^cos(«+fl; 

donc  »inC<t±:^)=/G=tO^,  «m(*±/3)=CG  :p£I. 

11  ne  reste  plus  pour  obtenir  /G,  DE,  CG,  El,  qu'à  appfi- 

ijoer  Péqu.  ^^  aux  triangles  rectangles  CIG,  DET ,  oîi  l'ange 

EDJ  =  a.    Il   vient  /G^C/Xsiaa,  r>JS  =  Z7/coa«;  or, 

D/  =  sin(3  et  C/=costf  ;  ainsi,  on  a 

/G=C/Xsina=:8În«cos^, 

DE  =  D/x  coï  a  ^  sin  /3  coï  a  -, 

on  u  de  même  (?G=  C7  Xcoscc^^cosa  cosiS, 

£■/ =  ZJy  X  sin  a  =  lin  «  sin  (3  ; 

d'oà      Bin(tf±^)  =  Biitii<x>s;Bzhsin|Scoie( (£), 

cos(«±:jS)=:coa«cos^rî:sin<£sin^ (F). 

Ces  quatre  formules  sont  d'un  usage  très  frét^uent-  Si  le  rayon, 
au  lieu  d'être  ^i,  était  R,  on  mellrait  simplement  R  pour 
diviseur  de  seconds  membres  (347 ,  a"-). 

357.  Faisons  «  —  (!  dans  ces  formules;  en  prenant  le  sigM 
supérieur  on  trouve 

sîn(aa):siasin<i(cosi*. i^)t     ■ 

Ç^(?^)=î;,<0»'#^Wtt**......,.    (^ 

à  ef|ii»  fle.^*«s=i— <co*V.  ,^e)lei||H>^i  Uç.T^Iam  âannns 

eidu  cosiwif  du  dçiÎJ^e  deFifc^i').   r     .^p,,; 

^,'358.  Si  |,V!i '«gtrdc  ^as  4es,éqa&ti9asi^ii#9llooc9ComiiK 
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inoonnusy  et  sin3«|  coB2m  comme  donnés,  il  faudra  éliminer 
entre  elles.  Mais  comme  le  calcid  serait  compliqué»  on  préftre 
[employer»  au  lieu  de  la  i'%  i  =cos*«i-4"'^i|i*«;  alors  en  ajou- 
tant H,  on  en  soustrayant»  on  obtient  df»  suite  .         : . 

aco8*a=i +oos2«»    asin*«s=i  — 008  2#. 
Si  donc  on  change  ici  2«  en.«j,  ce  qai  est  permis»  on  a 

à]a.  qui  donnent  les  sin.  et  cos(  de  la  moidé  d'un  arc.  La  for- 
mule de  la  page  354  derient  ainsi  propre  au  calcul  des  log, 

sin-Terséàr=asin*;â;9B  I  —  coso. 
359*  Divisons  Pune  par  l'autre  les  formules  E  et  F^  il  vient 

sin(k±:^) sinârcos^disin/ScQs^ 

cos(«db/S)        co8«cosi8^sin«sini8* 

Or»  si  Ton  divise  les  deux  termâ  du  2*  membre  par  cos«»  cos^d» 
en  mnarquant  que  tanR-=,  ^^  on  obtJent  (*) 

«m3«  =  iin«coéa«4-.4'^9«cat«»  co«9ft=e  ete.;  mais  H  Êint  meure  pour 
sin  a«  et  cm  04  leurs  Talenrs,  et  il  Tient 

sin  3«=:3sin  «— 4nn'«i   çoê3dLss^co9^tt-^3eosit. 

H  est  aise  de  Toir  qn'en  r^lTant  ces  ëqip.  par  rapport  à  sin  «  et  cos  *,  on  au- 

rail  les  sinus  et  cosinus  du  tiers;  on  obtiendrait  de  même  ceux  de  4  a  et  7  «^  etc. 

4 

(f^oy.  ci-après,  n»  358.)  ■«    .  i     •  fi    ... 

n  Qn  a  de  même  cot  Udzfi),=z  c.2i*^lii, 

^  ^       '^^  .    ept/ft4=cot4     ,;  o      i,.; 

Si  Ton  fîdt  «=s4^9  c«mme  tang  45*  ==  i ,  il  Tient 

Pe  méièe ksf  Ibimales  JE  et /"donnent 

SSLfeiS         toi  fi^  coi  Et    ^  unga'f'tanKjg.  < 

no  (m  A  fi  ^     cot^rfccoCA  tang  ad;  tang /j 

cos(«:pA  ""lirr^^ec^AAor/i^'tdbfttiit'ÀtaÉv/B»       ' 


... .  .j,..^ 


«osj^irHk^^    cot/g^ting»^  t^w^mag^tang/g 
^STÇi^hÇ^   ooi/l-|»l|nH|4-    i^«uigAI«Bg^' 
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qui  donne  la  tangente  de  la  somme  et  de  la  différence  tle  in 
arcs.  Si  •=^,  on  a  celle  du  double, 

'-^"-i^^.-  ■  ■  w>  1 

ea  dÎTisATit  l'une  par  l'autre  lee  équ.  (/) ,  Il  vient 

//i^cos«\         I  — cos« 
tanEi«=\/( — ; )  =  — : .    .    .(M). 

360.  Ajoutons  et  soustrayons  les  équ.  E  ;  il  vient  (*) 
<in  («  +  ^)  +  ain  («  —  j3)  =  zain  • .  cos  jS , 
sin  («  +  /S)  —  ain  (m  — (3)  —  acosn.sîn^. 

(■)  Le  mime  caldnl  «ur  I»  cipl.  E  «I  F,  ranthin^ei  deax  b  deui,  i<K 
àiieiM»  autre»  fonnvtlei  de  p«n  d'oiage ,  si  ce  a'cit  lociqD'on  leut  temfi* 
d«  aommei  cl  dii^ROcw  de  tin  ei  «»  pur  dei  pniilait)  et  dei  (piotiiai,  f4 
poQToir  faciliter  le  cilcot  logarilhmlijae.  (  Voj.  Inlrad.  tCEuler  a  l'J>» 
Auinf.) 

coi  A-^V»a  =  '*a»l  {A  +  B).  aotl(,A  —  B), 
catB  —  wA=ina-  {A  +  B).  nnl{A—B)i 
(titaniA  ^90°  diDili  i",  et  iti=a  daua  let  deoi  Joint, 

t~»inB=acai*  Q^*  +  ^B'\  =  »àn'  Us'—-B\i 
i+co*A=^eoi*-Ai-  i'^oot^tfB»iiil>-.j<i 


=9D«+«,  («•<aBg^4S»4-î;*)^«i 


*in*  A  —  UB*-S'4>aN*  fi  t  om>  tt  m:  lia  {A  -h  B)  x-  lio  (A  -  ^ 
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lîyisons  ces  formules  l'une  par  l'autre^  et  faisons^  pour 
éger,  •  +  i8  =  C,  et  «— i8=s^;  d'oà  Pou  im  (p.  r%>; 

m~i(C  +  £),    fi  =  i(C  —  B). 

sîn  C'+'sinB      sin  m    cosjS      tang#^ Umg g (Ç  +  jEf )^ 

sinC-^sin^      oo8«*8in/8      tang^      taiigi(C— :^)* 

i  a  vu  (n»  355,  %.  17Q,  ^^  =| ,  d'oi  l'on  tire  (n»  j3,  a*.) 

siAC  +  sin^       c4>& 
sînC — sîn^       c  — 6 

ine  autre  part  ^+^4-C=^i8oo  donne  J  (Ç+^=9o«— i  -^, 
i8tangg(C+i9)==cotï^:  donc  enfin 


ctaaiDf  dîvflnct  divitioiM,  on  obtient 


1  —  %mB           °    \^  a    y    I.— cos^               a 

«•inB V^  a    y  ^    i  ■—  sin  B y^        a    y 

c<w*  ^A  «n»  *-  B 

a  a 


-IMJC'. 


^_i-          »      iittiitf  -i^nn^       énjt>to$BsA:*9UiBtCoêA 
tang^r£tangB= — ^ ^î    cotuf gcotlyss    .    ^  jT   ^i 


F     1    l        ■ 


mg^:±cotf  s ^^  T  p{  cot  Azttxa^Li^  .    \  . ^  ju.     •- 


..\  \i»*"#i 
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Formation  des  Tables  de  sinus,  cosinus... 

36>.  Jusqu'ici  ces  formules  sont  stériles  pour  uoui;  «lil 
de  les  faire  servir  à  résoudre  des  triangles,  il  faut  d'aboidw 
naître  les  sinus  des  angles  donnés  pour  en  introduire  les  nin 
dans  nos  équ.  ;  ou  bien,  si  elles  sont  destinées  h  &irecuiiiiH^ 
des  angles,  il  faut  assi^er  l'are,  le  sinus  étant  donné.  U 
donc  nécessaire  de  former  une  table  de  sinus,  cosiDiu...,i|i 
donne  ces  lignes,  lorsqu'on  connaît  les  arcs,  et  réciproquaHl' 

Concevons  donc  qu'ayant  divisé  le  quadrans  en  degrêi,  ■ 
notes. . .,  et  lerayoD  en  un  nombre  arbitraire  de  parties^i 
on  soit  parvenu  à  trouver  combien  chaque  sin. ,  cos. 
de  ces  parties  ou  unités,  et  qu'on  ait  inscrit  ces  nombre) pB 
de  chaque  arc;  on  aura  formé  une  table  contenant, dm i 
i™  colonne,  les  graduations  des  arcs;  dam  une  a'  IdW 
dans  une  3*  les  cos...  11  suit  des  équ.  i,  3,  5  que,  qnaajn 
les  sinus,  un  calcul  très  simple  donne  les  cos.,  tang.-'iUUi 
la  recherche  des  sinus  doit  d'abord  nous  occuper,  etliA' 
vu  (349')  qu'il  n'est  nécessaire  d'en  pousser  le  calcul  que  jnsi)" 
45°,  parce  qu'au-delà  de  cet  arc  les  valeurs  se  reproduisa* 
Ainsi,  il  s'agit  de  calculer  tes  jinus  pour  tous  le«arcs<!4' 
le  quadrans  étant  partagé  en  degrés,  minutes. . . 

La  i"  équ.  du  n"  3Go,   el  celle  qu'on  obtient  de 
ajoutant  les  équ.  F,  deviennent,  en  posant 

sin  (m-f-  1)  x  =  2cosa;.sior7ix  — sii 
cos(nt-^  1)  j;  =  acosx.cosnM[ — co 

Si  les  arcs  procèdent  dans  l'ordre  x,  2jc,  3x. . ..  (m— 0% 
"Wi  ("*+  0^---*i  *  est  le  plus  petit  arc  de  la  table,  etils^ 
de  nos  éqa.  que  si  £  et  j  sont  les  sin.  ou  cos.  de  deux  aro  11^ 
cessifs(m— i)x  et  nut,  le  sin.  ou  cos.  de  l'arc  suivant  (n»+')* 
est  =^3iy—K.  Donc,  chacun  de»  termes  de  la  aén*  detti** 
et  âtcelUdetcoainiu  dépend  de»  deux  ter/neequile  précèdtnij^ 
s'obtient  en  multipliant  ceux-ci  par  2p  et  —  1^  et  ajoiiUm 
i^4?y.  B"  543  «15^5.) 
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il.  Prenons  l'arc  ^C=  CB  =  AL  (fig.  97) ,  et  menons  la 
c  jiB  et  les  tangentes  LE,  CB  ;  nous  ayons  (160) 

ooràeAB  K^arcABi        LEC^btcLAC; 

AI  on  sin  AC  <  arc  AC,  ÈC  ou  Ung  ^C>  arc  4C. 
^arc  ^90^  a  sa  longueur  n^mprUe  entre  celles  de  son  sin 

r  sa  tang;  et  comme  Véq.Z,  page  iS% ,  donne =-^5-. 

:  le  2*  membre  lippirocfae  sans  Cêsjie  de  i ,  à  mesure  que  x 

^t;  le  i**  a  aussi  i  pour  limité^  c.-à-d.  que  le  sinus j  l'arc 

i  tangente' tendent  sans  cesse  vers  l'égalité^  Parc  restant  in- 

&édiail«. 

B  principe  sert  à  calculer  le  sinus  du  plus  petit  arc  de  la  table; 

.  '    sin  «  ^  ■  .       ^ 

•tans  X  as   . ^«  donne  Bvax^xcosx. 

^  cos*  ^ 

Imh  de't  ^tosx  on  lireeos«^oo8*«==  t  -^sin*»,  et  à 

iofi,  coêx^i'^x*,  puisque  sin  iv  <^  ir  '  donne  sin*  ar^x*. 

iC|  en  sulniitti&ïit  dànis  notre  i**  inégalité^ 

sin  «  >>  »  —  «*>    et    <  *. 

on  parte  de  «-  =  3^i4i 5926536  et  1(^ »t=' 0497149^7-  P^''*^ 
bakr-9P,qui  est  une  fraction  déterminée  de  la  demi-ciraV, 
pur  suite  «-—'â^;  comme  sin  x  est  compr^:entre  ces  deux  li- 
Kei,  les  décimales  communes  seront  une  valeur  approchée 
éhx,  le  rajon  étant  i  ;  et  si  s  est  pris  assez  petit  /comme 
X,  X  et  tang  »  diffèrent  de  moins  en  incrins ,  l'approximation 
orra  être  étendue  à  tel  ordre  qu'on,  youdra;  sin  4r  =:  a. 
lîllears.-^m  a  .!...::..•..:■ 

eos*=sV^i  — sin*«==V^(i+âO(ï— "Sî=i>;         * 

I     *  1    t    ■  ;      ■  -  ■ 

ic  le  ûiçteur  2p  est  connu  ;  et  parlantdç  fin  0^0 ,  sin »=a , 
ne  part,  de  cos  o«.==:  i^  cos«.=jp  de  rautre-,  par  la  loi 
K  — s^  on  calculera  de  proche  en  proche  les  sin  et  cos  slx^ 

^  ex.  I  si  «=3o',  le  i8a*  du  quadràns  est  jr  ,=;  o ,  008726646 
âD/ooooooë646j  X — ^x^=o  jOo87a598>  ainsi  sîn3o's?:o^oo8726. 
lâ.table  doit  procéder  de  minute  en.  minute >  avec  6  déci- 
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2".  EUait  donnés  deux  cStés  : 

Si  l'on  connait  6  et  c,  l'équ.  (a)  doane  l'ange  C;  1%^ 
Hn«e  a  résulte  ensuite  de  l'équ.  (i).  Ou  peut  aussi  tirer  ai     gj 
l^Ëqn.  (3) ,  mail  elle  ne  se  prête  pas  au  calcul  logarithmique. 

Si  l'on  a  l'hypoténuse  a  et  lie  cdté£,  Péqn.  (t)  donB?!'»)! 
C;  le  cAté  c  résulte  de  l'éq.  (3) ,  on 

c=V/Ca'— A')=\/(a  +  A)(a— 6). 
n.  Thunoi,»  obliquanolbs.  Il  y  a  4  '^'^  ^  traiter. 
i^.  Étant  donnés  un  c6ti  a  et  deux  angUa  Kj  C^  le  3*  ts^i] 
est  connu,  et  l'on  emploie  l'équ.  C,  n"  355. 
^  __  flsing       ^  _  osinC 

siû^i*   '  sin ./<'*'  " 

Soient,  parex.,  a  =  28"^52,  .^  =  33"a9',  C=32''9",*'^ltr 
l'on  conclut  B  =  -]o''î7.'  :  on  a 

log  a  =  i.^GntjSg.  ........   1,4601759 

log  ïinS  =  9,973987!  iDgtb  C=  9,9ï8S74i 

—  logriu.^  =  g,;84a8a4 —  9.78438^4 

logft.si  »,64g88«8  lige  =  1, 65446^ 

Donc  i  =  44"'i^^  et  c^4^'',i3o.  Ce  calcul  sert  à  nusanr 
la  distance  AG,  We  C  <i  wn  point  A  inaccessible  j  mak 
sible  (fig,  181);  il  donne  aussi  la  hauteur  AB'  p(  £3  distant 
AC  i/'u7i  édifice  dont  le  pied  est  inaccessible  et  invisible;  car, 
mesurant  une  base  horizontale  BC  et  les  angles  B'CB ,  B'BC, 
qu'elle  fait  avec  les  lignes  dirigées  vers  le  sommet  B' ,  ou  calcu- 
lera B'C;  alors,  dans  le  triangle  rectangle  AS  C,  00  conoattri 
D'C  et  l'angle  ACB',  qu'on  peut  mesurer  sans  voir  le  pied  A-, 
attendu  que  la  droite  AC  est  horicontalc.  On  obtiendra  dono 

2".   Étant  donnén  deux  côtés  c,  a,  et  un  angle  A   opposi 

l'an  d'eux,  l'éqH.  (4)  donne  sin  Ci=; .  Or  ,  la  valeur  de 

sin  C  répond  à  deus  angles  C  supplémentaires ,  et  l'on  a  deni 
solutions  (les  triangles  ABC,  fig.  156  et  17";)- 

II  est  vrai  qu'une  seule  est  souvent  admissible,  ainsi  qi"*" 
l'a   vu  (n°  198);   mais,  de  lui-même,  le  calcul  conduit  à  re- 
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oonnaitre  ce  cas ,  sans  j  tuoir  égard  spéciatement  ;  on  forme 
la  somme  ji+C,  pour  les  deux  yaleurs  de  C,  que  donne  le 
calcul  g  dans  le  but  d'en  tirer  l'angle  supplémentaire  B.  Or, 

Si  w^  est  obtus  9  on  ne  peut  adopter  la  yaleur  de  C>^  90% 
puisque  -<^  +  Cserait>  180®.  Il  n'y  a  donc  qu'une  solution, 
encore  faudraitril  que  a  fût  ^  c,  puisque  si  l'on  avait  a<^Cy 
notre  équ.  donnerait  sin^  ^  sîn  €7,  d'oii  l'angle  aigu  supplé- 
ment de  ji  moindre  que  l'angle  ai^  C,  savoir^  ï8o®— 7.^  <<Ç, 
et  par  conséquent  A  '{■■  C^  180®.  Ainsi  l'absurdité  serait  mise 
en  évidence. 

Si  ji  est  aigu ,  et  qu^on  ait  û  =  ou  >  c ,  notre  équ.  donne 
sin  C  =  ou  ^  sin  ^;  ainsi  le  calcul  conduira  à  une  valeur  de 
Fangle  aigu  C^A^  dqnt  le  supplément  180?-^^  ne  saurait  con- 
Tenir  ici,  puisqu'en  ajoutant  A^  la  somme  est  1 8o*+-^""^^  1 8o\ 
Ainsi  le  problème  a  toujours  une  solution  ^  et  une  seule. 

Enfin >  si  A  est  aigu,  et  que  a  soit  <^i7,  tirons  du  triangle 

«      *  '  c  sin*  A'  '  î  •  **  ' 

rectangle  ABD  la  perpendiculaire  Bp=:^p  =  — ^rr^^  d^'où 

sin  C  =  — .  Or,  si  a  <^/} ,  on  a  slnC'^R ,  ce  qui  est.a^yijcfb; 

si  az=ip ,  on  a^àîn  C=^R^C=  go*  j  le  triangle  rectangle  BDA 
conTÎent  seul  ;  enfin,  quand  a'^Pf  on  se  trouve  dans  le  aéûl 
cas  qui  admèUe  leê  deux  solatipns.  ..       .     ^, 

Tout  cela  Raccorde  avec  ce  qu'on  connaît  (n*'  2o3,  fig.  38). 

Yoici  le  tableau  d^es  divers  cas  : 

Si  ^=00^^%  ane  seule  solution,  B  et  C  sont  aigns,  a'^c^ 
_'«  ra^c fin ^,  problème  impossible;  ,  ,     •  ■>  -  ■ '.u 

^     ^  1«  =  csin-^,  un  seul  triangle  rectao^,  B  et  Csont  aigns^i.*  >  iî.  • 
^    j  a  ^osin^  et  ^«,  un  senl  triangle,  C4!staiga;     .  ,       ?  .'.  _ 

(  a  ^  c  sin  wdf  et  ^c,  deox  solutions,  Ca  deux  valears  suppl^entaires. 

3^  Étant  donnés  deux  côtés  h  et  c,  et  l^a^rwLe  compris  A;  en 
Cuisant  w  =  A  (C  —  ^) ,  la  formule  JV^(n*  36cr);  devient      ' 

c  —  b 
tang»= --r--r  cotj^.  .•  (5);.  î 

c  ^T"  ^ 


r. 


èxp^  qui  &it  connaître  l'angle  n  <C9o* \  or,  A  +  B  -{^  C^ii^ iQq^ 
I.  34 
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donne  kiC-{-  B)=^  90°  —  {A,  Taluur  connue  que  noui 
■enterons  par  m  ;  ainsi  nous  aurons 

i{C+B)  =  m,     i{C-B)^n..,    (6); 
d'oft  C=^  ni-j~n,  B  ^=m  —  n.  !1  ne  restera  plu.i  qu'i  tront» 
)e  cAté  a  par  le  procédé  cî-dessus. 

Oa  pcot  encore  poter  tang  ç^  y,  équat.  qui  donnera  Tin 

auxiliaire  f;  of,  parl'équ.  JC, 

jf,-.        tans* — 1       c  —  b 
tanct»  — 45°)  =  — sZ — — _.. 

Donc  l'Éq.  N  donne 

tangi(C  —  S)=:tailg((p  — 45^.COtirf. 

Ce  mode  de  solution  est  utile  lorsque  les  côtés  b  et 
lieu  d'être  connus  en  nombres,  sont  des  expressions  monoo» 
composées ,  ou  données  par  les  iog.  de  b  et  c. 

On  pent  déterminer  directement  ce  côté  a  sans  clierditt  1 
préalablement  les  angles,  et  le  faire  servir,  au  contraifei 
troafer  ceni-oi.  En  effet ,  reprenons  la  formule  D ,  ajoalcM 
et  soustrayons  ^bc ,  puis  mettons  ponr  1  —  cos  ji  sa  ^t^^ 
asin»i^  (n"  358,1);  iUient 

Cela  posé,  on  clierchera  l'angle  ç  qui  a  — — ~~-  pooron* 

de  sa  tangente ,  ce  qui  est  toujours  possible  ,  puisqu'il  7  a»' 
tangentes  de  toute»  les  grandeurs  :  la  valeur  de  a  detiew" 
(i  — c)  V^(i  4-tBng*fi),  ou  (à— c)  séc?,  ou  enfin,  69  ren- 
dant la  formule  propre  au  cas  où  le  rayon  est  R  , 

Le  calcul  logarithmique  pourra  aisément  s'appliquer  :  oaau" 
d'alKird  tang  ip ,  et  par  suite  cos  * ,  puis  a.  Voici  un  es.  a-nep» 
nous  appliquerons  ces  deux  procédés.  Soient  C3=  87,812  lllilrt*i(  ^ 
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Or,  cette  «ipressiou  présenle  le  même  tnconTénient  (jue 
le  cas  précéilenl ,  parce  qu'elle  ne  se  prêle  pas  au  caJcnl  Itf 
TÎthmique.  Mais  si  l'on  met  pour  cos  A  cette  râleur  dinj. 
sîn"ï^^îCi  — cos><),on  trouve 

sin'  \At= j-, ; 

et  comme  le  numérat.  est  la  différence  de  deux  carré» (tf  97, l'J 
il  vient,  en  rétablissant  le  rayon /I, 

.mi^=R^ p; 

Cette  équation  remplit  déjà  le  but  proposé;  mais  elle 
encore  plus  simple  en  représentant  le  périmètre  du  triangle  p" 
3p  =  â  -f-  b-\-c;  caroa  obtient  (p.  32^) 

..;^  =  «/''-^)l<i-)....,5,. 

En  9C  serrant  de  l'fa(n.coB'ï-(/=:î(i  +coa^),  on  troniti 
même 

On  emploie  celle  de  ces  deux  équ.  qu'on  rent ,  à  moim  f 
;  yi  ne  soit  très  petit  ou  voisin  de  go".  (  Voyet  U  notep 
•idente.) 

\A  doit  être  ^go",  et  la  question  n*a  qu'une  wlnt 
(n'35o). 

Soient,  par  ex., c^  103,357  mètres,.&  =  io6,836  mètr 
et  a~  143, 9&5  mètres;  d'oii  Z7>r=  353,178  m^d^,  tX-  ■ 
p — 4=69,753  mètres,  p — c=a73,x3a,jnètres,  p— w=a33,< 
mitres.  Donc 


-b...  ..8435(b9 

p—a 

..   1,536391a 

-t...  1,8647009 

p—C 

-a,o>87ij6 

a.... 

-a,.55ii9o&- 

-3,0.43399 

"■■■■ 

-«,0.43399 

,         .  -    -  i,66Sm63  .,!>fli^4 

'aiÀ\M..-tfii-£*^tisAii'j^.  '    7,6i67367  =  nDf'J 
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i)n  trouvera  de  même  C=46*7^  et  lé  calcul  se  férifie  par  la 
Dondition  ji  +  J?  -f-  ^  =  i8o^. 

m.  Si  le  triangle  est  isoscèle.  A  étant  Fangle  du  sommet  |  à 
la  base^  on  fera  &  =  c  dans  Péqu»  8  ou  9  ^  et  Pon  aura 


sm 


équf.  qui  &it  connaître  Pune  des  trois  quantités  a^b  îKAm 

Obserrez  c[ue  si  Pon  donne'  un  des  angles ,  on  connaît  les  dteux 
autres  par  Péqu.'Jïtrt  Cc^go* — ^A:{Fby.n^  7.o\  yii^.)  ' 

■  • 

Problèmes  de  Trigonométrie. 


II.    ■   •  i   <    ■! 


364*  liS  plupart -dés  questions'd'arpéUtage  se  réduisent  à  dés^ 
t*ésoluti<&is  de  triangles.  Nous  offirirons  ici  quelques-uns  de  hes 
problèmes,  qui  sont  t^nn  usage  fréquent. 

I.  Tromper  ladistaiice  AC  (fig.  182  ),  entre  deux  pointa  fun 
€t  Vautre  inaccessible.  On  mesurera  une  base  quelconque  BD^ 
et  les  angles  ABOyCBDy  ADC,  ADB ,  que  font  a^ec  elle  les 
rayons -dirigés  de  ses  exlTrémités  BetD  Ters  ^  et  C  :  on  résoun 
àrm  kB  triangles  ABD  et  CDB  (n"*  363 ,- 1^)  ;  ce  qui  donnera  les 
distances  A6 ,  BC^du  point  B  aux  points  inaccessibles  À.  et 
C;  et  comme  ouxonnait,  dans  Je  triangle  ACB  ,  deux  côtés 
uiB,  BCy^  Pangte  compris ,  on  aura  enfin  AC. 

II.  Réduire  un  angle  j  un  point  ou  une  distance  à  Vhori^ 
son:  Il  est  rare  que  les  signaux  soient  dans  un  plan  horizontal; 
alors  ce  ne  sont  pas  les  angles ,  les  points  et  les  distances  ob* 
serrés  y  qu'il  faut  porter  dans  le  tracé  du  plan,  mais  bien  leurs- 
Projections  horizontales  (n^  272).  Ainsi ',  lorsque  le  signal ,  vu  de 
^  et  de  C  (fig.  181  )  est  le  sommet  B'  d'un  édifice  ou* d'une  moii^ 
tagne,  il  faut  substituer  -^  à  ff  ,  Pangle  CAB  à  CBB' ,  l'angle 
ACB  à  B'CB. . .        .      . 

Regardons  comme  connues,  par  Pobservation  ou  parle  calcul , 
toutQS.les  parties  du  triangle  B'CB-^  comme iCJ^ est  horizontal, 
on  pourra  mesurer  l'angle  .^C^'  ^mênpie  lorsque  A  ne  sera  pas 
▼isible);  puis  résoWant  le  triangle  rectangle  CAB'  ^  on  aura 
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C-4at  Ubf  uleur  ^S'.  Gol!e-ei,  «t  Ilijpolcnme  ff/i,  «T.iNU 
trouver  Aff  dans  le  triangle  reclanglf  BAff,  Ainai  qn  omiull 
lç(  tn^iq  cdt<^»  (^M  triiingleliorizontal  Cfi>^,et  par  mite l«aifl 
qui  ie  forment  et  la  position  du  point  A. 

Soit  BC  (ftg.  178)  une  longueur  mesurée  sur  nu  terraini 
pente;  Jl  ne  fautlra  porter  dans  le  plan  que  I&  projectioni 
BUT  riioriïon.ou  a  cas  C.  Le  plus  souvent  C  n'est  que  d'nnji 
tît  nou)br«  de  degrés,  çt  Ip  ràluction  x^^a  cas  C  iDA^nA 
fréciaiwi.{f^.  lanot^duLa;  deUp,  371.)  On préiêre calculerlD' 
ces  3e  a.  sur  x,  on  *:^a'— .acfls  C;  or  (n"  358)  i  —  mC 
=  2ain'iC,  donc  e^Msin'i  C  =  ^^aC*,  en  remplacent It 
gin  par  l'arc  qui  €^  trèi  petit  :  introduUaKl  hhi  nombre  ^'^ 
minutes,  ou  C=Csin  1'  (n"  348),  on  trouve  e=;aC"stfi'iL 
et  la  Wgoflar  "  rûduite  à  l'horizon  çst  je  =«  — iaC's^'u 

pied  D  de  cette  vcrtic;i]eest  accesaUiIe,  qo.  mesurera  unediitaMl 
borizontele  AP ,  ainsi  que  l'nugle  A,  et  le  triangle  tecUi^ 
^BD  donnera  x  ^  AD  tang  A. 

Si  le  pied  D  est  ioaccetslble ,  on  mesurera  une  diftaoceiC 
didgét'  vers  D,  ainsi  que  les  anf;Ies  ^  et  C;et  Toii  aura. 
«  :^  AD  taag  ^,  ji:=i>C  titng  C,  tirant  les  «tJflolJïn 
AD,DC,  et  le»  retranchant  on  a 

^f,___^ ^_     _^._  --/C-sin^sinC 

^taof^A        tangC"*~     sin(C  — ^ 

jy .  .  Un  Iriangle  ABC  (%  "82)  élanl  donné,,  trointT  J»  'tff 
tta»  poinf.  D,  f»  connoMtanf  hs  angles  APC=  ^  «t  AX>B=^> 
ScH(w(t(i,.^,ç  les  côtét,  ^,£,  Clés  angles  doaiféf  4<rt  tritmlc 
^rfflC,  et  le»  a^^s  inconnus  ABD^f,,  4Ct>:^y.  \m 
triu^lea  ACD  et  ABD  donne^(  (équ.  C,  a"  3S5), 

sin)3  siny 

Soijt  ft^tei;;»  iné  un  angle  f ,  t^l  <ia«  s»  tan^Dl;e  soi^  :=  v-  .-f  i 
on  anrà  tane  f  ;^  ^î — ,'d'oiiToa.tire  ,  (h"  ^3) 
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i  —  tang  ^  "^  rin  » — sin  jr  ' 

ao  i>l«tAt  (o~  3S9, 3fo)  tons  (45<H-f)=  î^^^>  Fai«m. 

pour  abréger   ni=^l(x  +  ^),  tt  =  {{x  —  y)\  m  est  connu, 
paisqnç  *"+^  est  (n®  28 1)  36o*  i7M>i>M  jf+CDB, 
4P+ y  =  36o*-i— (>rf +  i8 -|- n.)  =  2m. 

£-k^     j  *  csînjS 

Un  a  donc  t»qgi^=r=-rr — •  jpc=ii»-+'», 

^         Dsmy 

tangnz^taQgi7».cot{45^-f-f),    ^=w» — />. 

La  i*^*  dpmie  f  ^  J|a  3*  «»;  d'où  l'on  tire  «^  j^  et  la  position  du 
point  D.  On  pourra  même  calculer  AD^  CD  et  BD.  Quand 
tang  n  est  n^atif ,  n  prend  un  signe  contraire  dans  les  yaleurs^ 
dsipet  jr.  Si  les  points  Aj  B,C^  D  m  sont  pas  dans  un  même 
^^luibortsontaly  il  faut  préakMement  les  j  réduire  C). 

Ifoui.a^oas  résoIu,ce  problème  gçaphi/quement  (tP  aoSy  VI). 

V.  IVvutvr  l'aire  z  d'un  triangle  ABC  (fig.  1 76)  ^  connaissant 

I*.  Les  trois  côtés  {yoy.  p.  328); 

2**.  Deux  côté»  et  Vangie  compris^  dans  le  triangle  BCD^  on 
a  ^I>  =  asin  C\  ainri,  c  =  ^ &  X  BD  devient  z  =|a&. sin  C 

3^.  CTa  d&tè  h  et  les  angles;  comme  a  =  — : — ]^ ,  en  mettant 

**  jBm  iS 

cette  valeur  dans  Féqu.  qui  précède ,  il  vient  «=îft* .  *  . 

^  *^  sm  io 

Vl.  Trouver  l* aire  (f  un  quadrilatère  ABGD  (fig.  182)  ,  dont 

^eH  .èmihatt  lesdiaganèdes  ADsdD  ^  BG=!y  et  P angle  AOB=:| , 

qvf elles  forment  entre  elles.  Cherchons  séparément  l'aire'  de 

chacun  des  quatre  triangles ,  -d'âpre  l'équ.  -(2\)  ;  nous  avons , 

en  ajoutant  et  désignapjt  gpar  a^  &  ^  c  ^  <{ ,  les  segmens  AO ,  OJQ, 

-  {'<^)i'L'«9ir  -qiic.iiotii  i^enfm  éf:  fft^  a  la ^fiooriBP  >r^  «in  x  =x  j8  «w/*,  ec  on 
OfQiiuuîtlAWunqiç  X'i-jr=^m.  Lç  problème  q\ic  uoiis  Tenons  de  r^oodre 
riment,  comme  on  voit,  à  trout^er  deux  arcs  z  et  y,  lorsqu'on  connaljL  leur 
somme  et  le  rapport  de  leurs  sinus  ;  le  calcul  est  rendu  propre  aux  osâges 
'InDhiUiiififiiBSi  Ainsi  ïmi  MNt  lëfcmjlre  \*é^,  ^sinxsBstnfsm — r). 


.^^  GÉOMÉTRIB    ARALTTIQtTE. 

OB,  OC  dfis  diagonales,  s  =  i  (oc +  ad  +  éû(+itO*"''' 
ce   quadrinome    revieiit  k  (a  +  i).(c +  rf)  =:D  xD';  i 

Concluons  de  là  que  len  aires  de   deux  quadHlatim 

èquÎMalentet  lorsque  leurs  diagonales  sont  égales  et  si  em^ 
som  U  même  angh.  {^rcy.  p.  328.) 

VII.  Soient  A  le  côté  d'an  polygone  régulier  (fig.  87), 
nombre  des  côtés,  •  le  nombre  de  degrés  de  l'angle  ceAl 

AOBz=^.AOG!= — -  =•;  le  triangle  AGO  ivova 

GO  =  ^G.tang  OAG=:\A.iX>t[X'*); 

le  triangle --^05  =  ^GX  GO;  répété  nfois,  il  produit 

Vaire  du  polygone  régulier  =  jJnji'.cotQa}. 

Le  triangle  AOB=Ri.hiAOGxRco%AOG=\R'AaiÀ^i    b 

ou  AOH^=jR'  sin  «.  Ea  l'etrauchanl  cetteaire  de  «lie  du  sa*  | 

AOB  =  ^^  (n"  261),  il  reste,  «désignant  le  nombre  ie.il^ 
de  l'angle  ^05.  [ 

aire  du  segment  z:^  î"'!  "S sina  ). 

VIII.  Trouv*r  l'aire  d'une  zone  sphérique  gaa'li  (Cg.  i^f 
Celte  aire=circ.  CJX^,  {n"  agS);  or  fi  étant  le  rayon  tir 
on  a 

i".  cire.  CB=:3»R,  2°.  CA  =  fisin«i,  3".  Çf=Rsa'î, 
et  et  «'  étant  les  i^^bit^s  des  points  a  et  ^exprimée!  f^^^ 
say.oW  A^Aa,  n'^Ag:àaac  <    .J,WH 

fb  =  Cb  —  Cf=  R  (sin  »  —  sin  a') ,      ',  .  .1; 
et  d'après  les  équ.  du  bas  delà  page  862, 

aire  zone  sphér.  =:  4^fl''sin  ;  («  —  a')  cos  î  (oe  +  «')■■ 
On  prend  «'  négatif  quand  le  pointy  est  situé  de  l'antre  M"* 
l'équatear,  c-à-d.  quand  l'équateur  est  compris  entrèlei  tï!* 
et  lesbases.  ■   v  ,,,.  ^,,.,  „-   ,    ..-i 

IX  Soit  rlo  rayon  OF(fig.  46)du«er<ildinicrit«otcî*>ff' 


ABC',  dam  le  triangle  40F,  Fangle  OAF  est  moitié  de 
CjiB  =  jiy-OFesajiF.'Ukif^ijiy  ou  r=(p  — «) tangjy^, 
^  étaiit<t9><len:iVp^>^^^^^  ^-^BC  (n®  aoô,  I)  ;  c'est  Une  yaleur 
plas  simple  que  celle  du  n^  317.  On  y  a  yu  que  Paire  s  de  ABC 
estjpri  on  a  donc  z  =p  (p  — :  a)  tang  ^A,  Ces  équ.  peuTcnt  servir 
à  trôaTër  un'angtè  et  ùù  cdté  du  triangle  9  connaissant  s  ou 

va    6 IC  •    •    • 

X.  Soit  la  corde  ///>=>  (fig.  142)  ;  Tare  ABD  =  a  qu'elle 
mmttiid,'  R  le  rayon  SA-,  la  triangle  rectangle  SAb^  donne 
u^3'=:itsin5tf,  d'oir  i&=a/{sin^a.  C^/te  ^jri^.  cfonne  lagra* 
duètHonà  itun  drcj  connaissant  sa  corde  YjOU  réciproquemenX. 
Quant  à  la  longueur  de  cet  arc,  voy.  n^  348. 

Voici  un  usage  important  de  cette  formule.  Qn  ne  peut  se 
seryir  Aurapportêur  (p.  aaS)  pour  former  un  angle  d'un  nombre 
de  degrés  donné,  que  lorsqu'on  ne  veut  pas  une  grande  exao^ 
tita4e.  Prenei  un  rayon  arbitraire  SA^  dont  la  longueur  R  soit 
mesurée  sur  une  échelle  de f)arties  égales  très^  serrées  (p.  a54); 
notre  équ.  donne  les  jparties  que  contîiènt  la  corde  k.  Portant 
donc  sur  l'arc  ABD  une  ouverture  AD^^k,  menant  «9^^  et 
SJD,  l'angle  ASD  sera  celui  qu'on  demande.  L'erreur  de  cette 
construction  est  comprise  dans  la  seule  épaisseur  des  traits. 
Nous  ayons  publié ,  sous  le  titre  de  GoniométrUj  une  table  très 
exacte  des  longueurs  de^  cordes.  , 

XI.  Soit. un  quadirilatère\i^^  CD  (fig.  I74)i  désignons  par  a, 
b,  c  etd\es  c^tés,  et  par  (o^),  (^). . .  ,les  angles -formés  par 
les  côtés  a  et  b^b  et  ç., • .  E^  projetant  AP ^  DC  et  BC  sur  AB, 
on  SLAE=:dcù8(ad),  -EF==ccos(ac),  F^  =  ft  cos  (aft)  ;  et 
comme  AB  fsf:  a  r=  AE  +  ^F  -4-  FB^  on'  obtient 


.  » 


a  =  &  cos  {ab)  -hc  cos  (jac  )  +  ^cos  {ad)  : 

de^  même  Ai=  a  cos  ^a&)*-ï-  o  6ds  (bc )  +  «? 00s  (M) , 

^  c  =  a  cos  (oc)  +  6  cos  [bc  )  +  rfcos  {cd) , 

J  =  a  cos  (oflQ  +  b  c6s  (M)  4-  c'cos  {cd) , 

.II,-     k  .    .  )  :-=.-  _      .^  .  .  .       . 

mt  remarquant  que  les  projections  »  qiti.aont  sénstractîyes,  ont 
pour  facteurs  des  cosinnisni^atifii.  (^^.p*  SSoet  357.) 
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MlJlipIîooi  ces  équ.  respeclives  paru,  b,  c,d,  fa\i  ini' 
produit  retranchons  la  somme  des  trois  autres;  il  Tiendra 

à'=b'+c*+d'—:i[bcDos(.bc)-\-bday,(,bif)+aicot((d]]; 
on  aurait  aussi 

c*=o* -H  6*  +  <P  —  2[  ai  Cos{aA)  +  odcOst(w£)  +  McostW)], 
et  ainsi  des  autres  câtés. 

im  même  calcul  s'applique  au  pentagone,  etc.  En  géoMi 
dta»  tout  polygone  plan  j  le  carré  (fuit  côU  quelconque  ttligi' 
à  la  somme  des  carrés  des  autres  côtés,  moins  deux  foà  in 
produitit  deux  à  deux  de  ceux-ci  ,  par  le  coeinus  de  l'angle  ji^'à 


365.  XjCs  lignes  trïgonométriques  servent  souTsat  k  fùn^ 
traBsforiBatioDS  qui  rendent  les  Ibrmnln  propres  au  lo{;.Diil 
résoudre  des  c<]u.  En  voici  quelques  exemples. 

I.  Trouver  par  log.  la  somme  de  plosieurs  quantités?  m) 
y^jUa  +  b).  On  suppose  que  n  et  è  sont  des  eipreMiM 
algébriques  nsseE  compliquées  pour  que  Femploî  dus  log.  puiu 
avoir  de  Pavuitage.  Posons 

tangï=^....    (0, 

<Bt éliminom  g;  A  yï— t 

nuiii  rin45»=fij/i,  ddaue  8in45'.Va  =  cos45-. v/a::!;» 
innltlpfiant  lé  nimaératear  par  ces  i*"  miehibres ,  on  a 


(i)fait  GODiiaitrerarc3,«et(a)  doaoe^. 

Pour*  =  .-<(a4.i  +  c),'on  fait  ci-dessus  Assi,  et  on 
^3=;a-4^i,  d'«à  M^ÂÇ^y-^^^n^retâon  qa*«n  traite fU 
mime  v^Oodev^r^^.laf^  du  ii°fi8&)       ' 


[1.  Résoudre  par  1q§.  iip^ç  éqiu  cUi  V  de^pré? 
i**  CAS.  Soit  af*+/7af=5',  jT  étant  positif.  On  a 

J  P 

Ateéqu.  fera  connaît^  l'^c  9:  éliminant />, 


i  Fim  prend  le  signe  —  ,  l'équ.  M ,  p^  36:^,  donne 

»  SCS  f/^  .-:ta«i^  If  • . . .  •  (2) . 

wr  le  signe  -f ,  comme  tang  5  9  =       ,       — ,  on  a  (*) 

«=5:,|w  l/ylcoty  4f .i^.  .  .  .  (3). 

2*  CAS.  Soit â^+/>J?  +  9  =  09â^  étant  iouj^Hirs positif;  pos<Mis^ 

sii^f  ff=î^....  (4V 

qoisvppo^  9>Qi?>>Al/9i  <»  ip'>f,  condition  néoeaMire 
ir  que  les  racines  soient  réellçs  {^  i39)-  En  changeant  q  en 
I  dkaiis  là  9*^  ¥alecHr  de  x  ci-dQSsu9  et  éÛiBtfaiant  j»-^  il  yfent 

*  =  —  ^  (ï  *co$f>)  =-^  V^^r.  tangi  Ç. . .  .(5). 

«qu'on  prend  le  signe  —  ;  le+  donne  (*) 

«  =  — l/ycotgf . .. .  (6). 

^ns  ces  d«ax  cas,  lorsque />  est  négatif ,  on  en  porte  ta  Ta- 
*  ayec  «on  signe  dans  les  expressions  (i)  ou  (4)  >  ÇA  qui  les 
I  i^^atiye$,  puis  on  pbéît  à  la  règW  di^t  n^  349»  ou  bîes  on 
|4]JI  pc^Uif  et  qi^clwige  4e  sig^e  les  deux  racine» 


11'»^ 


{*IIIM  i^t^  ^sPk^^^^  s^  Oit  3»  Qii5  et  6 ,  fnfitpcMir  cftomier  fin  ^Mdt' 
8i.  .      .:  ;q 


' 

seè 

eÉOHÉTIUE 

AMiLTTTIQDB. 

m    Résoudre  réqo. 

c  Ai*  +  «cosx  =  6? 

Poson» 

tangç 

=  ^....  CO; 

n  Tient 

/ainffcosJt 

+ 

sinxcoi 

\\ 

^'  \  cosç 

d'oi,  ,in(»+.)  =  '-i5î» W; 

l'équ.  (i)  fait  connaître  l'arc  f ,  (a)  ilonne  l'arc  ^-+-a,  et  J»  1 
suite  l'iDCooDue  a:  ("). 

IV.  RésouJre  (")  l'équ.  sin  («  +  i)=  m sin  (*  +  0? 
posons  r+i(i  +  /)r=j': 

,1'où        "n[j-  +  H^"Q]^^_tanë:K  — taDg^(/-t) 
sin  O  —  i  (i  —  ;)  ]  Ungjy  +  tang  i  {l—  i)' 

d'après  l'équ.  E.  On  en  tire 


Cette  équ.  donne  y,  et  l'on  trouve  ensuite  x.  Si  l'on  poce 
ona  tangj'  =  taiig(45°  — ^).tang4C'  —  *)•- 


(*;  SfMC  propo)^  ceu«  qnestion  :  conilraire  un  triangle  j4BC  (flg.  i;') 
«ytc\etc6vitdonaé»^'C=b,  AB^c,  faiiant  an  angle  !nconiraj(=J, 
•{ai  Boit  le],  que  U  «egment  CD  loit  liga]  l  la  perjicDd.  i''£'Dimëe  (tapnol 
donné  F,  AF^a.  On  a  FE  =  n  lia  x=CD,  AD:^ç  cottp,.^  Vàp- 
JtR-^DC=^li  <teyienl  celle  que  noni  Tenonb  de  réiondce. 

(•*>  Dan»  le  trlingte  AÉC  (fig.  4) ,  on  coonall  la  baie  ^B  =  c,  «  k  lup- 
fon  a  :  b  =  m  da  itux  aaites  t6tii  AC,  BC;  on  demande  dè'feoiiitt^n 
triangle  inchant  qne  li  dci  anglei  inconna*  A,  B,  on  lelriDclic  le*  m^ 
donnas  CAD  =  k,  CBD=l,  il  en  rùnltera  na  triangle  isoscèk  .^5^ 
L'iBcoannaot  ranglaf=D^S:=0£^;  la  proportionnalité  dei  nuado 
aoglea  C^£  =  x-f.A.  etCBA=i-\-l,  anx  c£iea  oppOKi  &  et  <■ ,  doal  k 
rapport  eit  connus: m,  donne l'cqn.  ci'deuiu,  d'oii  il  l'agi td*  tirer  x. 
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m.    ÉQUATIONS  DB  Là   LIGNE  DROITE   ET   DU   CERCLE. 


Équation  de  la  Li^ne  droite. 

366.  On  nomme  équ.  ê^unê  ligne  BMZ  (fig.  i83)y  /a  relation 
qui  a  Heu  entre  les  coordonnées  s.ety  de  chacun  de  ses  points; 
en  sorte  que  si  Fon  conçoit  que  Pordontiée  PM  se  meut  parallè- 
lement en  glissant  le  long  de  Ax,  et  que  sa  longueur  varie  en 
même  temps  que  celle  de  l'abscÎ9se ,  de  manière  que  cette  équ. 
entre  x  et  y  soit  toujours  satisfaite,  l'extrémité  if  de  l'ordonnée 
décrira  la  courbe. 

On  peut  enrisager  l'équ.  de  la  courbé  comme  renfermant 
deux  inconnues  x  ety ,  dont  l'une  est  arbitraire.  Qu'on  prenne 
pour  X  une  Taleur  quelconqpe  a  ;  s^il  en  résulte  pour^  le  nombre 
réel b,\e  point  dont  les  coordonnées  sont  a  et ^ ,  que  nous  dé- 
signerons par  le  point  (a,  h), sera  un  de  ceux  de  la  courbe.  De 
même  si  *  =  tf'  donue  y^=zV,  etc.  Notre  équ.  indéterminée 
fera  ainsi  connaître  une  infinité  de  points  dont  le  système  est 
la  courbe  même  \  et  l'on  peut  employer  ce  procédé  pour  en  trou* 
Ter  divers  points ,  s'assurer  de  la  figure  qu'elle  affecte  et  des  par- 
ticularités que  présente  son  cours.  Cest  ce  qu'on  verra  souvent 
par  la  suite. 

Par  ex.,  j^  =  ô  est  visiblement  l'équ.  d'une  droite  MN' 
(fig.  170),  parallèle  à  l'axe  Ax^  AQ  étant  =  ô;  j^  =  o  est 
Féqn.  de  Paxe  des  x.  De  même  jp  =:  a  est  celle  de  PM,  pa- 
rallèle à  l'axe  Ajf ,  AP  étant=a;  et  «  =  o  est  Péqu.  de  cet 
axe  même.  • 

867*  Cherchons  l'équ.  d'une  droite  quelconque. 

I*.  Si  elle  passe  par  l'origine^  telle  que  AN  (fig.  184)9  de 

qudqne  point  D,  A^... ,  qu'on  abaisse  les  ordonnées  DC,  PiV...^ 

•  .         DC      PN 

on  aunrtoujours  -jj^  =  -j=  =  . . . .  Soit  donc  a  le  rapport 

conetâné  de  chaque  abcissé  à  son  ordonnée  j  Péqu.  de  la  droite 

Alfe^  ' 

yzsiax. 
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Lorsque  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  da 
conque  de  ces  triSingles,  bu  a  (H»  354) ,  PÏV±=J3 
voit  que  a  désigne  la  tangente  de  l'angle  que  la  dn 
l'axe  dts  s.  Plus  l'angle  N^P  croît,  plus  a  atig 
droite,  telle  que  Jlf,  taii  un  angle  obtus  avec  I 
a  deTÏent  négatif,  et  l'équ.  prend  la  forme  y  =  -— 
la  tangente  de  l'angle  N'AE.  On  voit  en  effet  qu' 
citaes  positives  répondent  à  des  ordonnées  négati 
proquement. 

Mais  si  l'angle  yAx  n'est  pas  droit,  le  triangU 

I     I    —  ^=  —  :^a  ;  donc  alors  a  est  le  rt^port  d 

angles  que  la  droite  fuit  avec  Us  i  et  iea  y  :  rap 
être  afiecté  du  signe  — ,  quand  la  droite  est  situés 
2°.  Si  la  droite,  telle  que  BM,  ne  pas§e  pas  pat 
faisant  AB  =zbT^  l'ordonnée  à  l'origine,  et  mes 
rallële  à  BM,  l'ordonnée  PM,  ou  y,  so  compose 
et  do  PIf=:  ax  \  donc  on  a 

b  serait  négatif,  si  la  droite  était  telle  que  B'M'. 

368.  Les  quantités  x  et  y,  qui  entrent  dans  l'équ. 
sont  appelées  Variables;  a  et  6  sont  des  Conulan 
sent  que  a  et  i  pourraient  varier  eux^némcs,  el 
arrive  lorsqu'on  fait  prendre  à  la  droite  BMutte  ai 
y  ^lU!  -\-  b  appartient  à  toutes  les  droites,  qui  s 
entre  elles  par  les  valeurs  de  a  et  b. 

L'équ.  la  plus  générale  du  i"  degré,  Ay  -f-  £ 

^  C         , 

équivaut  k  y=i  —  -j  x  — — ,  qu  on  |>eBt  écnne; 

Prenons  AB=^b  (Eg.  i84)i  et  menons  fiMde sorte 

o^tangBi^y/jOu  =:-7 — -rr^  ,seIonque(eïcooi 

ou  ne  sont  pas  rectangles;  la  ligne  £^  aura  j'^ox- 
on  voit  donc  que  toute  iqu.  du  i"  degré  appartient 
qu'on  Hait  décrire.  ,«  =. 
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>ii  peut  attssi  la  tracer  ep  déterminaiit  denx  de  ses  poinljs. 
^idiqi^eii  B  Fabscine  est  nulle,  en  fiàeant  x  =  o ,  on  doiê 
WfpBrVordonnée  à  V^rigme;  de  mime  j=d  dorme  lifpoiiH  E 
la  Ugne  coupe  Vaxe  des  x.  Ceci  elt  général  >  quelle  qiie  soit 
i§ne,  droite  ou  courbe.  On  peut  donc  se  seryîr  de  ce  théo- 
ne  pour  tracer  facilement  la  droite.  s=o  donne  y=s:h^=zAB  ; 

même  j^  =  o  donne   s  =: =  AE.  Par  les  points  E  et 

ainsi  déterminés,  on  mènera  EB  qui  sera  la  ligne  dhereliée* 
Cependant  nia  ligne  passait  par  Forigine,  ons  j^^ox^oepro- 
dé  ne  donnerait  que  ce  seul  point;  mais  or  fers^tt  jv  =2=  i  =±  CA^ 
(m  en  conclurait  ^  =7  a  =  CD.  II  sera  bon  de  s'exercer  à 
icrire  les  droites  qui  répondent  à  des  équ.  données,  telles  que 
^^s^=±^,  yz=i —  3  +  «,  ysts— *—  t  ,  etc.. .. ,  a&nde 
Qtniiaftre  ta  dîs^dtion  d^une  droite,  d'après  Péqu.  iqui  lui 
pArtienl. 

Sf6^  Tromper  Viqu.  d^uns  droite  qui  paese  par  deUM  point$ 
nnéa.  Soient  (/, y')  le  i*'  point >et  (x''fj'') le  2*  point;  l'^qn. 
la  ligne  esty  =  âs-|~&.  aet&  sont  inconnus  ;  or ,  puisque 
droite  passe  par  le  point  (« ,  y)y  si  l'on  fait  4r  =  4/,  on  d^vra 
m^ar y-zrzy' \  partant 

y  =  ûw  -f-  6  deyient  j/  =  ax  +  h  \ 

tranchant  pour  éliminer  h ,  on  trouve 

j^  — j/  =  a  («  —  *)•  ••(0- 

»t  l'équ.  qui  appartient  à  toutes  les  droites  qui  passent  par 
point  (j/,  y),  et  qni  ne  sont  distinguées  entre  elles  que  par 
râleur  de  a,  c-à-d.  par  leur  direction. 
ICaîasi  notre  droite  passe  aussi  par  le  poîtft(â/',y)^  ontroiiye 
même  y'  ^^  y  z=ia  {x"  —  «'),  d'ofi  l'on  tire 

370.  Troui^er  l^angle  que  ji>nHenFdâuai  draiter  entre  ellH  > 
s  droites  étant  données  par  leurs  éqn.  j^trrojr+fr*  >toa'jt+y'à. 
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SowDt  se  U  i"(Cg.  i85),  •  l'angle  B  qu'dlefaitjtai 
/7CU  a*;  «fuigle  qu'elle,  on»  parallèle  BE,  ^tm 
jEB*:=*';a»n*t  <»  =  Ung«,a'=Ung-';  .l'aiagle  cberd*     il 
/'  =  .  —  •'.  Or  OO  a  (359) 

_        taiiR  «  —  tarte  •'  iï  —  a 

bina  '^= ^2 -— ^ — »  = —      hi 

"*  I  +  lacg  *  tang  -'         i  +  ao' '  ■ ''^ 

Si  a  ^a  ,  les  deux  droites  sont  parallèles  ,  puisque  f=' 
qui  est  d'ailleurs  visible.  Si  aa  +1:1=0,  taog  V= 
l'angle  V  est  droit ,:  donc  la  contlitioa,  pour  que  de 
soient  parallcles  ou  perpendiculaires ,  est 

.(3),  ou  «,'+,=„.. ,(4|.  |5 

3^1.  Par  un  point  donné  j  mener  une  droite  qui  soit  ftn& 
a  perpendiculaire  à  une  autre  droite _,  ou  qui  fasutMA 
angle  connu.  Soient  j  =  or  +  t  l'éiju.  de  U  droite  iM|B 
1;  -f-  è'  celle  de  la  droile  inconnue  ;    il  faut  di 
l'et  y.D'abord,puiscjuecelle-ci  passe  par  le  point  doané[/ir)B 
on  «l'équ.  (/  —  y')=a'  (jc  —  3/);  il  reste  àtrouTera'. 

l".  Si  la  n*  droile  eai parallè le  k  la  i'* ,  on  a  a  =: a  ;\'fip-{'\\ 
est  eulle  qu'on  demande.  |, 

■",  Si  elle  doit  être  perpendiculaire  j  aa'  +  i  i^ojfoi 

=  -;.:>■-/  =  - jC'--^)-..  (5).       '* 

3°.  Si  les  droites  font  entre  elles  un  angle  /^dontliUfW 
toitdonnâe=:m,  on  fait  «::=  tang  f',  dans  l'équ.  {3),ï'I'*'l| 

»'-^rTT'-''-^  =  £rrr  (—')•■■». 

Ptr  «X. ,  «t  m  ^  I ,  nn  a  l'équ,  d'une  droite  inclinée  de  S^ 
lu  |uvp<>itée, 

(■•  +  ■)  c^-y)  =  ("-o  (»—»')■ 

ïja.  'IVouftr  /*  point  de  rencontre  de  deux  droites  dM 
Soiont  ,y  ^  tf*  4-  6,  y^  a's  +  b'  leurs  équ.  L'r  peDlb" 
être  Irt  luâmc  pour  ces  ligues  dans  toute  leur  étendue',  ""'I 
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iffëre.  Le  point  oà  elles  se  coupent  est  le.  seul  pour  lequel 
y  soient  les  mêmes.  Si  donc  on  élimine  ces  VariaBIes ,  on 
les  coocdontiées  du  point  de  rencontre  :  ce  calcul  est  facile  ; 
>nne 

y —  h  ah'  —  a'b 

•  • 

•\  général ,  si  l'on  élimine  x  ^X.  y  entre  les  équ.  de  deux 
SB  conrlies^  on  obtiendra  tes  coordonnées  de  leurs  points 
Dersection  ;  c'est  mém.e  pour  cela  qu'en  faisant  jr  =  o ,  ou 
:  o,  on  tronye  les  poiiits  o&  là  ligné  coupe  les  axes  des  x  on 
Y%  car  ces  équ.  sont  celles  de  ces  axes. 

73.  TroUifer  ta  disiance  entre  deux  points  donnes.  Soient 
y)j  {x'yy")  ces  deux  points  situés  en  ilf  et  iV'(Cg.  1Ô6); 
loojB  MR  parallèle  à  Ax  ^  et  le  triangle  rectangle  NMR 
ncra  ilf iV*  =  ilf fl»  +  iîA^*  :  or ,  on  a 

I    ■..•i-.»i.-..       .  .1.     .iitiiii 

si  la  distance  cherchée  ilf iVs  ^  est 

■  :ii      >     >   l      ,   t       /  «.'.■■  il    4  lit-  • 


).  ;  '31 


distance  >f3f  dupoîùt'Jiyra  Fôriglné  esl/'ss  V(*'*4"y*)- 
Si  les  deux  points  devaient  être  si'tués  sur' une  droite  J&jlV 
^ée  par  son  équ.  y  '=ax  4-  h ,  i',  y^  ^Vy'  devraient,  satïsï- 
'facette  equ., don ^  =(ur  -f-Oty  =ax  -f'O, etparjpon- 
nent  r^  (»"  —  x')  y  Cl  +  a*).  ' ''  '     •  •'^'  •  ^' 

74'.  Tromifer  la  '  disiance*  d'un.poiai.  à  Une  ligne  'Année, 
eniy  zsz  ax  't'  b  l'équ.  'd&ladvoîfte  BG*^ûig.  181  Y,  M  ou 
'(i^>  jO  le  point.  Il  fiAut  i^'  abaisser: le»  j^petidiquUi|?é 
f  sur  J9C;  2^  chercher  le  point  JV  de  rencontre  de  ces 
es;  3®.  mesurer  la  distance  MN  on  M' N ^=:^  t.  Pratiquons 
opérations  en  analyse,  i®.  L'^u.  «de  la  droite  indéfiiïié*ilfif^ 
TWase  par  le  point  <y,jKp;  «t  qui  éfet  jï^i^Uaîculàire  V 
C^}  y  ii*  37 1  ;  a^.  on  éliminera  x  et ^.fi^tre  lés  ëqu,  d^  4j^i{K 
îtes,  et  on  aura  les  coordonnées^  du  ppint  N  d'intersection; 
enfin, on  mettra  ces  valeurs  powHÎiTv^^  dâiîs^à  'A>rmûjle  VTJ^ 
I.  25.. 
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Mais  puiîqa'oa  cherche  x—x'  et  y  —  y,  le  calcul  se 
plifie  en  préparanl  ainii  l'équ.  y^zai-^b: 

_y  — y  =  o(x  — *')  +  i  +  «r'— /,j— y=r— ^(*-j1 


A'oiix 


.=<y=i 


—ax'  —  b)  ,  /— oï'-l 


lawaune  des  carrés  de  ce»  quaalîtés  ftil(~ — -— ; —  )  ('+4 
donc  on,  ^=  ______ 

pour  la  distance  oherchée,  ou  la  longueur  MN  ou  M'JVdeil 
perpendiculaire  (*).  I 

375.  En  général ,  les  prablëmes  teUtifs  à  la  ligne  droite  «rf  J 
de  deux  sortes  :  I 

1°.  Ou,  une  droite  étant  donnée,  on  cherche  celai  i»0l\ 
points  (,^,y)  qui  satisfait  à  une  condition  exigée,  a  et  £  mW 
CODDU8  dans  y  ^  ojc'  -f-  A;  de  plus,  la  condition  à  laqodB 
le  point  doit  satisfaire  étant  traduite  algéhriquement ,  on  a  nU 
seconde  relation  entre  x'  et  y.  L'élimination  fait  donc  om- 
naître  ces  coordonnées.  On  pourrait  avoir  plusieurs  droites  e 
plusieurs  conditions  données;  mais  les  choses  auraient  eocor 
lieii  d'une  roaiiiëre  anal(^ue. 

a".  Ou  l'on  cherche  une  droite  qui  satisfasse ,  par  sa  posiliot 
à  de  certaines  conditions;  alors  a  et  6  sont  inconnas  dtc 
y=avi  if-  fr,  et  le  pvoU^mc  oonuitc  b  le»  dëtemiiner.  ;0r 
les  côndltfànsdovnétàytoadaitea' en  analyse,  coadaatmt  i  di 
AqiLi^qml,£H|OBf  OBbndtn^  ati-^-^Het  ne  pMwront, Atrei ^i 

Ci  v'Ci-*-0").CQWporlesti.n>aU  il  fam  préférer  le  «gno  qai  rcOd/poBi 
(ni  .108).  Or,  l'cBdoinit^^^ point /(  qa  If  de  BC,  qni  a  «'  pour  «bîri»» 
^taiitj'=  as^  +  h  ,  iuivani  qae,[e  point  donné  acia  titiM  on  ai  M",  c-^ 
•a  dEUni  on  en  deisonj  de  Is  ligni,  oii  anra  j-'>  on  <aa:'>i  :  doiù,  ii 

4r*-.i.:«-.  Vi  itr.-i..r.  -tyri-h*»)^  -.  ■  ■.  ■    ■■"■  ■^.t--., ■■■ 

es  ■■< 
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nombre  êe  iemty  à  moins  qu'elles  he  comportent  e11e»>  mêmes 
îietioaTeDes  inconnues. 

, .  376.  Voici  plusieurs  exemples  où  ces  principes  sont  appliqués. 

I.  Partager  en  deux  parties  égales  V angle  que  forment  entre 

elles  deux  droites  données  ÀB ,  AC  (fig.  188).  Traçons  deux 

axes  rectangulaires  Ax,  Ay^  par  le  point  A  de  concours  des 

lignes  ;  leurs  équ.  sont  jr  ^=.ax  y  y  ^s^hx^  a  etb  étant  donnés. 

Soîtjc=èx  œllede  la  droite  cherchée  AD;  il  s'agit  de.troUTeK  t- 

a  —  i 
L'angle  DAB  a  pour  tangionte  — r- — ?  (n®  87 1  );  celle  de  l'augle 

DAC  est  — r-7T>  donc 7  =  — t-tt >  ^'où 

I  +  bk^  I  -f-  oit        I  -f"  bk 

it* ^ — .    ■■  ^  k  —  1=0. 

a  -f-  6 

On  tire  de  là  la  yaleur  de  ib,  et  on  la  substitue  dans  y  =  /&jr. 
Gomme  H  7  a  deux  racines  réelles ,  k'  et  k^^  le  deifnier  terme 
-—  I  est  leur  produit ,  on  l^k'  -{- i  3=  o;  ce  qui  apprend  qùè  les 
denx  lignes  AD,  AE^  ainsi  obtenues,  sont  à  anglis  droit  (n®  370). 

Si  les  axes  ne  passaient  pas-  par  l'origine  ^/  l'équ.  cherchée 
serait  ^ — J^  ■=  ^(*  "^  *')  >  ^  ayant  la  .yaleur  ci^dessus ,  et  x'^y 
étant  les  coordonnées  du  point  de  concours. 

Quand  l'une  des  droites  AÇ  eat  l'axe  des  x^b  =  o,  et  on  a 

simplement  i^  -4 =1. 

.,!][•  Etant  données  les  droite^.^^ ,  As  (fig.  i8gd  >!qu^l  est  le 
point  D  (^^y)  tel,,  qpe,  CD  ^tant  paridlàle  k  Ax.,.  on  ait 
^C  s=  CD?  Prenons*^  ppv  pr,igipe,  .^  pour  axe  desx  ;  soiept 
jfjz=x  mj,y^s;aX:Véqu*  àfiAB'^  enfin  meûoimAD,  ,et  «^y^iQSOi:^ 
^pie  j^=it4ip  ensoitl'équ.;  a  est  donné,  et  il  fauttroi:ç|rarzB,«^ 
çiy,  ou,  «l'on  yeot,*' et  A.  .:..,,  1;?:.-* 

On  a  CDi^AE  —  AI's^x'  — ^)»,  et,  par  condîj^i^^.^,., . 

-.    AO^  m^  +  /•=«(«  —  jw)*  ;  doua/*  ==/!  —  ai««' ' 

Or,le  i^iïilCe^èxtABy^DÈtùrAD'y'e^ 

Élïminatft  >«r'éf  'fi'W'H^AXiiil^^ik  idc  à^é^."^-t'r<*^ 

25.. 
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(probl.  I)  que  AD  coupe  par  moitié  l'angli;  BAE  :  x,  ne  rfstul 
pas  dans  le  calcul,  est  arbitraire;  ainsi,  tous  les  poioti  àtÂ 
satisfont  à  la  tjuetlion,  qui  a  une  înRnité  de  lolutioni. 
111.  Trouver  les  équ.  des  perpendiculaire*  AF,  CE 
(fia,  190)  menées  de  chaque  angle  du  triangle  ABC  sut  htli 
opposé,  la  base  ^C^  octant  prise  pour  aie  de»  xel  l'ofigiu 
en>^;  le  sommet  B  {*',  y)  détermine  le  triangle. 

La  droite  AB  a  pour  équ.  y  =  ax,  a  étant  ~,  parce  qo'dï 

passe  en  B.  Il  est  aisé  d  aToir  de  même  celle  de  la  droite  SC, 
menée  par  B  (3.-',  y') ,  et  C(i ,  o)  ;  on  a  donc ,  pour  les  éju^  « 
ABctBC, 

De  plus  C£  passe  en  C{b,  o),  ^F  par  l'origine;  leurs  é(|ii.  «ol  li 
donc  de  la  forme  y=  A  [x  —  i),y  ^  B*;  la  condition  d'Hf 
perpendiculaires  aux  précédentes  donne  (n°  S^o] 

donc  les  éqn.  des  perpendicutaîres  sont 

:=:-4t*-61         =-'—-^x 

Pour  trouver  le  point  O  où  elles  se  coupent ,  il  faut  éliminetl 
X  et  r;  bn  trftuTe  jt  ^  *'  ^^  l'abscisse  AD  A\i  sommet;  ainsia 
point  O  est  sur  l'ordonnée  5 /î.  Donc  les  perpendiculaires  abaii- 
gieidàa  iroià  oH^lésd' untriàHgU  iàr  U»  c6Ua  opposé»  aeee^eii 
m  iin  HifUii point.  En  dédrivtnit  stir  ^Cla demi-CRVonf.  AEPC, 
et  par  lâ'points  F,  E  d'intet-section,  menant  AFM'CE,  p^ 
enfin ,  par  le  point  O  de  concours ,  traçant  BD,  on  sàt'a  les  troB 
perpeftAi'nilBires. 

IV,'  Tiiimvr  bn  cercle  tangent  aux  tivis  cotée  ifam  tHait^ 
ABCCfig-*9p)'  Ç^cltoKiv4W>or]Juq,p^at  PC'h^i  Q°>  ""'* 
^Jed}à^pe,)^,^#  et  ^,<Cf.  e9,P9iwÇ»TPÎ >  ^ob^iyp. prÉcé- 
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y' 

âeole  > .  i'équ*  de  AB  esi.y  =z=^  x)  donc  les  longueurs  OE , 
PZ^.  des. perpendiculaires  sont  (nf  3^4) 

On  a  AB  =  c,  et  l'on  inet  dt.  y  parce  que  le  point  inconnu 
O  (eiy  ff)  peut  être  en  dessus  ou  en  dessous  de  AB.  a,  et  fi  sont 
déterminéa  par  OE  sa  OD ,  ou  4|^'  =  ^  (or'  db  c) ,  équ.  unique  ; 
ce  qui- prouve^ qu'il  y  a  une  infinité. de  points  O,  à  égale  dis- 
tance é^'ABeVACyieaqnibls.,  étant  sur  la.  ligne  dont  l'équ. 

est  j^  ==  (  "F^ —  )  ^f  sont  situé»«ur  deux  droites^  qui  passent  par- 
le sommet  Ay  et  £oBt,  ayeo  la  Immc  ACf  des,  smgles  dont  iea  tang. 
sont  -7-3— •.  Comme  Ip  prbdi|it  d^  ces  tape,  se  réduit  à  —  i ,  à 

cause  de  x!^  4;  /y'^qn'o*,  ces  deux  dreittsrjo^-perp.  .entre  elles  '.-. 
il  s'agit  de  tronrer  la  position  de. l'aune  i  ^(l)li(fig.  46). 

Comme  tang  BAC::=  '^ ,  on  a  oos  ^  =  — ^ 


tf  oiitang  i  A=,  y/î=^  =  ^m  no  35^^  et  .n  ^uhi- 

pliant  haut  et  bas. par  e ^4;')  :  donc  OAB:sci.B jéC,  ce  qu'on, 
sait  d'ailleurs  (n"  ao6).  Si  l'on  mène  OkAétaA  pecpu,  coupant  par 
moitié  l'angle  BAC  et  MrtL  supplément,  Je  centiie  cherché  sera 
snR.ces  lignes.. £n  traçant  CO,  qui  diivîfi^tjpar  moitié. Pangle  C, 
et  sa  perpend*>  puis  faisant  la  même  chose  .pQuc.Sy  les  intersec- 
tions de  ces  si^L  dipit^^  .comitiiiéea  à^x  kà^f^  donneront  quatre 
points  qui  8erpi^!l6&  ceq^ticas  d^  cer^Siti^tigens cherchés  :  l'un  est 
inacrit  «^utriangla^  le^  ti?ois  aut^en  sont  tr^lpés.  extérieurement. 

■Au  li^u  de  fairn  le^^lifois  jmv^ninpD,  OM  >  OF  égales  entre 
elles,  on  poumraijt  ff^^ptoposer  de  tropver  le  ppifit  O  par.  la 
eonditiol)  que.-les  4*apporls  de.ces  Ipngueura  fussent  donnés. 

V.  Par  le  point  M  (fig.  191)^9.  trafic  JyQ,  qui  coupe  l'angle 
NBafpp  et  fofme'Je  triai)gle  BljfQ;fi(m%.  V^ij^e  soit  donnée.  Bx  et 
j8^  étimt  Içs  diffi»  ^  Us  dqiinéç9  sont  U^g.WB^=a.  et  le  point 
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M(it,p);  l'inconnue  esl  fiQ=*.  L'équ.  i!c  iVQ,  qui  passe  en 
Q(a,  o),  est  j'^>^(* — a)  ;  celle  droite  patse  aussi  en  J1(b,|S): 

iïoixAi= .  L'tqii.  de  ^JVest  ^  =  ax.  Ëliminant  i  povi 

avoir  l'y  du  point  cominu»  JV,  il  vient  {j4 — a)  y:=^as;A'(A\ 


Of,  meaoDs  ^^ parallfeleà  BN ,  et  faisons ^A 17=  tn.  L'éqn.de 
ytM,  qui  passe  en  jW(«,  S)  ,  est  y — £r=a  (* — a)  :  pour  le  point  A, 
y=,o\  à'oham-^aa.  —  fi.  Introduisant  ci— dessus  ran 

am  —  $,  il  vif^at  y  =  ND  =3  ~~—. 

Cela  posé,  quelle  que  j>oît  Paire  donnée,  on  pourra  toujonn 
la  transformer  en  un  DjcUingle,  dont  labauteur  serait  PM=i 
et  dont  t  serait  la  base.  On  devra  donc  avoir  jtjS  =  iij 
ou  ^-~-akx-{-aimtss:i>\  eetiai  donne  deux  solutions  faciles 
à  construire  (  d"  336  )  ;  la  seconde  a  tieu  quand  la  droite  ^Q 
coupe  le  supplément  de  l'angle  NBQ,  [f^oy.  a"  334-) 
On  pourra  s'exercer  sur  les  probifemes  suivans. 
Ti.  Ëtant  données  les  «[u.  de  deosdroites^£,^C(ligi 
prendre  des  parties  égales  ÂB ,  AC,  calculer  la  longueui 
d«  la  moitié  de  la  corde  BC ,  et  en  conclure  l'angle  BAC.  La 
formule  doit  s'accorder  avec  (2),  n"  370. 

Vil.  Dans  la  méine  circonstance,  chercher  l'équ.  de  la  corde 
BC,  et  celle  de  sa  perpeod.  AD,  dont  la  direction  doit  s'accor- 
der avec  ie  priAlèue  I. 

VHI.  Les  perpend.  DO,  /i"©,  fiO  (  6g.  19a),  élevées  sur 
le  milieu  des  cdté«  d'itn  ti'ÎHngle  ^££^i  concourent  en  un 
même  point  O.  Engéméral,  si  D  et  F  sont  situés  d'une  ma- 
nière quelconque  sir  les  côlfe»  >rfi(' et  -JCv^mais  divisent  ces 
côtés  proportionnellement  (  la  droite  DF  est  parallèle  à  AC^, 
toutes  les  perpend.  DO,  FVsk  coupent  en  des  points  O  situés 
sur  une  même  droile'q'ui  passe  par  ie  sommet  ff. 

IS.  Trouver  les  équ.  des  lipies  CI»,  AF,  BE  (fig.  iga) 
menées  des  milieux  des  c^tés  du  triangle  ^&'C  aux  angles  op- 
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jpQtés't  f^ouyer qu'elles  concourent  en  un  même  point  G,  qui 
est  aux  f  de  chacune ,  à  partir  du  sommet  de  l'angle. 

Plus  généralement^  si  sur  deux  côtés  AB,  BC  d'un  triangle 
•n  prend  dés  parties  quelconques  AD ,  CF  proportionnelles  à 
ces  o6téS|  les  droites  CD  et  AF  se  coupent  en  un  point  G,  situé 
sur  la  ligne  menée  de  l'angle  B.  au  milieu  E\  du  c6té  opposé. 

Consultez  le  Recueil  des  Propoêitionê  de  M.  Pui$9çaU, 

Du  Cercle. 

377.  Lsk distance  R  d'un  point  ilf(4p,j^)  à  l'origipe  C  (£g.  193) 
est  ii  =  |/  (s*  -|-^')  )  ^y^^y  l'équ.  du  cercle  est 

4^  +  j^  =  fl»...(i), 

puisque,,  pour  tous  oes.  points^  la  disianoé  R  esl  constante. 
Le  méujie  raisonnement  (équ.  7  y  p.  385)  pirouf  e  que 

est  l'équ.  d'un  cercle  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  m.  et  jS. 
Quand  l'otigine  est  à  l'extrémité  O  du  diamètre  #.=^,  jS  ;:;?  o^ 
et  l'on  a  (^f  —  -RJ*  +y  =  -fi» ,  ou  plutôt  ^ 

Si  leâ  9  ^  y  font  un  angle  7 ,  te  triàiigie  CPiî  a  t'angle 
P  =  180*  — y ,  et  la  distance  constante  CM^=z  R  de  tous  les 
points  du  cercle  au  centre^ ,  pris  pour  origine,  est  donnée  par. 
l'équ..  D  (n**  355)  :  l'équ.  est  donc 

âf.+^*  +  a*y  cos}^  =  R*....  (3). 

Il  est  bon  de  fl^exerôéi*^  à  i^econnàitre  la  figuire  d'une  coutbe  et 
ses  propriétés  d'après  son  équ.  :  bien  que  ces  eboses  soient  con*- 
nues  pour  le  cercle,  nous  allons,  pirofitant  d'un  exemple  aus^i 
simple,  montrer  le  "parti  qu'on  peut  tirer  des  équations  des 
courbes  pour  atteindre  à  ce  but. 

378.  Comme  jr  =  iht/  {R^  —  «•)  ,,à  chaque  abscisse  (fig.  i.gS) 
répondent  deux  ordonnées  égales  et  de  si^eà  contraires  ;  de  sorte 
que  la  courbe  <M  coupée  par  Ox  en  deo?:  pàiçties  qui  coïpcident 


Jjrj  CÉOMÉTRIK    AWALITIQCE. 

iQL'jtiu'on  plie  la  figure  suivant  (Jx.  La  même  chose  a  ]ieii|« 
Dy.  £n  faisant  x  =^  o  ,  oa  u  y^±, R ,  ^.  \.e»  poiob  j'd 
delacourbe;  plus  j:  croit,  pins  j/CB' — «*),  ou^,  dàîfoitii 
qu'à  x^H  ,  d'oii  yc^i)  :  ainsi ,  la  caarhe yM A  ^abarMi 
l'ai^  des  jr<iu'eHe  rencontre  en  ^.  Elle  ne  s'étend  païau-ildll 
A ,  car  y  devient  imaginaire.  De  ces  notions  rcanlte  la  E^ 
de  la  courbe. 

Tonte  droite  OM  menée  par  le  point  Ot — W ,  o)  a  pour  i^» 
y^=-a{x-\-R);  de  même  ponr  «i  (  +  iî,o)y=:a' (t— H)!*  Il 
l'équ.  de  MA.  Le  point  A/  de  rencontre  de  ces  ligne  *?* 
coordoanées 

^  =  '^+°  fl         ==  ?^. 

Four  (pe  ce  point  soit  situé  sur  la  circonf. ,  it  faut  411^%' 
»r*-j-y»=^'  soit  satisfaite  par  ces  yaleura.  Ainsi  no'ti+oaT» 
est  l'équ.  de  condition  qui  exprime  que  les  deux  cordesK*^' 
pent  sur  la  circonf.  On  en  lire  a  =0  ,  ou  a'  =  0,  oaa* 
I  4-  oa"—  a  :  les  dciis   i'"  expriment  que,  lorsqu'une™! 
oôtrdes  est  couchée  sur  le  diamèfre,  la  condition  est  satisfùtei  1 
ce  qui  n'apprend  rien  ■.  Vautre  i  -)-  aa  =  o  indique  quef"* 
des  cordes  iiyant  une  direction  quelconque,  si  l'autre  Im* 
perpend. ,  la  ftoint  d'intersection  sera  sifr  la  circonférence. 

:Comme^'  =  R*'-rxf  =-(K  +  «  )  X  (^  —  *) 
et  que  "   fl'4-«ï=  OJ°  ,  K-^x  =  AP, 

PM  est  moj'en  proportionnel  entre  OP'et  PA. 

la  longueur  dé  la  corde^if  est  t/t^»" 4-  C'ï'  —  *')'']  i  »« 
AM^:=zB'' — lAx  ss  aA  (B 1^  «)  ;  w^Af  est  donc  moyen  pi 
povtjoBnel  entré  jtff  etie  diamètre  .^O.       '    - 

3^9.  Four  obtenir  les  intersections  d'une  droite  ^JV  et  i' 
cercle  îfKI  (Bg.  194),  on  élimine  *  et  jr  entre  les  équ. ^=01- 
et  x°  +  ^°  ^  B",  de  ces  lignes  •,   il  Tient 
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en  faisant  J  =  — -;; — , — ^  =  la  distance  de  la  droite  au  centre 

l/(i-f-rt*) 

dn  cercle  dont  il  s'agit  (n®  ^'J^)*  li  se  présente  trois  cas. 

'i\  Si  le  radical  est  imaginaire  ^  ou  ^  ^  A ,  la  droite  ne  ren- 
contre pas  la  ciroonf. 

3^^  -Si  le  radical  est  réel^  on  ^^Ry]e  cerde  est  conpé  en 
deax  points  ;  et  comme  on  peut  prendre  Faxe  des  x  parallèle 
à  la  sécante  Jf2V,  ou  a  =  6,  on  troure  x=it:  ^/(/î*-*i*); 
le  signe  =h  prouve  que  le  rayon  perpend.  à  une  corde  la  coupe 
en  deux  })artics  ^ales. 

3^.  Enfin,  si  le  radicsS  est  nul,  on  a  f'zsiRi  la  droite  coupe 
la  ciroon£  en  un  seul  point,  ou  plutôt  elle  est  tangente.  Soient 
X  y  y  les  coordonnées  du  point'  T'de  contact;  on  trouye 

,         — ■  àb 
I  +a* 


tfoù  aa= 7,        à=z yLui^*^, 

....=   ,         ^   .  -     y    .  y 

Or  le  rayon  CT(ûg,  194)  mené  au  point  de  contact  T^pd  ^y) 

'  '■  ■  / 

ayant  popr  équ.  y  =aV>  on  trouve  a  =:"^  j  d'où  aa! zz: —  i  : 

èi.:  I|--  X 

ce  qui  sigaifie  (  nf .  370  )  que  ce  rayoq  est  perpend.  à  la  tan- 
gente,jfs?aap-rf-6dev)ent  *.        . 

'   '    "       :Ky  +  *»'  =  «'  ^.(i);  '■ 

c'est  Féquation  de  la  tang.  ail  cerclé  en  un  point  quelconque 
(«',  y)  de  cette  courbe. 

Si  par , un  point  eiièrieitic  iif'(ce^i8),  on  veut  mener  une  tang 
MTy  il-  faiit  trouver  1^  coordonnées  «^,  j^'  du  point  7^  de  con- 
tact: elles  doivent  satisfaire  aux  équ.  du  cercle,  et  «,  jS,  à  celle 
de  la  tangente;  donc 

•      /•+y=È=/l^,    /îy+4»'=fl*...  (2). 

L'élimination  c$6nduit  à  des  équ.  du  2*  degré  en  x  et  y  y  en 
sorte  qm'ilya  deux  points:  da-  contact iTet -7^^ et  par  eonsé^ 
quent  deux  tang.  ii/7^^:  1/7^. menées  par  le  point  donné  M. 
Mais,  au  lieu  d'eOèctuer  ce  oalool,  oliiemilis  que  nos  deux 
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ÉqU'  n'ont  lieu  enscnilile,  il  cet  vrai,  que  pour  les  coordui 
constantes  x',y' (lu  po'mt  de  cuntact,  mail  que,  sîTonnepi 
que  la  »econde,x' et  ^  deviennent  des  variablea;  d'aillé 
êy-^iu^R^  est  l'équ.  «le  la  droite  /'T"  qui  passerai 
deux  points  de  contact,  puisque  leurs  coordonnées  t  A 
satisfont,  li  est  aisé  de  tracer  cette  droite  (Q°368),et(i'8ii 
les  points  de  contact  et  les  tangentes, 
^^o  donne  l'abscisse  du  point  B,çùx  la  corde  TT*) 

l'aiede8*,Cfi  =  —  :  comme  celte  valeur  est  indépeo 

de&OM  PJH,  il  s'ensuit  que  si  le  point  Af  se  meut  le  long  de 
les  tang,  changent  de  situation^  la  corde  TT  tourne  aoli 
po\olfiMB.{_f^oy.  4i3et464,IV.) 

On  peut  aussi  présenter  le  calcul  de  manière  à  retro( 
procédé  géométrique  (n"  208,  II  ).  Pour  oela,  retranche 
i:qu,(2),  et  ne  considérons  que  cette  seule  différence:  ;/  cl 
des  variablea ,  et  les  coordonnées  du  point  T'  ou  T'  de 
■doivent  satisfaire  à  l'équ.  _y' — ^J+ï*  —  «x  =  o,  qii'i 
écrira 

La  courbe  à  laquelle  appartient  cette  équ.  passe  donc 
lieux  points  de  coutael.  Or,  celle  courbe  est  un  cercle 
centre  est  en  m  {{»,{$),  et  lerayonz=l/'(  j«e"-fiAj8»).' 
on  prend  Cp=iCJ',/>in=  îJ'Jtf,msera  le  centre,  et' 
le  rajon  d'un  cercle  qui  passera  par  les  points  de  conta 
ctèsTét'î'.      '  ■     ' 

38o.  Soient  deux  cercles  CetC  (^g.  a6) ,  l'origine  en 
^  a  sur, l'axe  des«)  leurs  équations  sont  x^  +  y*=R* 
et(* — a)'+_j''r=/î''ponr  C'.En  élinùnaat  x  ely,on 
les  points  d'intersection 


L'abKÎwB  éUdt  sim)>l«  «t  iWd»Bnâe<  donUe  /  la  lîgite  l 

joint  Im  c«Btres,:fltt:p«rpend.:nir lé  milieu  de  k  corde 

11  est«ifé,d«<tÎKer  de  ces é^  le»  conditiona  relatives 
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ob  les  cercles  se  coupent  oa  se  touchent  (n^  191)  :  en  effets  le 
radical  traité  comme  p.  337,  derient 

Admettons  que  R  soit  =  ou  ^  A'  ;  les  deux  1*"  âicteurs  se- 
ront positilf  9  et  il  reste  k  analyser  les  cas  que  peuvent  offrir 
R  +  R^aetR^+a-^R.  ^ 

^®.  Si  les  signes  sont  les  mâmes ,  ils  ne  peuvent  être  — ,  car 
on  ne  peut  atoir  ensemble  a  >  /l  +  /f  et  -^  il—  R  •,  ainsi , 
dès  que  le  radical  est  réel,  les  circonf.  se  coupent  en  deux 
points, etPon a  a<  /l+fl',  et>  R—  ff. 

2?.  Si  l'un  de  nos  deux  facteurs  est  nul,  a  =  /î  +  jR',  ou 
a  =  R-^Rf'j  d'oii  y=o,  xs=7{,  les  cercles  n'ont  donc  qu'un 
point  commun  sur  la  ligne  qui:  joint  les  centres  :  c'est  le  cas^  du 
oontacL  '■■  -«» 

3^.  Enfin,  si  les  signes  sont- contraires,  savoir  : 

a>R^R   ctfi  — ir,     on  a^R-^-R  etA+H'; 

comme  la  i**  condition  compriend  la  2*,  il   ^ensuit  que  les 
cercles  n'ont  aucun  point  commun,  quand 

a>R  +  K^  pu <iî  —  «'. 
36i.  Voioi  quelques  antresrproblknBes  k  résoudre. 

I.  Étant  donnés  une  droite-et  on  cercle,  mener  une  tangente 
parifltfe  k  eetle  droite. 

II.  Mener  nue  tangente  ideux  cercles  donnés.  . 

III.  Traoer  uneciroonfitangenteàancerdeetiideax.droites 
lonnées  (  le  centre  estsu^  Ir  ligne  qui  divise  l'angle  donné  en 
deux  parties  égales). 

Trunsformation  de  coordonnées.  , 

38a.  L'équ.  4*ttiie  côVirbe  est  quelquefois' si  composée,  qu'il 
est  difficile  aen'  dédufirëlèi  propriétés; 'mais  )P se  peut  que 
cette  oomplicntîon  tienne' aux  axèitocx^dbimés  auxquels  là' 
oourbe  est  rapportée*  Ùa  a  vu,  par  et.  jt^é  lé  t^rde  a  pour 
^qoatîcmB'     -      ■ 
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cr11e-ci  n'est  plus  simple  que  parce  i(ue  l'origiiu!  e»t  au  centn> 
11  conTÎenl  donc  de  savoir  Uausrormer  l'iiqu.  d'une  coiube, 
lie  manière  à  la  rapporter  à  d'autres  aseSj  alia  de  simplifier  In 
calculs. 

Le»  aies  coordonnés  étant  Àx,  ^y(&g.  igS),  sons  un  aaglt 
A  quelcouque,  supposons  qu'on  veuille  prendre  d'autres  axu 
AV,  A'j'  parallèUs  aux  i"'.  Soient  AB  =^  a,  Bjf  =:b,  les 
coordonnées  de  la  nouvelle  origine;  AP:=zx,  PM^y,  celles 
d'un  point  M;  AC^^  x',  CM^y',  les  nouvelles  Ëoordonnéei. 
Qa!iAP  =  BP  +  AB,PM=MC+CP,a\i 

x=:x'-\-a,  y^y  +  b....  {A). 
Cies  faleurs,  substituées  dans  l'équ.'  en  i  ei  y  d'une  courbe,'» 
Iraduirout  en  j' et  y,  et  l'origine  sera  transportée  eaA!{a,b). 
a  etb  doivent  d'ailleurs  avoir  des  signes  dépendans  de  la  posi- 
tion de  la  nouvelle  originel'  relativement  à  ^;  en  sorte  que, 
si  elle  était  situéË  en  O  ,a  serait  positif  et  i>ucgatif^  et  il  fau' 
deait  JâireJ!s=a;'  +  ii,et  j'=;:j(— A,  etc. 

383.  Supposons  que  les  axes'jtrimiiijis'kx.,  Ay;  ééant  rectait- 
guUiires  (fjg.  196))  on  veulllej  tans  changer  l'origine  A,tn 
prendre  d'autres ,  tels  quC'  Ax',  Ay  .  Désignons  par  {«■*')  Fangle 
xAiê  que  forineut  les  aies  de  x  et  *'  ;  de  même  par  (j-/) 
l'angle  jTv/y',  Pour  un  point  quelconque  M,AP-^^x,PM'^y: 
AL=^  x\ML^=  y' \  il  s'agit  d'exprimer  *  et  j-  en  x',y',et 
}es  angles  donnés  (x'')  1  i^y')  <  l"!  déterminent  la  position  de 
nouveaux  a^ies.  On  a  x  =^  AK  -{-  lA;  ainsi  l'abacisse  t.  est  la 
projection  sur  l'axe  des  x  de  la  portion  de  polygone  ALM; 
de  mèmcy  =  LK'\'  IM. Or,  les  triangles  AKL,LIM  àoif 
nent{n''354,^)     '         ' 

.1,1     ,  ,     Mî^Tfy  ^o*C*y).    JW/=y  sin(«y'). 

5»    les  nouveaux  axes  sont  aussi  à  angle  droit  (fig.  197)1 
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*  xr=zx'  cos  (xx)  —y  8În  (xs/') ^  _   /^ / 

yz=Lx  sin  {xx')  +y'  cos  {xx)\    "v   /'    » 

test  ce  que  donnent  directement  des  triangles  AKLj  LIM\ 

car  jiK  z=ia/  cos  (jtx') ,     KL^=^x'  sin  (jcjc')  , 

LJ  =;=y  sîn  {xjd^ ,     IM  =y  cos^jca:') , 

«t  de  plus  x^ss^AK-'-^IL, y  :=L  LK^  ML 

«  384*  Supposons  enfin  (fig.  196^  que  les  axes  Ai,  Ay  aient 
une  inclinaisQn  quelconque j  ainsi  que  Ax\  Ay'.Pour  passer  des 
!*'•  aux  2*%  résolvons  les  triangles  obliquangles  ALK,  hMI\ 
il  vient  (n®  355)  /. 

AK      mnALK       ^  «,       .j±.      a/ sin (x^ y) 

Tr^^"- — TîTtif      d'où     AK=      .     /     !(^ 

-,^       «'  sin (xj/)     -  -       y  sîn  (  vy  )     •  ^-^      y  sin  (x y') 
sin(j?y)  rSin  («j^)  sm  (xj^) 

j»^^  ^  _  ay8in(a/y)+ygin(yy) 

d'Où  ftt  ^^  •     ^      X  I 

x^  sin  (xx')  +y  sin  (jyO 

■     •'^~  rita  (aty) 

i  ■  '     . 

I  ... 

Quand  les  axes  ^primitifs  Ax  ,  Ay  so/}i^  çbliqueSj  et  que  les 
transjbrmis  Ax\  Ay'  sont  rectangles  (fig<i97)>  il  suffit  de  poser 
ici  C^y)  =90**^  ou  (x'^)  complément  de  Xyy)  j  d*oi 

x'  sin  (x^  y)  — y  cos  {x^y) 

sin(xjf).  i.  •.(£:). 
x'  sin  (xx') + y  cos  (xx^) 

Nous  apons  supposé  partout  que  V axe  des  x  est  situé  en  dessus 
ie  celui  des  x ,  etc.  y  ce  qui  pourrait  ne  pas  exister  dans  un  cas 
luqud  on  tondrait  appliquer  ces  formules;  il  faudrait  alors 
nodifîer  les  signes  des  sin.  et  co^  d'après  la  irëgle  des  indirectes 
^n*  339);, .en  cp^uparant  la  disposition  des  axes,  dans  j'applîca- 
:ion  qu'on  vettt.  fftfrey  avee42ette.des.igtfii9&et  ii97...F(9r.ex.> 
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si  l'axe  des  x'  est  au-dessous  de  v4x,  ou  fera  sm  {xx')  négafi! 

coi{xx')  poîitif.C) 

385.  Juiqu'ici  nous  n'arons  déterminé  la  position  d'un 
sur  un  plan  4ue  par  ses  distanctis  à  deax  axes-,  mais  il  j 
des  manières  différente»  de  la  fixer,  ce  qui  foomit  anlMtftl^ 
systëmeij  coordonné».  Supposons,  par  ex. ,  qu'on  connaisse 
distances  ret  r'  d'un  point  à  deux  antres  donnés  ;  en  décriTUi 
de  ceux-ci  comme  centres  des  circonf.  arec  les  rayons  fcti 
ce  point  sera  situé  à  l'intersection.  On  n'emploie  guère  « 
ajrst^e  coordonné,  non  pins  que  beaucoup  d'autres,  pua 
qu'ils  donnent  lieu  a  des  calculs  compliqués.  (Voj.Géom^trieii 
potition,  par  Camot,  p.  423.) 

Arrêtons-non»  aux  coordonnées  polaires;  elles  sont  d'un  fré- 
quent usage,  parce  qu'elle»  donnent  lien  k  une  analyse  facile- 
La  position  d'un  point  Af(fig.  199)  est  donnée  par  sa  distance 
jiM  ^  r  à  un  point  fixe  j4  ,  qu'on  nomme  P6te_,  et  par  l'si^ 
MAP=3i  que  fait  cette  ligne  AM  avec  une  ligne  fisc  donnée 
uix  ;  JM  est  le  Hayon,  vecUur  du  point  M, 

L'équ.  polaire  d'une  courbe  est  la  relation  entre  r  et  L 
pour  chacun  de  ses  points.  Si  le  rayon  jiikf  tourne  antoar  de 
A,  et  que  sa  longueur  varie  à  mesure  qu'il  tourne ,  c.-à-d.  avecS. 
de  manifcre  que  l'équ.  entre  ret  S  soit  toujours  satisfaite,  l'extré- 
mité M  du  rayon  vecteur  décrira  la  courbe  MN, 

Le  triangle  rectangle  ilMP,  ob  AP  =  x,  PM^y,  donne 
x  =  ?-  cos  9,    y^^r  sinfl,    J^+y'  =r*. 

Ainsi  pour  passer  d'un  système  de  coordonnées  a:  ety  aux  po- 
laires retâjil  faudra  d'abord  transformer  t'équ.  en  coordonnées 
rectangles,  si  ellessont  obliques;  prendre  pour  origine  le  point.//, 
qui  doit  être  le  pûle:  entîn  la  droite  Ax  ,  a  partir  de  laquelle 


(*)  An  reste ,  il  est  tonjOQTt  plus  couit  ei  moint  iujet  k  erreur  de  lir 

CD  [cproiluisont  )ur  cène  ligare  Ie>  opEralioni  ci-desius,  c^-di  ea  ptojtlii 
les  lonpiieur»  i'  et  /  sut  cliscop  An  aies  i  e\y  qa'oa  ïeul  inniformec,  cl 
prn)ect(nii«<!tiintf»i<n<fai»  In  dneninnt  ilf  cr> drrnierE  atfti. 
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on  compte  les  ar€s  6^  dena  Aire  Faxe  des  Xi  Ensuite  on  mettra 
rootlet  rsîn  Ipoor  jretj** 

Réciproqnementi  si  Ton  a  l'équ.  en  r  et  S  d'une  courbe^  en 
éliminant  ces  variables  k  Taîde  des  relations  précédentes ,  on  la 
traduira  en  coordonnées  rectangulaires  x  et  y. 

Plcuons  pour  ex.  Téqn.  (s)  (n*  377) ,  du  cercle  dont  le  centre 
C(fig.  igS)  a  pour  coordonnées  m  et  ^;e11e  derient,  par  nos 
^eursdexet  j^. 

r»_!ir {mcosB+fi  sin  I)  +  *»4./3*— ^=0. 

I*.  Pour  chaque  rajon  yecteur  r,  la  distance  de  Poriglne  A  à 
la  courbe  est  double ,  A  M  et  AN, 

2®.  Le  produit  des  deux  racines  de  r  est  (n^  i3'],  3®.), 

quantité  indépendante  de  0  ;  donc ,  si  d'un  point  fixe  ji ,  on  mené 
des  droites  quelconques,  le  produit  ^^fX^^^^  des  deux  rayons 
Tectenrs  est  constant  pour  toutes  les  sécantes  (n^  221  et  224). 
3\  Mettons  le  pMe  en  un  point  B  du  diamètre  BCx,  fi=^o, 
ce  qui  n'Me  rien  k  la  généralité  ;  ^oh 

r=fitcos9  ±:  V/(fl*— ••sin*»); 

«  esl  Ia  distance  BC  dm  pôle  au  centre.  La  différence  de  ces 
racinef  est  h  corde  ilfJV=:2V/(/{'-— «'sin^O),  dont  8  est  la 
direction.  On  connaît  donc  la  position  d'une  corde  qui ,  menée 
par  mi  point  donné  B,9l  une  longueur  connue  m ,  puisque 
«sin»^)/(/{*— il»*). 

4*'  Qne  la  sécante  Bit  tourne  autour  de  B-^  par  la  Tariation 
de  6 1  le  rayon  secteur  touchera  le  cercle  quand  la  corde  MN 

seranu]IeyOnA  =  ^«^inl^  alors  r=5«oosfty£e&tang&=  —  . 

Cette  équ.  fixe  la  direction  de  la  tangjente  BT,  menée  par  un 
point  extérieur  B.  La  somme  des  carrés  de  nos  équations  est 
IP  -^  r*  =  <•  ;  d'oà  r*  =  «•  —  JR*  =  («+«)(*— jR),  produ i t 
des  deux  longueurs  prises  sur  tout  autre  rayon  Tecteur(n^  225). 
5*.  ^  étant  tou^urs  nul  y  si  notre  dernier  terme  est  zéro,  ou 
«^=:  iRV  je  pôle  est  à  l'extrémité  ^  du  diaipètr&i.  çt  ia  corde 
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est  ILt=.^R  cos6}  soit  ud  2*  cercle  IK  qui  toucherait  le  1' 
au  piile,  pour  le  mènie  rayou  vecteur,  la  corde  /AT^affcos); 

donc    -j^  =    -^  ,   ou   le»  cordes   tant   entre  elles   comme  la 
rayon*. 

6^  Eufiiif  ai  le  pâle  est  au  centre,  a=^fi-^  o;  d'où  r 
quel  que  so!t  d,  ce  qui  est  évident. 

IV.    SECTIOSS   COWrQUES. 


De  l'Ellipse. 

386,  On  donne  ce  nom  à  une  courbe  ABO  (fig.  206), 
que,  pour  chaque  point  M,  les  rayons  vecteurs  ou  dislscœi 
MP  ==  X,  MF"  =  »'  à  deux  points  fixes  donnés  F  et  F',  qu'on 
nomme  Foyer»,  oat  une  somme  constante  %-\-  z  ■=^  AO  ;=  %a. 
Pour  trouver  l'équ.  de  l'ellipse,  prenons  le  milieu  C  de  PP 
pour  origine  des  coordonnées,  AO  pour  axe  des  3; ,  la  perpend. 
BC  pour  aie  des  ^j  on  est  assuré  d'avance,  par  sa  génération, 
que  la  courbe  doit  être  symétrique,  par  rapport  à  ces  aies, 
et  que  l'équ.  sera  fort  simple-  On  doit,  en  général ,  préférer  le 
système  de  coordonnées,  qui  est  propre  à  faciliter  les  calculsrt 
3  donner  des  équ.  moins  composées. 

Soit  FC^=.c,  s  et  y  les  coordonnées  de  3f;  on  a  dans  les 
triangles  FMP,  F  MF,  a»  =  ^'  +  FF',  d"  =  y*  ■\-  F'P*,  m 

En  soustrayant  les  deux  1'",  il  vient 

s"  -  z'  =  Ci'+  .)  (a'  — s)  =  2a(z'—  z)  t=  4c*. 

Ainsi,     /^jW— sr=a_-,      F'M=z:  =  a-^-...  {y). 
Substituant  dans  Ja  valeur  de  s-  ou  a'"  ci  -dessus ,  on  trouve 

Faisant  j!  =  o,  il  vient  pour  l'ordonnée  BC  à  l'ongiDe.  ■■■ 
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^s3a*  -«i^>  si  l'on  représente  cette  ordonnée  par  6,  on  a 
Smo  b*  =^a* — c*  ;  éliminant  c%  on  trouve  en£n  pour  Véqû, 
"A  V ellipse, 

ay4.ftV  =  a*ô»...  (3). 

387.  En  résolvant ,  on  a    y=-  rt  -  V^a*  —  3^. 

Puisque  chaque  abscisse  x  donne  deux  ordonnées  y  égales  et 
3e  signes  contraires^  Fellipse  est  telle  que  ABOD  (fig.  2o3) 
ijniétrique  par  rapport  à  l'axe  AO)  elle  l'est  aussi  relati ve- 
naient à  BDy  puisque  +  ^  et  —x  donnent  la  même  valeur  de  y. 
A.insi ,  lorsqu'on  plie  la  figure  selon  ^O  ou  BDy  les  parties  de  la 
courbe  se  superposent  et  coïncident 

y  est  imaginaire  quand  *  >  ±:  a,  x  l'est  pour  y^'±i  b  ; 
donc  la  courbe  est  fermée.  i?C  =:  6  est  la  plus  grande  ordon- 
née, CO  =  a  la  plus  grande  abscisse  ;  AO  est  ce  qu'on  nomme 
J^  grand  €uee^  BD  est  U  petit  axe;  A  et  O  sont  les  sommets j  C 
le  centre.  Ainsi ,  l'ellipse  est  une  courbe  fermée ^  telle ^  que  la 
tomme  des  rayons  vecteurs  menés  dies  deux  foyers  à  un  même  ^ 
point  quelconque  est  constamment  égale*  au  grand  axe  ;  cet 
axe  est  la  longueur  de  la  droite  qui^  passant  par  les  foyers^ 
traverse  la  courbe  de  part  en  part;  les  extrémités  de  cette  ligne 
sont  les  sommets^  le  milieu  est  le  centre» 

3S8'i  Comparons  deux  ordonnées  y,  y'  d'une  même  ellipse^  qui 
ont  * ,  j/  pour  abscisses  (fig.  2o3)  ;  les  équ.  c^y*  =  ô*(a* — **)  f 
a*j/*  =3  ^* (a*—  «'*)  donnent  le  quotient 

^* a*  —  jg* (g  +  y)(g  —  x) 

>^  ~  a*  —  X**  ~  (a+âr')  (a  — ar')  ' 

or,  CP  =zXf  APz=za  +  XyPOzzna'^xi  ainsi  les  carrés  des 
ordonnées  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  distances  du 
pied  de  ces  ordonnées  aux  deux  sommets. 

Eu  changeant  «  en  j^  et  y  en  x,  l'équ.  (3)  se  change  en 
b^y^  +  a*x^^=zà^b*'^  ainsi  elle  conserve  la  même  forme ,  qu'on 
prenne  ^O  ou  ^/^  pour  axe  des  jT.  -^  ^ 

389.  Le  cercle  ANO  décrit  du  centre  C  avec  le  rayoïv  a. 
I.  a6 
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(fig;  loi),  A  poiif  éiiii.  Y=\/{a'  —  a*),  oè  r^FN 

parant  cette  ordonnée  à  PM  (a°  38^) ,  on  a  ^  =  -.  Ainsi  II 

rapport  des  ordonnée»  du  cercle  et  de  l'ellipse,  qui  répO" 
dent  à  une  même  abscisse,  est  constant  et  égal  à  celui  ia 
nxes;  y  est  donc  totijours  <  V:  le  cercle  renferme  l'eDîp» 
Celui  qu'on  décrit  aTCC  le  rajou  SC  y  est  au  contraire  ren- 

Cette  propriété  fournit  une  construction  furt  simple  de  l'el- 
lipse. Après  avoir  tracé  les  axes  lioucês  ./tO ,  BD ,  et  lei 
conf,  ioacrile  et  circonscrite  (dont  les  rajons  sont  b  et  a),  on 
mène  un  rayon  quelconque  CJV",  et  par  les  poîuts  Q  et  tf,  «i 
cette  droite  coupe  les  circonf. ,  on  trace  les  parallèles  lu 
aie»,  CM,  NP  ;  leur  section  M  est  ao  point  ii«'l'eIUptei<u 
on  a 

PM      CQ  PM 

3^0.  La  déGnition  de  l'ellipse  donne  ua  aul 
décrire  cette  courLc  (Ils,.  206).  Après  avoir 
y40,  BC ,  du  point  B  comme  centre  ,  et  8¥( 
irivez  un  arc  de  cercle  qui  coupera  j40 
les  foyers,  ù  cause  de  l'équ.  &°=a' —  c*  (ni 
et  avec  un  rsjoo  égal  à  une  portion  qneU 
que  AO)  tfaeex  un  arc  vers  J1/;  puis  du 
jiK  du  grand  axe,  tracez  an  a*  arc,  qui  1 
sera  un  point  de  la  couibe ,  car\FM-\-PM^ 
sorte  quatre  points  de  l'ellipse  avec 
décrivant  les  arcs  des  deux  côtés  des 
ftTB  connaître  autant  de  points  qu'cm 
'  LorM(ae  l'ellrpse  a  do  grandes  dimenaiot 
F  et  F'  les  deux  bouts  d'tm  fil  lofig  As' 
gltsMwsnr  ce  fil,  toujours  tendu,  un  stylet 
3gi.  A  mesure  que  les  deux  foyers  s'él. 
ou  que  b  diminue  par  rapport  à  a,  l'ellipt 
davantage;  an  DOntrairv,  si  les  f«yeiw  («i 


PimAlt  ;  enfin  ^  si  ces  points  se  eoAfohdent,  oa  a  =  6^  on  a . . , . 
y*  +  «*  =  a*,  et  la  courbé  deyiènt  cîrcnlaîre.  On  peut  donc 
ftgarder  le  cerclé  comme  une  ellipse  dont  les  axes  sont  égaux. 

Les  équ.  (i5  montrent  que  les  rayons  vecteurs  de  l'ellipse 
mat  rationnels  par  rapport  aux  abscisses  x.  La  distance  FC^bsc 
est  ce  qu'on  nomme  V Excentricité;  n  et  z'  dcTiennent  maximum 
ou  minimum  pour  x=r±a,  savoir  ^  zz=za±c:  ainsi ,  de  tous 
les  points  de  Fellipse,  O  est  le  plus  voislui  et  A  le  plus  éloigné 
du  fojer  F.  L'estrémité  B  du  petit  axe  est  à  la  moyenne  dis- 
tance^  car  x=zo,  donne  c  =  &'  =  a  =  BF, 

On  nomme  Paramètre  la  double  ordonnée  qui  passe  par  le 
foyer;  cm  l'obtient  en  faisant  x:ssc,  on  j^^sta^^^b*,  dan^ 

f équ.  (3),et  on  trouve  j^=±:—*,  p  = = est  dpnc  le 

paramëtre  :  c^ést  une  troisième  proportionnelle  au  graiid  et  au 
petit  axe. 

Four  transporter  l'origine  an  sommet  A,  il  fadi  changer 
X  tsï  9^^à  dans  l'é^n.  (3) ,  et  Ton  troirre  a*y^^b\2,ax — ^).  ^ 

SgsL  Bapportons  l'ellipse  à  des  coordonnées  polaires,  le  p61e 
étant  à  Fnn  des  foyers  F  ^  changeons  x  &i  »'  +  c  dans  la 
râleur  (i)  d®  FM^  et  ensuite  x'  en  ir  cos  9,  0  étant  l'angle 
MFO  ;  il  vient 

a* — c*  a(i— «•) 

a-+-ccosO       i+ecosO 

On  déai|pe  par  e  le  rapport  de  ^excentricité  au  demi^grand 
axe^  c^x=ae\  Ip  pâle  est  en  Fy  et  les  arcs  ^  sont  comptés, à  par- 
tir da  sommet  voisin  O ,  dans  le  sens  OMB,  Si  l'origine  est  à 
Pàtttre  ^jtt  JPy  et  les  arcs  9  comptés  dans  le  même  sens ,  il 
Caat  changer  ici  é  en  —  e. 

De  VHjrperbole. 

3g3.  Cette  courbe  jouit  de  la  propriété  que  là  difierence  à^È 
rwyomM  yédèmm  F'M*^  Ftt  (fig.  207)  est  une  quantité^  cons- 
tante AO  =  aa  SB  iÉ^  -^  ^^  En  plaçant  l'origine  au  milieu  €  de 
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FF",  etc.. . ,  et  reprodusant  le  calcul  du  n"  386 ,  on  a  de  m 
=■•_.•  =  :.«(<'  +  .)  =  4»;  ain.i 

ra/=.  =  f-  =  ,     ^M  =  .-  =  ^+„...   (4). 

Sabttîtoant ,  etc. . . ,  puis  faisant  c°  ^  a*  4*  b*,  il  vient 

aV  —  tV  =  —  û'è". 
On  trooTera,  comme  n"  38^,  que  l'hyperbole  est  symétriqne, 
par  rapport  aux  axes  FF'  et  Cy  ;  car  on  a 

Plus  X  croit  tant  positivement  que  n^atÏTement,  et  plusj 
augmente;  mais  on  ne  peut  prendre  a;  <;  ±:  a;  j  est  nul  pour 
X  ^=  a:  donc  la  courbe  ne  s'étend  pas  entre  les  deux  sommeb 
^  et  O  ;  partant  de  ces  pointa ,  elle  forme  deux  branches  oppo- 
sées par  leurs  convexités  et  indéfiniment  étendues,  onTertei 
l'une  à  droite,  l'autre  à  gauche.  Le  point  C  est  le  centre, 
,  AO  ^  sa  le  premier  axe;  l'ordonnée  à  l'origine  est  iniagiDaire, 
x^o  donne  y:=zt.l>  \/ —  i .  Si  l'on  rend  cette  quantité  réelle 
en  changeant  le  signe  sous  le  radical ,  la  longueur  h  qn'on  ob- 
tient, ou  f  ordonnée  centrale  rendue  rèelîe,  est  ce  qu'on  ooninu 
le  demi  stTond  axcj  i\iii\  n'est  plusj  comme  pour  rellipse,Bne 
des  dimensions  de  la  courbe. 

394.  Les  ordonncss  y  et  y  (fig.  2o4),  qui  répondent  au 
abscisses  x  et  x' ,  donnent ,  comme  n°  388, 

y     I--0'  -(i+o)  (.-—«)  — op'.^p' 

Oa  a  encore  les  carrés  des  ordonnées  proportionnels  aux  pnr 
duits  des  dislances  de  leurs  pieds  aux  deux  sommets. 

Quand  a  =  fi,  on  a.  y'^x^  —  «':  l'hyperlxile  est  dite  ^ni- 

Eu  changeant  x  euy,  ety  en  x,  Véq.  devient  b'y' — a's'^ra'È'. 
La  forme  est  la  même,  au  signe  près  du  2'  membre  ;  les  :c sort 
comptées  sur  BD  et  les  y  sur  CP;  l'hyperbole  est  dite  rappor- 
tée au  centre  et  au  2'  axe  (comme  fig.  32a). 
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Chafigeant  x  en  s-H>i.  l'origine  rient  an  sommet  A^  et  Péqu. 
ie  Phyperbole  est  a?y*  =  &■  (ao*  +  «*)  - 

SgS.  Si  Fon  décrit  une  ellipse  ABOD  (fig.  ao4)  sur  les  mêmes 
aieS|  elle  sera  comprise  entre  les  deux  sommets  et  allongée 
dans  le  sens  des  x  ou  des  y^  suivant  que  a  sera  ^  ou  ^  6f 
œ  sera  un  cercle  si  l'hyperbole  est  équilatëre.  Ces  courbes  ont 
des  propriétés  analogues  ^  dont  on  peut  Toir  les  détails  dans 
ta  Géométrie  de  position  de  Garnot^  p.  i^. 

396.  La  définition  de  l'hyperbole  donne  un  procédé  pour  dé* 
:rire  cette  courbe.  Apres aroir  tracé  les  axes  F'Fi.Cy.{J^^  ^^i\% 
it  marq^ué  les  foyers  F^  F* ^  on  décrira  rers  M  un  arc  de  cercle  du 
centre  JP,  ayec  un  rayon  quelconque  AG  \  puis  du  centre  F* , 
irec  le  rayon  OG  on  décrira  un  a*  arc  ;  le  point  M  de  section 
lera  sur  la  courbe ,  puisqu'on  a  F' M —  FM'=î  AO.  On  aura, 
irec  les  mêmes  rayons  9  quatre  points  de  l'hyperbole ,  puis 
latant  de  points  qu'on  Toudra  en  changeant  de  rayons. 

Lea  équ.  (4)  montrent  que  Uê  rayons  veetéun  de  l'hyperbole 
tout  rationnels  par  rapport  aux  abecissee.  '    ' 

Le  paramètre^  ou  la  double  ordonnée  passant  par  les  foyers, 

aoDserve  la  même  râleur  que  pour  l'ellipse,  p  =s . 

^  En  raisonnant  comme  n®  892,  on  obtient  pour  l'éq.  polaire 
3e  l'hyperbole,  le  pôle  étant  en  F  (fig.  207  ),  et  faisant  l'angb 
^FM=êetc  =  ae, 

_    (^^a^    _  a{^^\) 

"""a-l-ccosô      i-HtfCoaS' 

397.  En  comparant  les  équ.  de  l'ellipse  et  de  l*hyperix>le, 
m  obserre  que  l'une  se  change  en  l'autre ,  lorsqu'on  y  rem- 
place b  par  b^ — i.  Cet  artifice  de  calcul  serrira  li  traduire 
les  formules  obtenues  pour  l'une  de  ces  courbes  en  celles  qui 
conyiennent  à  l'autre. 

De  la  Parabole. 

398.  Étant  donnés  un  point  fixe  ou  fbyer  F  (fig.  ao5)  et  une 
droite  quelconque  QQ'»  la  parabole  est  une  courbe  dont  chaque 
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point  A/ est  à  U  mAme  distance  de  i^  que  de  ÇQ',  qu'on  doduk  f* 
directrici.  Prenons  pour  aie  des  x,  FD  perpeod.  sur  QÇ. 
pour  origine  le  milieu  ^  de  FD  ^^p,  et  pour  ase  dec  y  \i 
parallèle  ^B  a  QQ*;  ^  est  Tisiblemeot  un  point  de  la  courte. 
On  a  ^P=x,  PM=y,  QM=DP,  ou  z={p  +  x;  dans  !e 
triangle  FMP,  FM'  ^=  k*  ^^y^  l-  (x  —  \py  ;  donc  en  égalant 
les  valeurs  de  «,  etc.,  on  a  ^'^  2/)t,  pour  IVju.  de  la  pu- 
rabolt,  courbe  qui  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  de^  i 
seulement. 

Il  résulte  de  la  génération  de  cette  courbe,  que  Pellipu 
éiMit  U  grand  axe  dei>ient  infini  se  change  en  une  paraboie. 

Deux  points  [jc,  x'),  (y,  y')  d'une  parabole  donnent 

y'^^px,  3^*  =  ipa!,   yi  =  ^-  - 

Les  carré»  des  ordonnée»  sont  entre  eux  comme  Us  abici^i 
EorreBpondanUs. 

Si  la  cgnstante  3/t,  qu'on  nomme  paramètre^  est  inconniie, 
et  qu'on  ait  un  point  de  la  courbe,  on  Toit  que  aj>  e«t  3*  pnv 
portionnelle  à  l'abscisse  et  à  l'ordonnée  de  ce  point. 

Pour  tracer  la  parabole  dont  on  a  le  paramètre  Afi^'if 
(lîg,  202) ,  comme  y  est  moj-enne  proportionnelle  entre  Ah 
eti,  ondécrLrauncercle5C/'quipasseenB,etdont  le  centre 
soit  en  un  point  quelconque  de  Â0\  AC  sera  1^  qui  rèponJ 
ù  l'ubscisse  AP  :  aM^  les  parallèles  CM,  PM  aux  axes  coo^ 
donnés,  détermineront  un  point  M  de  la  parabole.  On  en  ob- 
tiendra de  même  autant  d'autres  qu'on  voudra. 

Si  l'on  ftit  xT=\p=iAF  (fig.  2o5) ,  on  a  ^  =  ±p;  ainsi 
le  paramètre  2.p  est  encore ,  dans  la  parabole ,  la  double  ordon- 
née passant  par  le  foyer. 

399.  La  génération  de  la  courbe  donne  un  moyen  simple' 
pour  la  tracer.  On  a  tu  que  a^=^p-i-x;  ainsi  le  rayoni/ec- 
leur  est  encore  rationnel.  Prenez  sur  l'axe  Ax  (fig.  2o5), 
partir  du  sonimtt  A  ,  des  distances  AD  r=  AF-:^  ^p  ,  F  scd 
le  foyer,  la  perpend.  QQ'  k  Ax  sera  la  directrice;  et  il  s'agi 
de  trouver  tous  les  points  M  ijul  soûl  ii  rgale  distance  de  l'ui 


et  de  l'autre.  Menez  une  ordonnée  indéfinie  quelconque  MM\ 
pois  du  foyer  i^  pour  centre',  avec  PD  pour  rayon,  tracez 
un  are  qui  coupara  cette  droite  en  deux  points  M  et  M'  :  ces 
points  sont  sur  la  courbe. 

Pour  avoir  Péq.  polaire  de  la  parabole ,  prenons  le  foyer  F 
{oor  pôle,  et  portons-y  l'origine ,  en  faisant  x=:  jZ-f*  iP  ^^^^ 
s  =  J  p  +•  ar  j  enfin,  posons  PP,  ou  «'=  —  z^cos  fl,  Pangle  9  étant 

AFM  compté  du  Aoinmet;  il  yieul  z  :=  ■>  y — 2* 
^  '       ^  i+cos9 

Des  Sections  dun  cône  droié  par  un  plan. 

4oo.  On  demande  Féqu»  de  ht  courbe  AMO  (fig.  200) ,  in- 
tersection d'un  cône  droit  IDB  par  un  plan  quelconque  OA, 

Si  par  l'axe  BK  on  fait  passer  un  plta:^/^/  perpend.  au 
]pl«ft  coupant  (il  le  sera  à  la  basÇy.ttftS^s},  l'intersection  de  ces 
phns  sera  la  droite  AO^  prof^Gtéûn  d^.l^aa^  du  cdne  sur  le 
plan  coupant;  c'est  ce  qu'on  nomme  VAxe  de;  la  section  00- 
ttiq>ne«-Par  un  point  quekonqiie  i?  de  cet  a&e ^menons  un  plan 
paraU^  à  la  base  DI^  ses  intçneftiona  ^  ai«c  le  >oâiie  et  le  plan 
Qoupamt,  seront  le  cercle  i^JfG. et  la. droite  PH^  laqndle  étant 
perpend.  (  n?  273  )  sur  FG  et  A O,  est  une  ordonnée  commune 
aux  deux  courbes» 

Cela  posé,  soient  AP  =  «,  PM'=.y\  cherchons  une  rela- 
tion entre  »,  y,  et  les  données  du  problème,  qui  sont  l'angle 
B^O  =  m  j, r^nglç  DBI-=i  fi  et  AB^=z  c.  La  propriété  du  cercle 
donne  ^»  =  FP  X  PO  ;  trouvons  FP  et  PG. 

Dans  les  triangles  AFP,  POG  et  ABO ,  on  a  (C,  n«  355) 

sin  c» _ FP      sîqO        tin (tf  -^  e)  _PG _      PG 
8inF~   X  •     sinG  ^^       «nF      '^  PO'^  Jo^x' 

sinO        sin  («-4-/3)       sin /l       „  ,       ^^       .    c»in/S 
AB  c  AO    •  ^  sin(«  +  p) 

Or,  dsms  le  triangle  BHF,  l'angle  F  est  complément  de  j/8  ; 
donc 

FjP=  j--r-,       fG=s pr (     .     /       ,     ^^   Xj, 

cosî^  00s  {,,'3     \9m(«-)-0)  / 
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et  l'on  a,  pour  l'équation  demauiiée  , 

y'  ^  cSt^  ^''  ''"  ^  ~  *'  ''"  f" + '*'^-  •  ■  •  ^'^' 

Pour  obtenir  toutes  les  sections  du  cône,  il  suffit  de  faire  prendra 
au  plan  coupant  toutes  les  positions  possibles,  c'est— à— dire  de 
faire  toui-ner  la  droite  AO  autour  du  pointa  dans  le  plan  BW, 
et  de  changer  aussi  AB-:=c.  Il  se  présente  trois  cas. 

1°.  Lorsque  a  -f-  (9  =  180",  le  plan  coupant  est  parallèle  à  la 
génératrice  5/(fig.  201),  et  la  courbe  s'étend  à  l'infîni;  en  fai- 
sant siu  (<t-4-i9)^o,  notre  équ.  devient  (à  cause  de  G,  n°  35^} 


.(a). 


c'est  celle  d'une /7Bra£n/e  (*) 

a".  Tant  que  *  -f-  j3  -c^  180°,  le  plan  coupant  rencontre  toutei 
les  génératrices  d'un  même  câté  du  sommet;  la  courbe  est  fer- 
mée ;  (j^)  en  est  l'équation. 

3°.  Enfin ,  lorsque  *  -f-  jS  ]>  180°,  le  plan  coupant  rencontre 
les  deux  nappes  de  la  surface  de  part  et  d'autre  du  sommet  ;  U 
courbe  a  donc  deux  branches  étendues  à  l'infini  M' AÏS' ,  LO'  Q 
(Gg.  200),  dont  la  courbure  est  opposée.  Or,  a  -f-  ^  ]>  180° 
change  le  sinus  de  signe,  et  l'on  a 


■'■  =  ï;7T?[°"'° ''+'"''°'''+ "^'l- •  •  ■<'^)- 

Dans  CCS  deux  derni 

taiwe  AO  eiUre  Us  som 

ers  cas,  si  l'on  représente  par  îa  la  dis- 
metSj  et  par  K  un  coefficient  constant, 

céafi 

,i„.,io(.  +  B) 

"       smU-l-j3) 

CO.-JS          •■•'"'• 

(•)  On  uuiailpu  rrfoJrelesraisonnemcnspréKcdensifP  (Sg.  a 
serre  la  valeur  ti-dcisus,  en  y  faisnnl  siii  «z^siD^;  donc  FP  =i  - — '■ 
\>\Ta,ALçon\\i\eitFGAaanti\B  triangle  ^B£,  dnas  leqael  aa  n 
_Bin£_  _sio^  ^dÎL    -  E^ 

lin  BAV  ""  COI  i  ^  -    iti   ~      c     '  '*^- 


^  A 


GÈSÈKkLrris»  4^ 

Le5  éqç.  Aet  C  deviennent  y^=:  K  (2a  «  rp  V) ,  qui  sont  celles 
deVellipse et deV hyperbole rsLf  portées  au  sommet (n^*3gi  et 394)* 

L'équ.  générale  des  sections  coniques ,  l'origine  étant  au  som- 
met, est  donc  ^=  mx  +  nx**  Elle  appartient 

1^.  A  la  parabole ,  lorsque  7»  ss  o ,  (i?t  =  2p)  ; 

a*.  A  l'ellipse ,  quand  /i  = ^ ,  et  ot  = 


a-'  a 


b*  a&* 

3®.  Enfin  à  l'hyperbole ,  lorsque  »  =  -; ,  m  =:  — . 

401.  Il  n'y  a  rien  à  changer  à  tout  ce  qui  Tient  d'être  dit, 
lorsqu'on  fait  yarier  jS  et  c ,  c-à-d.  les  dimensions  du  cône  et  la 
distance  AB,  On  ne  peut  faire  iS  =:  o,  ou  iS  =  180®^  car  il  n'y 
aurait  plus  de  cône;  et  c  =:  o  suppose  que  le  plan  coupant 
passe  par  le  sommet.  L'intersection  est  alors  un  point  lorsque 
«fc  -|-  /S  <  1 8o<>;  une  droite  quand  ce  +  /S  =  1 80**  (le  plan  est  tangent 
an  cône)^  enfin  deux  droites  quand  «  +  j3  >>  i8o®.  Le  calcul 
comprend  aussi  ces  trois  cas;  car  en  faisant  c  =  o  dans  (A), 
puis  sin  (a  -f-  jS)  positif,  nul  et  négatif,  on  troure 

y^  +  Kx^  =  o,    j.  =  o,    y^Kx'. 

La  i^*  équ.  ne  peut  être  satisfaite  qu'autant  (n®  1 1  a)  que  x=sOf 
et  ^  ==;  o,  ainsi  elle  représente  un  point;  la  seconde  est  celle 
d^une  droite;  la  troisième ,  enfin ,  donne  ^  =  ±:  x^K  qui  repré- 
sente deux  droites. 

Donc ,  quels  que  soient  le  cône  et  la  position  du  plan  cou- 
pant ,  l'équ.  (A)  est  celle  des  six  sections  coniques  ;  c  étant  =  o , 
on  a  les  trois  sections  qui  passent  par  le  sommet;  et  lorsque  c 
n'est  point  nul,  cette  équ.  représente  une  ellipse^  une  hyperbole 
ou  une  parabole j  suivant  que  le  coefficient  de  x^  est  négatif  ^po^ 
sitif  ou  nul, 

402.  Étant  donnée  Téqu.  d'une  ellipse,  d'une  hyperbole,  ou 
d'une  parabole  rapportée  à  son  sommet,  ainsi  qu'un  cône  droit 
quelconque,  il  est  facile  de  placer^  cette  courbe  sur  le  cône, 
€.-à*d.  de  trouver  la  situation  du  ^au  coupant  qui  la  reprodui- 
rait; car,  dans  les  deux  derniers  cas,  on  connaît  a^  K  et  fi,  et 
il  s'agît  de  trouver  c  e^  l'angle  « ,  en  recourant  aux  équ.  D.  Or 


^10  SECTIOKS    COfllQUES. 

la  l"  fait  coanaître  c,  quand  od  a  tiré  <s  de  la  a"*  :  celle-ci  de- 
vient 

aA  cos*  j  j3  c=  a  sin'  «  cos  ^  -|-  a  sîn  n  cos  *  sîn  ^ 

=  (i  — cosa*)co9|;+giBaasin;8.  |o 

Cette  équ.  de  la  forme  b=  n  sln  as — e  coa  2«,  a  été  résolut  p.  38a.  y 
El  si  l'équ.  donnée  est  celle  d'une  parabolej'*  =  3iw,l'éqa.5   ( 
donne/)  ^  ac  sin'  ^  ^,  d'où  l'on  tire  c,  et  par  suite  la  poiitioD 
du  plan  coupant  (Cg,  aoi). 

Méthode  des  tangentes. 

4o3.  Si  par  deux  pointa  3f  et  Q  (fig.  ao8)  d'nne  conrlie 
quelconque  BMQ  ,  on  mène  une  sécante  SMQ ,  et  qu'on  fasse 
varier  la  position  de  Qsur  lacourbe,3f  restant  fixe,  la  sécante 
prendra  diverses  inclinaisons.  Si  l'on  rapproche  Ç  de  M  jusqu'à 
faire  coïncider  ces  deux  points,  la  sécante  SÇ  deviendra  TM: 
cette  droite  se  nomme  Tangente;  c'est  une  sicante  dont  on  a 
Jitii  coïncider  les  points  (^intersection, 
*       L'équ.  de  toute  droite  qui  passe  en  un  point  M  (V,  j/')  est 

Pour  déterminer  la  tangente  TM ,  i)  suffit  d'assigner  i 
yi^=  tang  T'Ia  valeur  qui  convient  à  l'inclinaison  de  celte  droite; 
il  faut  pour  cela  exprimer  en  analyse  les  conditions  qui  lui 
servent  de  définition. 

Désignons  par  a' + A  et  /  +  i  les  coordonnées  du  a*  point  Ç 
d'in  ter  section  de  la  sécante  8M ,  ou  MR  =  h  ,  Ç/ï  =  £  ;  k  tang. 

de  l'angle  Ç^/ii  est  Y=tang5.  En  changeant*'  et  j-' en«'4"*i 

cty  +  fe  dans  l'équ.  de  la  courbe  ,  et  réduisant,  i!  sera  facile 

d'en  tirer  -j  ,  qui  est  la  valeur  de  tang  S.  Or ,  tang  7*  est  visî- 

Uem^nt  la  limite  de  tang  S ,  lorsqu'on  fait  varier  le  point  Q 
pour  l'approcher  de  M;  en  sorte  que  ai  l'on  pose  tang  T  ou 
A  =  tang  5  -f  «,  a  pourra  décroître  indéfiniment.  Si  donc  li 

valeur  j  de  tang  iSa  la  forme/)  +  |3  ,  p  étant  une  quantité  in- 


rariable^  et  jS  une  expression  en  h  et  k  susceptible  de  devenir, 
avec  ces  variables,  aussi  petit  qu'on  veut^  Féqu.  ^=jd^/3  -f'^ 
se  partagera  (n^  <  i3)  |?i^  deux  autres,  dopt  l'upe ,  ^  ;=  /> ,  dé- 
terutiiner^  ^.  À  e^i  dopic  ce  que  devient  p  4*  iS»  Iqrsque  fi  est  nul, 
c.-à'd^que  A  est  ce  que  depient  U  rçppori  k  !  h  >  quand  on  y 
pose  11  et  h  nids.  9 

Coiiduons  de  là  qa* il  faudra  sub^^^er  jr'  +A  «*  ^'  +  h  peur 
x'  et  j  dai^  Viqu*  de  la  courbe ^  e%  en  tirer  le  rapport  \\h  ^puis 
y  faire  \et\  nuls;  on  obtiendra  ain^i  jia,  limite  de  ce  rapport, 
ou  A  y  et  par  suite  Téqu.  (i)  de  la  tang(B99te.  {J^oy.  p.  426,) 

La  droite  indéfinie  MN^  perpe^d.  à  I»  t^ng.  aM  point  M  de 
eotitact ,  est  Ia  Normale;  l'équ.  est  facile  k  déduire  de  celle  de 
la  tang. ,  puisque  ces  droites  passent  par  le  point  M(x\  y),  et 
de  plus  sont  perpend.  I/équ.  de  la  normale  est  (n^  871) 

.     ^— y  =z=^l (*—*')...  (2). 

Les  longueurs  TP ,  PN  ^  compMses  entre  les  pieds  T,  P  et 
iV  de  la  tangeiite,  d^  l'ordonnée  et  de  la  normale ,  sont  la  sous^ 
tangente  et  la  sous-- normale*  En  faisant^  =s  o  dans  nos  équ. , 
on  obtient  pour  x  les  abscisses  ^T'et  AN  des  points  T  et  N, 

sfàus^tang.   TP  ouaf'*— «  =5:^. ....  (î). 

sf^-norm.  PN  qu  jp  *—  «  =:  Ay  • . .  (4)« 

U  pourrai. arriva  ^e  la  tangente  et  k  normale  sussent 
]^  la  même  dispositicm  que  dans  notre  figure,  et  que  la  sous- 
taoï^nteiîii  s-^x'  fét\eL  fonsmorm^ile  è/  -^  Xj.  mai»  alors  le 
figue  négatif  qui  affeeterait  les  valeurs  (3)  et  (4)  indiquerait 
cette  circonstance  (n®  SSg). 

Les  longueurs  9^T  çt  MN  spiit  appelées  aussi,  Fpi^e  Tan- 
gente^ Fai^itre  Normale. 

J^mJ^f  Appliquons  ces  théorèmes  k  la  parabole  (fig.  2o5) ,  dont 
Péqii.  est  jr*  =  2px  ;  on  ay  *  =^2p/,  (/  +  ky=s%p  (x'  +  A)  , 
qu^on  réduit  k 

aAy' +*•==;  2/î^ -,     d»où  ^  ?p:  tang  â^  ss=  j-^-j. 
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Falsaqt  ir  nul ,  on  a  ^  =  tuig.  T:=  ^ 

1°.  Equ.  de  la  tangente yy'  =p  (*  +  *'). 

2°.  Equ.  de  la  normale (y  — y')p~{'  C*  —  *  )^' 

3°.  Longueur  de  la  saïu-tang.  TP  =  W. 

4°.  Longueur  de  la  soiw-Tiorm. /"JV^p. 

Donc  la  toua-tangenU  est  double  de  l'abaciase  ,  le  sommet  A 
estan  milieu  de  T/*,  le  pied  Tdela  tang.  est  àgaucke  dusommel, 
et  la  Boua-normaie  est  constante  et  égale  au  demi-paramèln, 
double  de  la  distance  focale  AF. 

LaBorm.itfN=V(Pil/'+PiV')=V/(y'+p')=l/f^?+p). 

405.  CherclionB  l'angle  TMF=  V  (fig.  2o5)  que  fait  !e 
rayon  recteur  avec  la  tangente  :  ce  rajon  passe  par  les  poioti 
M{x\y",  et  F{^,  o);  on  a  Jono  ,— y' =  A! {.:,  —  ,')■. 

d'où  .i ~~^' 

D'après  la  valeur  de  A  pour  la  tangente  TMt  OD  a 

tan.  r-  ^'-^  ^'+'a''-P''-P 

à  cause  àe y'^'^^px  ,  et  en  supprimant  le  facteur  commun 
ip  +  a/.  Ainsi  tangr^v4  =  taDg2',  le  triangle  TMF  est 
isoscéle.  TouB  les  rayons  lumineux  et  sonores  SM,  qui  sont 
parallèles  à  l'aie,  se  réllécliissent  à  leur  rencontre  M  a^ec  U 
courbe,  et  vont  au  foyer  F.  De  plus,  la  tangente  TM  coupe 
l'angle  QMF  par  moitié,  et  est  perpcnd.  sur  le  milieu  de  QF: 
enfin ,  FM=FT;  ce  qui  offre  un  nouveau  moyen  de  mener  la 
tang  TM. 

406.  Faisons  Tari er  le  point  de  contact  M(_x',y')f  et  pU- 
çons-Ie  successivement  en  tous  les  lieux  de  la  courbe,  puis 
observons  les  diverses  positions  qu'alTecte  la  tang-,  lesquelles 

dépendent  de  son  équ.j  c.--à-(l>  de  l'inclinaison  tang  T=  — „et 
de  l'ordonnée  Ji  l'origine,  Ai  ^^  ^^iy'-  H  est  aisé  de  voie 
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que,  i^  an  sommet  A^  x'  et  y  étant  nul^^  Paxe  des  y  est 
tangent;  2®.  à  mesure  que  le  point  de  contact  iftf  s'éloigne. 
%'  et  y  croissent  I  ainsi  que  Aij  qui  est  constamment  la  demi- 
ordonnée  y  ,  tandis  que  l'angle  T  diminue.     ' 

L.a  tangente  prend  toutes  les  inclinaisons;  ainsi  il  y  a  taun 
fours  une  txingente  parallèle  à  toute  droite  donnée  :  mais^  plus 
Fangle  T'est  petite  plus  le  contact  M  et  le  pied  T  s'éloignent 
du  sommet.  La  parallèle  à  Taxe  répond  à  une  distance  infinie. 

Étant  donc  donnée  une  directiou^  ou  >^,on  tireaisément  j/=^ , 

etlepointde^x>ntact.  Par  exemple  ^  si  ^  est  i,  on  ay=jD;  d'oji 
*  =  1^;  le  fojer  F  répond  au  point  G  pour  lequel  la  tang.  est 
inclinée  de  ^5^  sur  l'axe  ;  dans  toute  parabole. 

407.  L'équ.  yy'  =  p  (*  +  x')  peut  serrir  à  mener  une  tang. , 
sans  connaître  le  point  M  de  contact  («',  y'),  pounrn  qu'on 
donne  certaines  conditions.  Si  l'on  Tcut^  par  ex.^  qu'eOe  passe 
par  un  point  donné/  («>  i^)»  notre  équ.  devient  iSj/=^0e-f-âp'); 
éliminant  arec  j^'*  =  2p4/,  on  aura  deux  valeurs  de  :/  et  y' , 
deux  points  M  de  contact ,  et  deux  tangentes. 

Mais  l'équ.  0ys=zp(^et  +  x)  étant  satisfaite  par  les  coordon- 
nées des  deux  points  de  contact  ^  est  l'équation  de  la  corde  qui 
les  joint  ^  =  o  donne  l'abscisse  «  =  —  «  du  point  de  section 
avec  l'axe,  point  commun  à  toutes  les  cordes  semblables,  quel 
que  soit  1 ,  pourvu  que  son  abscisse  a  demeure  la  même.  Ainsi 
le  point  /  décrivant  une  parallèle  aux  y,  les  deux  tangentes, 
les  points  de  contact,  les  cordes  qui  les  unissent  1  varient^  le 
point  seul  de  section  de  ces  cordes  avec  l'axe  reste  le  même,  et 
la  corde  tourne  autour  de  ce  point,  qui  est  tantôt  à  droite,  tan- 
tôt k  gauche  du  sommet,  selon  que  l'abscisse  de  /est  à  gaucbe 
on  à  droite  du  sommet  A, 

/ilf  étant  la  tangente  cherchée,  qui  doit  être  perpend.  sur  le 
milieu  de  QF,  /est  à  la  même  distance  de  F  et  de  Q;  le  cercle 
décrit  du  centre  /  avec  le  rayon  IF  passe  par  le  point  Q  de 
la  directrice ,  lequel  devient  ainsi  connu.  QM  parallèle  aux  x 
donne  ensuite  M,  ou  bien  on  mène  IM  perpend.  sur  QF,  et 
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la  laogente  est  trscér.  11  ne  faut  (uis  craindre  que  le  cercle  u 
l'oupe  pac  la  direclrioi  dès  que  /  est  extérieur  à  la  courbe;  cai 
le  pi-oblénie  eat  alurs  possible,  et  le  point  Q  doit  exister:  on  i 
un  2*  point  Q  et  une  2°  tangente. 

4o8.  Appliquons  les  mêmes  principes  à  t'£/^^s«.  CbaofjeoBi  1' 
X  et  ;>'  en  x'  +  k,  et  y'+Je  dans  l'équ.  de  cette  courbe) il 

oy'+6V  =  a'6*,    «'C^'+*r +  *•(*'  +  *)-=«•*'; 

Cest  la  Taleurde  tang  S,  lorsqu'on  veut  l'équ.  de  la  sécante  A 
deux  points  donnés.  Pour  la  tang.,  oufera  Aet  itnuls,  etonaon 

A  = ■/.  Tl  ne  reste  qu'à  substituer  dans  le»  équations  ds 

n°4o5;  on  a  (fig.  aïo) 

1".  Éqn.  delà  tangente,     afyy'-^b's:^-:=a'b'; 

T.".  Equ.  de  la  normalu,     y— y  ^^■Tt'i  (*^  ^')j 

3".  Pour  la  soua-tangtnte  j     TP  1= ? —  ; 

4°.  Pour  la  sous-normalt j     PN^=~:^. 

1".  La  valeur  de  ji  ne  cliangc  pas ,  lorsque  *'  ety  prennent 
des  signes  contraires;  aifisî  les  tangentes  en  W et  21/' sont  parsl- 
Ifeies  (fig.  209). 

2°.  En  faisant  y^o  dans  l'équation  de  la  tangente, on* 

C7=x=^-,  a>*'  donne   CT^a:   CT  est  indépendant 

de  b;  ainsi  toutes  les  ellipses  décrites  avec  le  même  axe  ..^O,  ont 
Un  même  pied  Tpeurlatang  TM,TQ..  .,  l'abscisse  x'=CP 
demeurant  la  même.  Ainsi ,  Jécrivons  un  cercle  jiQO  sur  le 
diamètre  jlO  ,  prolongeons  l'ordonnée  PM  en  Q ,  menons  \> 
tang  TÇ,  et  nous  aurons  le  point  T.  C'est  un  moyen  facile  de 
tracer  la  tin^ente  à  l'etlipse. 


a*— ^^ 
3".  J^  =  o  dans  l'équ.  de  la  norm.  donne  x  =  CW=  — j—  ar' 

fig.  210);  ainsi  N  et  M  sont  situés  du  même  côté  de  Cy. 

409.  Par  les  points  O  et  ^  (=^^7  o)  menez  des  droites  quel- 
DOnqaes  ON,  AN  (fig.  ^09);  leurs  équ.  sont 

Le  point  N  de  rencontre  a  pour  coordonnées  ^ 

.  \^       et  -+•  Â'  !^âcC«' 

Ce  point  JV  n'est  déterminé  qu'autant  qu'on  fixe  les  tang,  «,  «' 
des  directions  de  AN  et  NO  ;  mais  si  elles  sont  arbitraires^  on 
peut  en  disposer  de  maniera  que  l'ihteriectiott  N  soit  sur  Pel-^ 
lipse;  où  dit  alors  qtfe  ces  Hgbes  sont  des  bordée  supplément 
tairès.  Danâ  ce  cas,nos  valeurs  dexet  y  doivent  satisfaire  à  l'éqû. 
ijiy4.ÔV  =  a»£>*,  ce  qui  donne  ûVV* +d**ii' t±ï  o,  ovL 
OM  (a* eut  +  t*)  =r  o.  On  exprime  donc  que  lés  loôrdes  se  cou'- 
peut  sur  l'ellipse I  en  faisant  <«  ou  et' nul  (ce^ui  n'apprend  rieti), 

ou  «tat'  == r.  Ce  signe  —  provient  de  ce  que  «  et  otf  sont  de 

or  >      V.  *  •  "•*>  • 

signes  contraires;  car,  si  NAO  est  a:igu^  iVt>jr  doit  étrëobttiS; 
Traçons  un  cercle  sur  le  grand  ax^^  l'angle  AN^O  étant  ^roit^ 
AtiO  est  obtus.  Les  cordes  sUpplémentairef  c(u  petit  axp  for- 
ment entre  elles  un  angle  aigu  \  ce  qu'on  dénpontre  de  même. 

On  prouve  ces  propriétés  par  l'analyse  >  ainsi  qu'il  suit.  L'an- 
gle 0  3itii^d«ë  détiï  etyrdes  supplémentaires  éM:  dorinépâ'r 

tangO«=-— -- — ,  -=>   y         V  lov» 
.  ^         l'+'CLa        #J(a*^— o*)  •■ 

en  éliminant  «  .  Si  a  =  & ,  tang  9  est  00  ^  bu  6  ^=  90^  ;  ù  cerèle  a 
seûi  ^étes  cordés  supplémentaires  recicaigïesj  et  toutes  le  sont. 
Qiiand  ii^h^  «  et  tang  6  ont  m^me  sigtié  :  doire  leé  angles 
ANO ,  iVOs sDnt  obtus  ensemble^  ^x^éXh  croiisfsent  'pi'opbr- 
liàonellement,  Fkn^e  ^  ne  Varie  paB^'aiurf^  lès'  dirèdtiôhs 
ON^  y^J^F  sMit  eodtUittfs  >  ou  les  ttii^S'éùM  Uê  <tkes's^i 


-■^1 


:É 
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dans  le  même  rapport  ont  let  cordes  supplémentaires  pard- 

UUs, 

Si  fi  est  donné,  «  résalte  del'équ.  ilo  a*  degré. 
a'«'  —  (a'  —  *')  a.  tang  fl  +  A'  ^  o. 
Usa  donc  deux  syslèmes  de  cordes  supplémentaires   qui 
ment  entre  elles  un  angle  donné  &  ;  et  ces  cordes  sont  aisées  < 
COD«truîre:)cs  deux  Talenrsdenoiit  même  signe, à  cause dader 
nier  terme  -f  b".  Les  grandeurs  de  &  sont  égales  ,  quand  on  1 

(o'  — 6')' tang' a  =  4*1°*''.  d'où  tangfl=  -rz^^.}  piiisŒ=:-, 
Cette  sol ntion sépare  les  racines  réelles  des  imitginaires  (n°  iSg, 
a".)  i  ainsi  les  cordes  supplémentaires  qui  concourent  à  l'extri- 
mité  ^  du  petit  axe  su  coupent  soits  le  plus  grand  angle  obim. 
Si  jiTf  est  couclié  sur  -^O,  l'autre  corde  est  à  angle  driMlj 
jiN  tournant  autour  de  ji,  l'angle  N  derient  obtus,  et 
s'accroit  jusqu'à  ce  que  les  cordes  passent  en  B.  Passé  k 
terme,  ^iVcontiouant  de  tourner,  l'angle  JVdiminue  et  reprend 
les  mêmes  grandeurs. 

Pour  obtenir  graphiquement  les  cordes  snpplémentaim  qui 
font  un  angle  donné,  il  faut  tracer  sur  ^O  un  segment  de  cerclt 
capable  de  cet  angle^  l'ellipse  est  coupée  en  deux  points  qui 
sont  les  solutions  cherchées. 

410.  Toute  ligne  CM  menée  par  le  centre  C  (fig,  209),  a 
pour  éqn.  y  =;  yfx;  si  de  plus  on  veut  qu'elle  passe  par  le 
point  M(_x',y'),  il  faut  qae  y  =  A'x';  pour  la  tangente  en  if, 

A  ^ — ;  ■,  d'où  AA'=: :  ^=  a*'.  Si  donc  on  mine  ma 

ay  a* 

corde  AJV,  parallèle  à  la  ligne  CM,  qui  va  du  centre  an  point 
de  tangence ,  on  a  y/'  =  a.',  d'où  A  =z  n;  et  la  tangente  TU 
est  parallèle  à  la  corde  supplémentaire  JVO,  ce  qui  fournit  en- 
core un  moyen  très  simple  de  mener  une  tangente  à  l'eliipse. 

4ii.  Faisons  décrire  la  courbe  au  point  de  contact  M(x',y'), 
et  suivons  la  tang,  dans  toutes  les  positions  qu'elle  affecte.  En  0, 
:t'=a,J'':=0;réqu.  de  2'jV/deïient  x=:a:  ainsi  la  tang.  est  parai), 
aux  _)■.  A.  mesure  que  le  poin  de  contact  s'élève  sur  la  courbe; 
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/  décroit  et  r'  croît:  donc  -^  =t=  -^ {^,  décroît ,  et  CT  =  —, 

mAX'j  ainsi  le  point  T  s'éloigne  sans  cesse,  et  l'angle  MTC 
limtiiBe  jusqu'à  ce  qu'en  B  la  tangente  derietiné  parallèle 
m'graltld  aie.  La  symétrie  de  la  courbe  dispense  de  pôursuîyre 
plus  loin  cet  examen  :  donc  j  U  n*y  a  point  d^ inclinaison  don-- 
née  qui  ne  puisse  convenir  à  l'une  des  tangentes  de  l'ellipse. 
"-  (hi  obtient  le  point  de  l'ellipse  oii  une  droite  doit  la  toucher, 
son  inclinaison  étant  donnée ,  en  cherchant  x'  et  y^  lorsque  A 
est  oonnii^  on  a  pour  cela  les  équ. 

ay  +  ô  V*  =  a*ft*,    jic^y  +  6  V  a=  o. 

Ob  peut  également  résoudre  uh  grand  nombre  de  problèmes 
relatifs  à  la  tangente ,  et  qu'on  traiterait  par  une  analyse  sem- 
blable. 

Cherchons  les  segmens  OH,  AK  (  fig.  210  )  formés  par  une 
tai^ente  quelconque  KH  sur  les  tangentes  menées  aux  som- 
mets. On  a  €^yy  +  &***'  =  a*^*;  foisant  4P  =  d:  a,  les  ^  sont 
nos  deux  segmens,  savoir, 

ay  ay 

Le  produit  de  ces  deux  quantités  se  réduit  à  ^;  dooc  le  pro- 
duit des  segmens  OH^  AKj  formés  par  unie  tangente  quel- 
conque KH^  est  constamment  égal  an  carré  du  demi  petit  axe, 
quelle  que  soit  la  direction  de  cette  tangente  KH,  Nous  Terrons 
(p.  :434)  V^  ^  lignes  AK  et  OH  peuvent  être  deux  tangentes 
paraUëlet  qndconques,  pourra  qu'au  lien  de  h^  on  prenne  le 
ourré  de  la  longueur  Cy,  qui  leur  est  parallèle. 

4.1a.  Cherdums  Vindinaison  des  rayons  irecieurs  sur  la  tang. 
[fig.  a  10).  Soient  CF=rt,  les  angles  Far r=: F,  F' J!/r=^'. 
Toute  droite  qui  passe  en  F(«,  o),  a  pour  équ.  j^=:^(«—  et); 

d'o&  ^'=^  -7-*î —  i  pour  lé  rayon  yeeteur  FM^  qui  passe  par  le 
*  —  fit 

^int  déuoé  3Ê{x^/yy*MaLis  pour  Pindiniiisoii  dé  la  tangente, 
I.  27 


>  =  —  —-yi  a'  =  a' — i'<1onnetamgr=-— ; — 3-3=  ^\. 

En  cliangeant  a  en  —  et,  on  a   pour  tang    F"  une  TiWiii  lit 
égale  avec  un  signe  coatraire  ;  on  en  conclut  que  les  anglei  7  lil 
et  f"  sont  aupplémens  l'un  de  l'autre  (o"  349)-  L'angle  FM7 
est  aigu  et  supplément  de  l'angle  obtus  F'JHT,  ou  plutAt  \et 
angles  aigus  F'MI  et  FMT sont  égaus. 

Ainsi,  leg  rayons  vecteurs  de  Pellip&e,  jnenis  au  point  di 
contact,,  tout  igaUment  inclinés  sur  la  tangente  et  sur  la  nar- 
maU,  Donc,  tous  les  rayons  lumineux  ou  sonores  F'M,  qui 
partent  du  foyer  F',  doivent,  à  leur  rencontre  en  M  avec 
l'ellipe,  se  réflécliîr  à  Vautre  foyer  F.  En  prolongeant  F'M, 
la  tang  TM  divise  en  deui  parties  égales  l'angle  FMG ,  et  li 
normale  l'angle  F' MF. 

4i3.  Ou  peut  se  servir  de  cette  propriété  poar  mener  une 
tang.  ou  une  normale  en  un  point  donné  M  Ae  l'ellipse  (fïg.  3  to); 
«er,  prenant  sur  le  prolongement  de  F'M ,  MG-=  FM,  TM 
sera  perpend.  sur  le  milieu  de  PG. 

Pour  mener  la  tangente  TM  par  un  point  eitérieur  donné  /, 
clierchons  le  point  M  de  contact.  Supposons  le  problème  ré- 
solu ;  alors  /  étant  à  égale  distance  de  P  et  de  G ,  le  cercif 
FG ,  qui  passe  en  F,  et  dont  /  est  le  ciMitre ,  passe  aussi  en  C , 
mais  F' G  r=  F'M+  MF^ilâO  ;  dono  le  point  G  est  anssi  sur 
le  cercle  décrit  du  centre  F'  avec  le  rayon  AO, 

Une  fois  ces  deus  cercles  tracés,  le  point  G  est  connu;  m 
mène  F'G,ei  l'on  a  le  point  M  de  contact.  II  est  d'ailleursœr- 
tain  c|ue  les  deux  cercles  doivent  se  couper,  puisque  ,  sans  cela, 
le  point  Cn'esisterait  pas,  et  le  problème  serait  absurde;  ce  qui 
ne  peut  être,  tant  que  le  point  /  est  estérieor  à  Felllpse  :  on  1 
même  deux  pointa  G,  et  partant  deus  tangentes. 

On  peut  encore  traiter  le  problème  comme  n"  ^']Q,  3°.,  el[ 
407;  les  coordonnées  »,  fi  du  point  extérieur  K  (fig.  aSi)  it 
^ant  satisfaire  aai  éqii.  de  la  tang  MK  et  de  l'ellipse,  on 

a'(3/  +  b*»M'  =  a'b',     a'y'  +  b'x''  =  e^b*  ; 
l'élimination  donnerait  pour  x  eA  y  des  valeurs  du  s*  dsgn 
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iinsi ,  par  le  point  K ,  on  peut  mener  deux  taugentet  3ÎK ,  NK. 
t^fy + ^«jr=a'&*  est  Péqu.  de  la  droite  MN  qui  joint  les  points 
le  oontact^  puisqu'elle  est  latisfaite  par  «ss»'  et  j^  =  y*. Il 
wt  donc  £sci1e  de  tracer  cette  droite  et  d'en  conclure  ce;s  points. 
Et  enfin  les  taog.;  la  figure  ^5i  ne  suppose  pas  les  ooordonnées 
isctnngnlaires. 

Gomme  ^  =  o  donne  «s  =  a\  équ.  indépendante  ddb  et  0^ 
CE  est  constant  9  qœlque  part  qu^on  prenne  le  point  K,  pourvu 
fait  CL«dfs=:»et  legrandaxe  aa  restent  ks  mêmes.  Donc  y  si  A  se 
ment  sur  BJB'  parallèle  aux>^y  les  tangentes  et  les  cordes  va- 
rient ,  mais  le  point  É  teste  fixe ,  même  quand  le  2*  axe  àA 
change;  en  sorte  que  £  a  la  même  position  que  pour  le  œrok 
décrit  da  centre  C  avec  le  rajona.  Le  point  £^  cbnt  Pabacisse 
est  #ssa*  im,  est  situé  an  dedans  ou  au  dehors  de  Pellipsci  sui-> 
Tant  que  «  est  ^  ou  ^  a,  c-li-d»  suivant  que  la  droite  £â^ 
iest  en  dehors  de  la  courbe»  ou  la  coupe. 

4i4*  Venons-en  laaintenant  k  Vhyperbole  :  on  pourrait  ici 
refaire  tous  les  calculs  qu'on  vient  d'appliquer  k  l'ellipse  ;  mais 
il  suffit  de  changer  dans  ceuxHn  b  en  &|/— - 1  (n^  Sg^).  Oii 
trouve  alors  les  résultats  «uivans. 

t^.  Four  Finclinaison  iet  l'équ.  de  la  tâfigente, 

La  tangente  TM  (  fi^.  307  )  fait  avec  l'axe  des  x  nn  angle 
aign^  elle  est  parallèle  k  cdle  qu'on  mènerait  an  point  M'. 
On  aura  de  même  l'équ.  de  la  normale. 

a*.  CT^=s,  --r  y  les  points  Hf  et  7* tombent  du  même  c6té  de  Faxe 

Cy\  comme  «^  est  >-  a ,  Test  compris  entre  C  et  le  sommet  A\> 

*''  —  a* 
Sous-tang  =3  ■■    ^ —  9 

Sons-normale  =  «--7- • 

a* 

y.fdnr  les  jb<tf  cardes  suppiémentaireaQjyet^iV(fig.:n  i)» 

•  ■ 

«7- 


L 
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semble  aigus  ou  obtus.  L'équ.  de  jiN est  j-  =  « («  —  a);  pu-  1 

MDt  par  le  point  jV  (*',  y) ,  on  a  pour  la  corde  jiN,  et  =  -7^^ 

donc  et  et  y  sont  de  même  signe,  puisque  V  >  a.  Ainsi  In  I 
angles  des  corties  supplémentaires  avec  l'axe  des  x  sont 
qaan<l  JV  est  placé  comme  dans  la  ûgure.  Ils  sont  obtus 
la  brandie  supérieure  à  gauche ,  etc.  Pour  la  ligne  CMfA  b  I 

tang  TA/,  en  jtl ,  oa  a  ^A'  =  —  ;  on  conclut  donc  qUe  k 

procédé  (11°  4'")  '  P"'""  mener  une  tangente  h  l'ellipse,  est  ap- 
plicable ici.  On  mène  au  point  J/  de  contact  la  ligne  CM,  puîi 
la  corde  OJV parallèle  à  CW, et  sa  corde  upplémenlaîre  JIT^; 
celle-ci  i;at  parallële  à  la  tangente  TM. 

On  trouve,  comme  (n"4'09)  pour  l'angle  fl^  OJV"^  des  corda 

suppl. ,  tang  e  =  °'^^.~^.^  i  or  (n"  4.5)  *>  ^,  ouoV>P; 

ainsi  tang  6  est  positif  et  l'angle  6  est  aigu.  Si  les  axes  Tarient 
dans  le  même  rapport ,  9  demeure  constant. 

Quand  t  est  connu  et  qu'on  cherche  et,  il  faut  résoudre  l'équ. 
du  a'  degré  «'«' —  «(a^-j-i')  tang  6  =  b' ,  dont  les  racines  ne 
sont  jamais  imaginaires  et  ont  des  signes  différens.  L'angle  ' 
n'a  pas  ici  de  limites  connue  dans  le  cas  de  l'ellipse.  On  peul 
construire  les  deux  solutions  en  décrivant  sur  j40  nn  segnietil 
capable  de  l'angle  donné  6,  que  doivent  faire  les  cordes  supplé- 
mentaires, et  menant  des  droites  de  chaque  point  de  seCtiau 
aux  deux  sommets.  Plus  a.  décroît,  c.  à-d.  plus  .^JV  s'abaisse 
sur  ji-c,  plus  i  diminucj  en  passant  par  toutes  les  grandeurs df 
go" à  zéro, 

4°.  Les  angles  formés  par  les  rayons  vecteurs  et  la  tangeatt 

conservent  la  même  valeur  — ,  ;  leurs  inclinaisons  sur  la  ton- 

genU  sont  donc  Ue  mêmes,,  ainsi  que  sur  ta  normale  ;  TM  di- 
vise F' MF  (fig.  307)  en  deux  parties  égales  ;  on  construit  donc 
La  tangente  par  le  même  procédé  que  pour  l'ellipse  (n"  ^li). 


Si  le  pojnt  donné  est  sur  la  courbe  en  Jf  ,  on  prend  MGzsiMF* 
et  Pou  abaisse  MT  perpend.  sur  le  milieu  de  FG. 

Si  le  point  donné  est  en  /  hors  de  U  Qonrbe ,  du  centre  / 
pn  décrit  le  cercle  FG\  puis  du  centre  F'^  avec  un  rajon 
F' G  =  F'M^"^ FM  =  AOsy  on  trace  un  a*  cercle,  qui  coup€ 
le  I*'  en  deux  points^  G  étant  connu ^  F' G  projbngé  en  M 
donnip  le  point  de  contact  M,  Du  reste  «  les  conséquences,  du 
n*  4^.3  ont  Clément  lieu  ici. 

4i5«  Faisonj!  par^oqrir  aq  pp^nt  de  contact  M  (fig.  2^2)  les 

divers  points  de  la  courbe.  En  A  (*'  =  a,  y=p),  Péqu.  de 

la  tang.  décrient  x  =•  a]  ainsi  DD'  tangente  au  sommet  est 

parallèle  aux  y,  A  mesure  que  le  point  M  s'élève  sur  la  courbe, 

pour  connaître  les  positions  successives  de  la  tangente,  il  faut 

çn  déterminer  le  pied  T  et  les  diverses  inclinaisons  ;  mais  on 

b^x' 
ne  peut  déduire  ces  angles  de  la  valeur  ^-ss  -^^  ^   parce  que 

a/  eX  y  croissent  ensemble.  Pour  lever  cette  difficulté,  mettons 
pour  içjr'  sa  valeur  dj  AV(«'*— 70*},  ejt  c^ivjt^pp;, h^yX  et  l]as.  p^ 
&f  plviei^t  / 

V(-r-) 

Or,  plus  x'  croit  et  plus  A  et  CT  décroissent;  en  sprte.que, 
^'une  part  y  le  piçd  Tl  de  la  tangent)S(  apprpche  sans  cesse  du 
centre  C  sans;  atteindre,  et  de. l'autre ^^  Fai{([le  i^^ diminue  en 
ipème  temps.  Mais  cette  diminution  de  T  n'a  pai  lieu  indéfi- 
niment \  car  le  radical  approche  de  plus  en  plp<  de  un  et  ne 
peut  dépasser  ce  terme,  qù^irn'atteintméiAe  qu'à  j;'=oo;  alors 

>^  =  rb-  et  CTz=i  o.  Du  reste,  il  est  inutile  de  continuer  le 
a  ' 

mouveiaent  du  point  M  sur  les  autres  parties  de  la  courbe ,  à 

cause  de  la  symétrie* 

Pour  construire  ces  expressions,  portons  au  sommet  A  les 

ordonnées  AD  =  AU  ss  h ,  traçons  CD  et  CU  ;  ces  droites 

ont  pour  équ.  ^  :rr.  +  -x\  elles  sont  U^^  limiies  de  toutes  les. 


» 
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Uui'X»nàrtjet  ne  rtiiconJrenI  la  courbe  ijtt^à  l'injmi  :  cette  ooni 

Vit  entièrement  renferaiée  dans  l'angle  ÇC(^  et  son  opposé. 

La  tangente  tait  avec  le  i  "  axe  nn  angle  compris  entre  DCA 
rt  ai»  droit;  on  ne  peut  donc  mener  une  tangente  parallèle i 
une  droite  donnée  CI,  passant  en  C ,  qu'autant  que  Cf  est  dan) 
l'angle  DCH. 

4t6.  Quand  deux  courbes  s'étendent  à  l'infini,  on  dit  qo« 
l'une  est  ASTitfFTOIfE  de  l'autre,  si  elle  s'en  approche  de  pku 
en  pluSj  et  si  l'on  peut  a'iloigner  assez  pour  que  leur  dUlant» 
soit  moindre  que  toute  quantité  donnée.  L'équ.  de  l'fayp^- 
bole  est 


V      a*"       8**"    V' 


en  développant  \/{x'  —  a"}  (p.  ig4)  :  le  i*  terme  excepté,* 
n'entre  qu'au  dénominateur  ;  ainsi  tous  ces  termes  décroûsent 
iiuiéSnîment  quand  jt  augweute.  L'équ.  }'=  :!;  — j;  ^ppartienl 

donc  à  deux  droites  CÇ,  CÇ'  (  fij;.  21a  ),  dont  TordonDée 
PQ^"^  PM  donne  la  diflérence  JiÇ  aussi  petite  qu'on  reut. 
Ces  droites,  que  nons  savonj  être  les  limites  des  tangentes^  sont 
donc  aussi  les  asymptotes  de  l'h^perbide. 

SI  l'hyperbole  est  équilatère,  a:=b;  les  asjmpiotes  sont  à 
angle  droit. 

On  trouvera  que  la  propriété  démontrée  à  la  Ga  du  n"  4" 
subsiste  aussi  pour  l'hyperbole. 

417.  Eliminons  y  entre  l'équation  de  l'hyperbole  et  celfc 
y^kx  +  /  d'une  droite  quelconque,  pour  avoir  les  points  de 
section  :  nous  trouvons 

fa'i"  —  6^)  a;^  +  aa'i/.r  +  n'(r  +  6")  =  O. 
Cette  équ.  du  2°  ckegré  se  réduit  vol  i"  quand  a'k'  =  b*,  t» 
^  =  ±-,  d'où  a;  = — — .  Une  parallèle  aus  asymptote 

ne  cMtpe  donc  la  courba  qu'en  un  point.  (Le  2°  point  de  section 
t'St  à  l'infini.)  Pour  l'asymptote  même ,  ^  :=  o ,  et  les  deux  sec- 
tions sont  il  l'infini.  En  général ,  on  a 


•""  a'ife*  — 6»  ' 

tl  comme  y^==ikx  -f*  ^yl^^  radical  est  le  même  pour  xéty.  Pour 
qtie  la  droite  coupe  l'hyperbole  ,x  et  y  doirent  être  réels;  dis- 
tinguons trois  cas  y  selon,  que 

a*k''=,  <ou>.  i*+  b\ 

Dane  le  h^  cas,  la  droite  n'a  qu'aa.point  commun  airec  l'hy- 
]Msrboie  V  Téqti*  du  2*  de^é  devenant  un  carré ,  la  droite  touche 
hktonrhe.{^oy,  n®  4^4*)  ^^  P^^^  ^^^^^  ^  ^^ ^'^  mojèn  de  mener 
une  tangente  par  un  point  extérieur  I{x\y)  l(fîg.  207);  car 
^•*->y  ss:i(jr-~4/}derant  aussi  être  Féqu.  dé  ]'ild:tt>ile ,  oA  Toit 
que  /=  y  —  hx',  qui ,  aTCC  l'éqti.  «•*•  -=  Jf  +.  ^>  détermine 
iétl 
*  Dann  le  »*  cas  >  il  y  a  deux  pointa  de  section.  Posons 

et  si  la  droite  passe  au  centre ,  Z  =±:  a. 

Toute  droite  ilf^'  (%.  207),  qui  passe  par  le  centre  C,  et 
est  dans  l'angle  asymptotîque ,  coi^pe  la  courbe  en  deux  points 
opposés  M  et  ]if,  dont  les  abscisses  ^ont  ^ales  en  signes  con- 
trair^â;  if  en  est  de  même  des  ordonnéens,  etdeCiXf  et  CM^. 
Dans  le  3^  cas  ^  la  droite  ne  coupe  pas  là  courbe.  Si  /  =:  Q ,  on 
a  ùk^  b y  la  droite  passe  par  lé  centre  et  est  dans  Tangle 
QCB  (fig.  ai2};  elle  est  parallèle  à  deux  tangentes;  tandis 
qu'au  contraire  toute  ligne  qui  est  dans  Pangle  QCQ^  çoûpe  la 
courbe  et  n'a  aucune  tangente  parallèle. 

4^^'  Rapportons  l'hyperbole  aux  asymptotes  0&^C&(fig.  21 3), 
pour  axes  dè^  V  et^  ;  menons  MP  parallèle  à  Cb  j  CP  =îïa;', 

PM-=y.  L'angle  xCb  =«  a  pour  tangente  -  (n®  ^iS)\  d'où, 
fB  £ais^t  pour  abréger  ^ 


_      1      _    -     . «_    ^ 

•"'  '  -  V^Ca-  +  4-)  -  2,.  ■  "°  '  -  i/la-  -f  5i)  - 
les  liaiiuaUs  générales  (  fi  j  n"  383)  clerieDiteiit 

zmx  =  a(y'  +  x')  ,  amy  =  b{y'  —  x'). 


Au  sommet  J  ,  où  y  =o,  an  a  x'  —y' ,  CD  =  DA;  CBÂV 
r^t  donc  ualo5aii(^e,  ce  qui  suit  anssi  de  cequel'ang.Dj^ C^ZJCj^. 
SubstilHons  ces  valeurs  d'x  et  ^  dans  a°j' —i'a:'^ —  a*i';  il 
vieat  xfy'  =  /n*  pour  l'êqu.  demandée.  En  faisant  x^  ^  y',  oa 
a  CD  :=m  =  i  ^ià-  +  b').  Si  l'on  compte  les  x  ety  pogilib, 
selon  Cb  et  CH',  i'é.ju.  eal  xy  =^  —  m'. 

Ou  pomiue  m' lo  puiesance  de  i' hyperbole  ;  si  elle  est  équi- 
Utère,  CB/iD  estun  carré  =  m'  =  g  n". 


T)eiy  =  m 


e  que  y  décroît  quand  x  angmente ,  et  ri 
i  prouTç  que  l«s  fis£3  sont  eu  eSct  do  < 


ciproquement;  ce  qt 
a.sjmptotes> 

Nous  avons  trouvé  que  n  ^^  am  cos  t,  b  ^^  ^f"  sïn  «-,  ce  sont 
les  axes  de  l'hyperbole  qui  sont  ainsi  connus ,  lorsqu'elle  est  rap- 
jjortée  à  ses  asymplotes.  Les  diagonale»  CA ,  DB ,  du  losange 
CUAB ,  résolvent  d'ailleurs  le  problème;  c;ir  2msîii«=:&, 
DL  =  CD  sin  «  =  m  sin  ■ ,  donnent  BD=:b.  — 


419.  Multiplions  l'éi 


equ.  xy  = 
1  bCb-  = 


il  vient 


le  !'■  inembrc  (p.  3^5,  V)  exprime  faire  da  parallélogramme 
C.PMQ ,  qui  est  par  coiméquent  constante  j  quelque  part  qu'ûa 
prenne  le  point  M  sur  la  courbe  /  d'ailleurs  le  3*  membre  :=:7<i£; 
ainsi ,  l'aire  CPMQ  est  la  moitié  du  rectangle  des  demi-axes  ;  M 
qui  suit  aussi  de  ce  qne  CA=a,  BDr^bet.  CBAD  =  C(^MV. 
420.  Une  semblable  Lranslormation  pourrait  donner  l'équ.dc 
U  tang.  TM  au  point  M{!f,y),  rapportée  aux  asymptotes  ;  mais 
on  la  trouve  directement  par  ce  calcul-  Celte  équ.  est  (n"  367) 

A  étant  —. — Vpèr    '  ehangeons,  comme  n"  ^o3  ,  x'  et  y    tn 
x'  -\-  h  cl  y'  •\'  k ,  dans  l'éciu.  x'y'  =  ni', 


i=c'  +  h)  iy  +  k)^ m';  d'où I ^ ^^^'        ' 

Telle  est  la  valeur  de  A  pour  la  sécante  MN\  la  limite  sç 
rapporte  à  la  tangente;  d'oii  A-^  ^\  donc  enfiny  Péqu.  cher^. 
chée  est 

Faisant  jf  =  o ,  on  trouve  x  =  —7-'  s=  aa/,  abscisse  CT  du 

pied  7^ de  la  tangente,  et  qui  est  double  de  CP  y  prenant  donc 
TP  t=.  CP  y  menant  TMj  on  a  la  tangente.  Comme  triangle 
SMQ  ==  MTPy  le  point  ilf  de  contact  est  au  milieu  de  ST. 

Puisque  CT  =  ax'  et  C5=  a/ ,  Paire  CST=z  ax'/  sîn  am 
(p.  376) ,  ou  =3  a&  ;  l'aire  GST  êst  donc  constante  quel  que  soit 
le  point  M  ;  eUe  égale  le  rectangle  des  demi^xes  ;  les  quatre 
triangles7il^/' ,  CMP,  CMQ,  SMQ,  spnt  équivalens. 

4ai.  L'équ.  d'une  sécante  bV  esty  =s  Kx  -f-  Z;  jf  =  o  donne 
le  point  b'  de  section  par  l'asymptote ,  Cb^  •=Z'^L  l  K,  Élimi- 
nant X  éty  avec  xy  ss  m* ,  on  à  les.  points  N,  iV'  de  section  avec 
la  courbe  ;  d'où  Kx^  +  Lx=m\  Or,  (n»  187,  Z\)  —  L  :  A 
est  la  somme  des  racinestcs^a'  rH  aN=  Cb\  ou=  Ci/  -^a^b'  ; 
donc  aZV  =  a'b^^  el  les  triangles  iVa6 ,  Ifatb'  sont  <^ux  ^  d'où 
&iV  =  yiY^  Toute  sécante  a  des  portions  égaies  comprises  entre 
J^hyperboh  et  l'a^mptote. 

On  tire  de  là  un  procédé  facile  pour  décrire  la  courbe,  lors- 
qu'on a  un  de  ses  points  Pf  et  ses  «symptotes.  Par  ce  point 
mene%  une  droite  quelconque  hhff  prenez  b'N'  =  bN  ,  N'  sera 
un  a^  point  de  la  courbe.  En  répétant  cette  construction ,  on 
dbtient  autant 'de  pointarqu'oh  veut. 

Les  abscisfes  aNj  Ca\  de  A^et  /V,  étant  JS^^'x",  résolvant  les 
triangles  abl^j  bD/^Oy  on  trouve 

s\n  b  ,  sin  p 

fnultipljant  ces  équ*  il  vient 


^afi  stcTiOH*  coiiiQuu.  I 

bN  X  m-  =  yar".  ^^  —  —  ^'.  îî^, 

6ia*  0  K     sin"  tf 

i  canse  da  dernier  ternie  de  l'équ.  Kx*  +  Zor  =  m*.  Or,  tt 
produit  est  indépeDdant  de  L,et  toute  parallèle  h  notre  sé- 
cante l'eût  purelllement  (loaaé.  Donc ,  deux  aécanUa  ont  mimt 
valeur  pour  le  produit  bH  X  1>'N  ,  que  le  carré  de  la  denû- 
tangtnte  SM ,  lorsque  ces  Iroi»  droites  sont  paralUileg, 

4a2.  Le  procédé  du  a"  4^3,  pour  trouver  A  Hrus  l'équ.  (i), 
s'applique  à  toute  équ.,  quel  que  soit  l'angle  des  coordonnéf)  ; 
en  suivant  attentivement  ce  qu'où  y  prescrit,  on  voit  qu'il  faut 
changer  x  en  a/  +  A  ,  J"  en  ^'  +  /( ,  dans  la  proposée ,  ce  «juî 
donne  deux,  sortes  de  termes;  i".  ceux  qui  n'ont  ni  k  ni  h, 
et  qui,  restant  quand  ces  accroissemens  sont  nuls,  recomposf^nt 
l'équ.  de  la  courbe  et  s'entre-détruisent  ;  2".  des  lerniFS  doulA 
ou  ^  sont  facteurs,  qui  sout  destinés  à  donner  leur  rapporta:  A, 
auquel  on  substitue  A,  en  faisant  A  et  ft  uuls. 

Maïs  il  est  clair  que  les  termes  qui  disparaîssent  de  ce  rap- 
port sont  ceux  où  h  et  k  entraient  à  «ne  dimension  supérieure 
à  la  i".  Donc  ,  si,  supprimant  les  raïsonnemcns,  on  /en  tient 
an  matériel  du  cnicnl ,  on  voit  qif'il  fùul  i".  changer  %  en  l'+li, 
y  en  y'  +  k ,  et  développer  ;  2°.  supprimer  tous  les  termes  où  h 
*t  k  entrent  à  une  dimension  supérieure  à  la  i  '* ,  ainsi  qae  eeia 
oùhetV.iie  sont  pas;  ceux-ci  reproduisant  la  proposée,  s' entre- 
détruisent; enliu  ,  faisant  k  =  Ah  (h  eatfaeCear  commun  il 
s'en,  va),  on  en  lire  A.  Substituant  dans  les  équ.  du  n"  ^0^, 
OD  a  celles  de  la  tangente  et  de  la  normale.    .  . 

Ainsi ,  pour  ^y'  -f-  SJcy  =:  ay  +  x  ,  on  trouve  d'abord 

2_y'6  +  2i'A  +  ay'A  =  zfc  +  A, 
pni»  tyA  +  v^A  +2^  ^%A  +  tj 

d'où  A=    T^  ,— '-■ 

^  +  *  —  I 

Par  ex.,  le  point  (1,  i)  est  sur  la  courbe,  puiaqne  ces  coor- 
donnée! ,  mises  pour  x  tty,  satisfuit  à  1*  propcMée;  on  tMnt* 


TAHOE1VTS8*  4^7 

^=s  — i,  et  Péqa.  de  latang.,  eo  ce  point  de  U  coarbe^  eet 
j^  —  isaa —  ^{x  —  i),  ou  ay+ar  =  3. 

Prenons  encore  Féqa.  jr*  s=  mx  +  nac^  $  <fui  appartient  à  nos 
trou  oourfaety  snÎTcnt  le»  valeurs  qu'ont  m  et  i»  (n^  4^  y  <^ 
troBve 

d'où  A:=i* j ' 

•y 

423.  Quand  la  tangente  est  parallèle  aux  x  ,  il  est  clair  que 
dès  qiie  la  branche  de  courbe  est  entiènemeni  aordessons  ou  au- 
dessus  de  la  tangente  y  Vy  dn  point  de  contact  est  ^  ou  <[  que 
ie%y  voisines.  Ainsi  Yéc^^A  x=  o  doit  donner  1^  qui  est  un  maxi^ 
munt  on  un  minimum  /  et  on  la  trouve  en  âinû&ant  x  et  y  entre 
^=0  et  la  proposée,  ^soo  donné  ks  tangentes  paralielet 
aux  y  f  c-à*d.  les  limites  de  la  courbe  dana  lé  sens  des  x« 

Soit,  par  ex.,  Véqa.  ^— #:ry  +  5jf*-**a:  +  ^sso/ponr 

laquelle  on  trouve  jt  = ;-  j  posant  y — a;  + 1  =  o, 

et  éliminant  avec  la  proposée,  on  ditient  xac3  et  j,  e\yi^% 
et  o  4  coordonnées  des  points  où  la  tangente  est  parallèle  aui^  ar; 
9  est  la  plus  grande  ordonnée^  o  la  plus  petite  ;  la  courbe  ne. 
passe  pas  au-dessous  de  Taxe  des  x  ,  qu'elle  touobe  an  point 
(1,0).  ay — a?9S90  donne  x  =  a±:  V/^»  ^=x^*±V  ri  coordon- 
nées des  limites  latérales  (n®  4^4  9  ^K*  ^^)« 

. .  •  ■  ■  -^  .  ....         j 

4a4-  £teot:  données  Féqu.  d'une  courbe  in  a*  degrés  et  celle 
jr  B=5  a»  -4»  i  d^une  drèite ,  pôw^  tronvev  lea  points  de  sec- 
tioB ,  il  faut  éliminer  y ,  ce  qui  condinri  i  une  éqi>.  du  s^ 
degré  en  x  ^  dont  lea  imcioes  sent  les  abseisses  des  deux  points 
cbercbés.  Suivant  que  ees  racines ,  de  la  lisrme  x  ss  M-^  V^'f 
sont  réelles  ou  imaginaires ,  la  droite  a  deux  points  comoinns 
«ree  la  courbe,  ou  ne  lu  coupe  pas  :  Mais  «s  Mwavintm  de  iL^êont 
égahsj  la  éhoUê  touche  Imàçuriê.  En  eiet,  si  a  et  6  sont  îndé* 
terminés,  k  droite  variait ,  M  et  iVclnnigereiit ,  et  il  est  évi^ 
^t  c{ue  le»  points  de  iMOlion  se  rapprooherent  k  mesure  que  N 


I 


"'1 
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décroîtra  ;  enfin  ,  iV  étant  nul ,  ces  points  coïncùleronl.  Et..; 

3^  =  4i:+2,  y'  — ,ary  +  2i:'4.4r  — 5y  +  4=o; 
l'élimination  de^  donne  x'  —  aa;  +  i  =o  ^  {^x  —  i)' ;  limi 
la  droite  touche  la  courbe  au  point  pour  lequel  a: ^  i,  y^i. 
Lorsqu'en  faisant  _y^=o,  dans  une  équ.,on  trouTe  (x — 3fy=^ 
on  doit  en  conclure  que  la  courbe  touche  l'aie  des  x  au  point 
(x».  Fby.  C£g.  226  et  a3o,  n°'  443  et  454.) 

Du  Centre  et  des  Diamètres. 

4a5-Le  Cenirc  d'une  courbe  est  un  point  C  (iig,  ai4^L3iS]> 
qui  ^ouit  de  la  propriété  de  couper  tn  deux  parties  égales  toutes 
Ui  cordes  ,  telles  que  MM' ,  menées  par  ce  point.  Mettons  l'ori- 
gine en  C  ;  menons  f  M,  P M'  parallèles  à  l'axe  Cy  ;  les  triait- 
gles  CPM,  CPU'  sont  égaux  à  cause  de  CM=  C^t  \  d'oii 
CP=CP',  J'iH  =  /''M'.Donc,  lorsque  l'origine  est  au  centre 
de  la  courbe,  les  ordonnées  et  les  abscisses  sont  den^  à  deui 
égales  et  de  signes  contraires.  La  réciproque  a  visiblement  lieo. 

L'ai!gle_yCj  des  coordonnées  est  ici  quelconque. 

Donc  pour  qu'une  courbe  ait  le  centre  à  l  origine  ,  il  est  né' 
casaaire  et  il  suffit  que  son  équ.  ne  soit  point  altérée  lorsqu'on 
y  change  x  en— x ,  et  y  en  —  y. 

Appliquons  ce  précepte  à  l'équ.  générale  du  2'  d^ré 
^y  +  Bxy  +  Cx'  -^Dy  +  Ex  +  F=:  o. . .  (1). 

I!  est  manifeste  qu'a^n^zM  la  courbe  ait  l'origine  pour  centrij 
il  faut  que  son  èqu.  ne  contienne  pas  les  termes  Dy  et  El; 
elle  sera  de  la  forme  jiy"  +  Bxy  +  Cx^,~i-  F^o.  C'est  pour 
cela  que ,  par  anticipation ,  nous  avons  donné  le  nom  de  centre 
au  milieu  de  l'axe  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  ;  et  il  devïenl 
prouvé  que  toute  corde  qui  passe  par  ce  point  y  est  coupée  et 
deux  parties  égales. 

Mais  une  courbe  pourrait  avoir  un  centre  qui  ne  fût  pas  silut 
à  l'origine  ;  alors  il  faudrait  qu'on  pùl  l'y  transporter  ;  on  clian- 
geraitxenx  -|-ii,ven  y' ~l~^i  et  l'on  déterminerait  le*  coor- 
données arbitraires  a  et  />  de  la  nouvelle  origine,  de  manièrt 
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Il  chasser  lès  termes  de  i**^  d^ré  en  oi  et  y.  Faisons  ce  calcul 
pour  réqu.  (i)  :  nous  égalerons  ces  termes  à  zéro  >  et  il 
Tiendra 

Bh  +  "ULCa  4-^=0,   Aï  +  i^Ah  +  D  =  o. . .  (i)  ; 

^.  ,  2^JE  —  ^Z>     ,        ^CD  —  BE        ,,. 

^t  la  transformée  est  Ay^*  +  Bx'y'  +  Ca/^  +  Q = o ,  Q  dési- 
gnant le  terme 'tout  constant.  La  >couti)e  du  2*  degré  a  donc 
un  centre  toutes  les  fois  que  ce  calcul  est  possible,  et  elle  n'en 
«  qi^un  seid;  mais  elle  n'en  a  point  dans  le  cas  contraire  >  qui 
a  lieu  lorsque  B^-^  ^C^o^y  les  équ.  (2)  sont  alors  oofitra- 
dictoires  (n^  1149  ^i^O*  Cependant,  si  l'un  des  numérateurs  de 
a  joia  b  était  en  même  temps  =0,  l'autre  le  serait  aussi;  il  j 
«orait  une  infinité  de  centres,  et  les  équ.  (2)  rentreraient  l'une 
dans  l'autre  (n^'  114»  3^). 

'  £n  général,  si  a  et  6  représentent  des  coordonnées  yariables>  les 
^n.  (2)  appartîecment  à  deux  droites,  dont  l'interseetîoii  donne 
le  centre  ;  elles  sont  paraUèles  lorsqu'il  n'j  a  point  de  centre  > 
«t  elles  onncident  lorsqu'il  7  en  a  une  infinité;  les  centres  sont 
tous  les  points  de  cette  droite.  <jes  cas  particuliers  s'éclairoiront 
bientôt  (n<>  458). 

Donc  ia  parabole  n'a  point  de  centre  j  puisque  B*'  '*^  ^AC 
«devient  0—4X0  =  0,  pour  l'équ.jr*  s=3  2px. 

426.  On  dit  qu'une  ligne  est  Diamètre  d'une  courbe  lorsqu'elle 
coupe  en  deux  parties  égales  toutes  Us  cordes  parallèles  me- 
néefs  dans  une  direction  déterminée. 

Lorsque  deux  droites  sont  réciproquement  dés  diamètres 
Tune  par  rapport  à  l'autre,  on  les  nomme  Diaitiètres  conjugués. 
Les  axes  de  PeDipse  et  de  l'hjperbole  sont ,  par  ex* ,  des  diamè- 
tres conjugués. 

427.  Pour  que  Taxe  des  x  soit  diamètre,  les  cordes  étant  pa- 
raUè^les  à  Taxe  des  y,  il  faut  que  chaque  abscisse  donne  deux  Ta- 
lenrs  égales  et  de  signes  contraires  pour  y\  ainsi ,  en  résolvant 
|Mr  rapport  à  j^  les  éqik  .du  2*  degré:»  qui  jouissent  de  cette  pro- 
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priété ,  il  faut  qu'on  ait  y  ^  ±  V  K,  K  contenant  x.  El 
faÎHDt  le  calcul  sur  l'iiqu.  (i)  ,  il  est  visible  que  nette  con- 
dition u'a  lieu  c|u'autant  que  cette  équ.  est  privée  de>  termei 
Bxy  et  Dy. 

Les  diamètres  passent  tous  par  le  centre,  lorsqne  la  conrbe 
en  a  un  ;  car  ce  point  coupe  en  deux  parties  ^ales  la  corde 
parallèle  aux  y,  aussi  bien  que  toutes  les  autres  cordes. 

De  même,  pour  que  l'axe  des  y  soit  diamètre  par  rapport 
à  celui  deax,  il  faut  que  l'équ.  de  la  courbe  ne  contienne  wtBx) 
ni  Ex.  Donc,  pour  que  les  deux  axes  des  ^  et  ^  suient  diir 
mètres  conjugués ,  il  faut  que  l'équ.  soit  privée  à  U  fois  da 
termes  £xy ,  Dy  et  Ex ,  c^-d.  qu'elle  ait  la  forme 

4.-  +  «i-  =  p...(4). 

Ainsi,  l'origine  ert  au  centre;  l'ellipse  et  l'hyperbole  prutvnt 
avoir  des  diamrtres  conjugués,  mais  la  parabole  n'eu  a  point 
Tout  cela  est  indépendant  de  l'angle  des  coordonnées.  Donc 
i".  Soit  BB'  (fig.  214  et  aiS)  un  diamètre  de  l'ellipse  ou  At 
l'hyperbole;  on  a  vu  (11"  4o8,  1".  et4i4i  '"■)  que  les  tangentn 
/G  et  HKen  B  ^B'  »ont  parallèles;  de  plus,  elles  le  sont  anw 
au  diamètre  conjugué  Cy,  puisque  les  cordes  qaî  lui  sont  pa- 
rallèles sont  coupées  au  milieu  par  BB' ,  et  qu'à  m  es  tire  que  cci 
cerdes  s'approchent  de  B  ou  B' ,  les  deux  extrémités  se  rappro- 
chent; enfm  ,  les  deux  points  de  section  se  réunissent  en  B,d 
la  double  orcloonée  devient  nulle.  Ainsi,  pour  que  la  courbe  soil 
rapportée  à  ses  diamètres  conjugués,  l'axe  Cj  des  ordonnées 
doit  être  parallèle  à  la  tangente  menée  au  point  B  ou  B',  oà 
faxe  Ci  des  al/scisses  rencontre  la  courbe. 

Q.".  Toute  ligne  CB  ,  menée  par  le  centre  C,  est  un  diamètre 
dont  le  conjugué  est  parallèle  à  la  tangente  en  B  ;  cela  résuit* 
de  ce  que  l'équ.  de  la  courbe  rapportée  à  ce  système  d'axes 
alors  nécessairement  la  forme  (4)-  Ainsi ,  dans  l'ellipse  et  l'hy- 
perbole, ily  a  une  infinité  de  diamètres  conjugués. 

3».  Quand  ^Offig.  209,  211)  est  le  1"  axe  de  l'ellipse  ou  d( 
l'hyperbole  ,  il  y  a  toujours  deux  cordes  supplémentaires 
ONy  AN  paridlèles  aux  diamètres  coBJugué.s  ;  et  In    relatitl 
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»*««'  d;  5*  sa  0*9  donnée  (  n^  ^OQ 1 4'  4  )  P>u^  Vinclinaison  de  ces 
Dordes  sur  Taxe  jiO,  convient  aussi  à  celle  de  ces  diamètres. Ils 
DcnMerrent  des  directions  parallèles  dans  toutes  les  ellipses  ou 
hjperboles  dont  les  axes  a  et  6  cmt  même  rapport. 

4^.  Le  problème  qui  consiste  à  irouperdee  diamètreg  conjugués 
gui  font  un  angU  donné  ê  a  été  résolu  pour  les  (x>rdes  siipplé* 
mentaires  (n^  4^9)  >  ^  ^  ^^^  limite.  Cet  angle  ne  peut  être  droit 
qnepour  les  axes;  dans  le  cercle,  tous  les  diamètres  conjugués  sont 
rectangulaires.  Le  problème  proposé  revient  à  former  le  triangle 
ONAj  connaissant  la  base  AO  et  l'angle  opposé  iV=  6^  on  dé- 
crira donc  sur  ^O  un  sèment  de  cercle  capable  de  l'angle  tf ,  et 
les  deux  points  de  section  avec  la  courbe  donneront  les  positions 
du  sommet  TV.  {Voy.  n*  43i ,  4*-  >  et  n*  433.) 

5®.  Si  le  diamètre  conjugué  Cy  rencontre  aussi  la  courbe,  ce 
iqiii  a  lieu  pour  l'ellipse  (fig.  214),  on  verra  de  même  que  IK 
et  GH^  tangentes  en  D  et  U ^  sont  parallèles  au  i*'  diamètre  BB' . 
Le  parallélogramme  GIKH  est  appelé  Circonscrit  à  )a  courbe. 
Mais  Cy  (fig.  ai 5)  ne  rencontre  pas  Fbyperbole,  puisque  cette 
droite  est  tracée  bors  de  l'angle  des  asymptotes  (n®  4'7  >  ^^  cas). 
Le  f  diamètre  coupe  donc  la  courbe ,  mais  le  â*  ne  la  ren* 
contre  pas. 

4^^*  Soient  Cx  et  Cy  (fig.  214)  les  diamètres  conjugués 
d'une  ellipse  ;  on  nomme  BB'  et  DD^  leurs  Longueurs,  Faisons 
CB  =  cl  et  CD  =  V,  Or  y=.  o  donne  a;  ,==  a\  x  ==  o  donne 
y-ssiV'jCcs  conditions  étant  introduites  dans  Féqu.  (4) ,  on  a 

BJ'^Q,    J[V-=q;    d'où    J?  =  ^.,    '^  =  Vi' 
ce  qui  cbaoge  cette  équ.  en 

a'Y  +  V^j^^d^VK..  (S)^ 
qui  est  celle  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués. 

429.  Soient  pareillement  Cr  et  Cy  (fig.  ai 5)  les  diamètres 
conjugués  de  Thyperbole ;  CB  Er=  a'  donne  Baf^  s=  Q,  car  y^==iO 
réyond  à  x  ^s^d.  De  plus  Cy  ne  coupant  pas  la  courbe,  si  l'on 
connaissait  Féqu.  rapportée  aex  diamètre»  Gt,  Cy,  tt  qu'on 


Tonlùt  trouver  le  point oii  Cy  rencontie  la  courbe ,  x := 
lierait  une  valeur  imaginaire  poury;  mais  (parles  mémtt 
motifs  qu'au  n"  393),  changeons  le  signe  sous  le  nuliol, 
celte  valeur  deviendra  réelle;  représentons-la  par  b'  ;  alors  1=0 
devra  donner  y^  ^=  —  ^"5  tl'où  —  -^l)"  ^  Q ,  b'  on  la  demt- 
Itmgtteur  du  second  diamètre  étant  l'ordon/iée  oblique  qui  répond 
au  centre j  mais  rendue  réelle.  Les  équations 

Jîa"=;Ç,     — ^6''=  Q,  donnent  B  =  ^^,A^~^,, 

et  en  sulistituant  dans(4),  on  obtient  pourl'éqn.  de  l'iiyperbole 
Rapportée  à  ses  diamètres  conjugués, 

o'y-i"^ --"'•*"■■■  (6)- 

Si  l'on  prend  CD  =  CD'=b',  les  parallèles  GH,  TKk  Cx  forroem 
le  parallélogramme  GIKH  inscrit  dans  l'hyperbole. 

Les  équ.  (5)  et  (6)  pouvant  ae  déduire  l'une  de  l'autre  « 
mettant  b'^  —  1  pour  b',  il  en  sera  de  même  des  résultats  h 
calculs,  qu'on  ert  ainsi  dispensé  de  fcire  pour  l'bjrperbole. 

430.  En  changeant  x  en  y  fXy  en  x ,  l'équ.  de  l'ellipse  con- 
serve sa  forme  ;  toutes  les  constructions  qu'on  fera  sur  l'un  d» 
diamètres  seront  donc  applicables  à  l'autre.  Si  l'on  compte  lesi 
sur  le  2°  diamètre  de  l'hjperbole,  l'équ.  devient 

i/y'  —  a"x-=^a"/>". 

431.  Puisque  les  équ.  de  l'ellipse  et  de  l'byperbole  rapportés 
aux  axes  et  ans.  diamètres  sont  de  même  forme ,  il  est  inutile  de 
reproduire  ici  les  calculs  déjà  effectues  ponr  les  axes,  ut  l'on  peut 
en  déduire  que 

i".  Les  carrés  des  ordonnées  PM  (fig.  214  et  2i5)  sont  pro- 
portionnels aux  produits  des  dislances /*fî, /"fi',  de  leur  pied? 
aux  extrémités  B  et  û'  du  diamètre  (n"'  388  et  394). 

a".  Deux  ellipses  qui  ont  l'une  potir  axes,  et  l'autre  pourdtt- 
métrés  conjugués,  aa'etai',  ont  même  équ.  ;  ainsi,  pour  chaque 
abscisse  ,  l'ordonnée  est  d'égale  longueur  ,  mais  sous  des  direc 
tionsdifierentes.  Donc,  pour  tracer  une  ellipse,  lorsqu'on  connsil 
les  directions  et  les  longueurs  des  conjugués  CB  ,  CD(fig,  216), 
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[>n  prefidra  sar  la  perpendiculaire  à  BB^  CK^:aCK ^=t.  CD  ; 
pnis  I  à  l'aide  de  la  propriété  des  foyers  ou  aotrement,  on  décrira 
PdAipae  BKffK'  sur  les  axes  BB'  et  KK'\  enfin  on  inclinera 
diaqne  ordonnée  PNy  suiyant  PM^  parallèle  à  CD.  Si  ci  ^=iV  ^ 
BKB^K  est  un  cercle. 

Cette  construction  s'applique  yisiblement  &  l'hyperbole  \  on 
verra  qu'il  en  est  de  même  de  la  parabole* 

3^.  Lâ'inclinaisou  d'une  tangente  en  un  point  quelconque  {x'^y^ 
et  Féqo.  de  cette  ligne,  sont  pour 

l'hyperbole, -rf=     -—,    <i*y^  —  h'^xai  ——ci^h\ 

y 

ji  n'est  plus  la  tangente  de  l'angle  que  cette  droite  fait  avec 
Taxe  des  Xy  mais  bien  le  rapport  des  sinus  des  angles  qu'elle 
ûdt  ayec  las  deux  diamètres  conjugués  (n^  367). 

4».  En  ayant  égard  &  la  même  distinction ,  on  pourra  yoîr 
que  le'  calcul  fait  (n^  4^9)  pour  les  cordes  supplémentaires 
Inappliqué  ici^  et  que  le  procédé  qu'on  en  déduit  pour  mener 
une  tangente  a  encore  lieu.  Soit  donc  menée  du  centre  C  (fig.  217) 
an  point  de  contact  M  la  ligne  CM  et  la  corde  parallèle  B'N^ 
la  tangente  TM  sera  parallèle  à  la  corde  BN. 

Quand  l'ellipse  et  le  point  Jf  de  contact  sont  donnés  >  il  est 
aisé  de  tracer  la  tangente  ;  car  on  trouve  d'abord  le  centre  C  en 
menant  deux  cordes  paralèlles  quelconques ,  et  prenant  le  mi- 
lien  de  la  corde  Bff  qui  les  coupe  par  moitié^  notre  construction 
Rapplique  ensuite.  • 

5^.  D'un  point  K  (Gg.  25i),  hors  de  l'ellipse ,  pris  sur  line 
droite  donnée  BB'^  menons  les  tangentes  KM^  KN,  puis  le 
diamètre  DI/  parallèle  k  BB,  et  son  conjugué  CA.  L'analyse 
4a  n**  4^3  peut  être  reproduite  ici;  ainsi,  l'équ.  de  la  corde 

JtWf  qui  joint  les  points  de  contact  AT  et  JV  est 

^^f^y  -f-  V*ajc  =  al^V^  ;  ce  qui  permet  de  construire  cette  corde , 
^Umne  les  points  ilf  et  iV,  et  enfin  les  deu^  tangentes.  De  plus 
«  le  point  K.  se  meut  sur  'BB%  la  cordé  MN  et  les  tangentes 
I.  28 
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▼arient,  maïs  le  poiDt  E  reste  fiie  :  on  s,  pour  son  absciwe, 

((x  =  d*  ;  rille  est  indépendante  de  h'  et  /î. 

6°.  La  propriété  démontrée  li  la  fin  du  n"  4"  subsiste  risi- 
klement,  lorsque  l'ellipse  est  rapportée  à  ses  diamètres  conjn- 
gnés ,  ce  qui  justifie  ce  qu'on  dit  que  OU,  AK  (fig.  îto)  pentenl 
èlredeui  tangentes  parallèlesqaelconqnes.  (f^.  p.  ^ïj-) 

Toutes  ces  constructions  ont  également  lien  pour  l'Iiypo^ 
bole. 

432,  Cherchons  maintenant  les  relations  qni  existent  cntrt 
les  demi-aies  a,  b,  et  les  demi-diamètres  conjugués  a',  i'. 
Reprenons  les  équ.  de  la  courbe  rapportée  aux  axes  et  au 
diamètres  conjugués,  et  ramenons  l'une  d'elles  à  l'autre,! 
l'aide  d'une  transformation  do  coordonnées.  Commençons  pu 
l'ellipse. 

La  courbe  est  rapportée  aux  axes  rectangles  CA,  C3f  (fig.  aifli 
et  il  s'agit  de  changer  les  x  v\.y  en  coordonnées  obliques  x  ,ji 
comptées  sur  les  diamètres  conjugués  CB ,  CD\  on  sait  qiTil 
faiitsubstituerj  pour  X  et  ji,  les  valeurs  (S,  n"  383]  dam  l'cqn' 

a'y*  -^-h^x'  ■=.a'h'; 
savoir     3:=x'cosa+ycos/3,_>'=a:'sina+_y'»în0, 
«,  S  étant  les  angles  que  font  avec  les  x  les  noQTeaux  axesWi 
CD  des  x'  et  y' ,  on  obtient 

(q'  sin*  «  +  A"  cos-  a)  x'"  +  C'=^'  sînV  +  A*  cos'^  )  j" 

+  (a'  sin  œ  sin  |!  -t"  ^'  cos  »  cos  ,3)  2j:y  =  a*è\ 
Mais  on  veut  que  les  nouveaux  axes  soient  desdlomètresconj' 
gnés,c.-à-d.  que  la  transformée  soit  û"y +  6''a:''=:fl''i'';k 
coefEIcieot  du  terme  en  x' y  doit  donc  être  nul, 

a'alnasinjS  +  t'cosetcos/ïi^OiOutang*  tang|S  = ..(i] 

en  divisant  par  cos  •  et  cos  %.  De  plus  faisons  successivemol 
y'  et  x:  nuls,  pour  trouver  les  longueurs  a',  b'  des  diamètia 
il  viendra 

(«' sin»  ^-f-è' cos*  a)  (»'■'=:  n'A'. ..   (3), 
«.»..r;-  («•sirf/34-A»co»';S)fi'*  =  'ï'A*..  .    C3). 
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Or  en  éUminant  cos  «i  ou  sin  4,  de  la  i^%  à  Taide  de  Téqu. 
fin*  fit  -4-  C08*  tf  :r=  I  y  on  a 

tf'»  (a*  _  A*)  sin*  «e  =  b*  (a*  —  a'*) , 
tf'»  (a*  —  i*)  cos*  et  =  «•  (oT* — i»). 

Donc  en  diTisant^    tang*  et  =   ^.  ,^ ^rr. 

Li'équ.  (3)  donne  de  même  (en  changeant  a'  en  6') 

tang-p_^,^^,._^.j. 

SnbstitnoBs  dans  l'équ.  (i)  carrée,  cliasscms  les  dénom*  et  sop* 
primons  les  facteurs  communs  cfi  et  M, 

Toute  l'é^.  est  diyisible  par  a*  —  &*;  donc  enfin 

o^  +  i^r^tf^'  +  y...  (4). 

Multipliant  les  équ.  (a)  et  (3),  on  trouye 

«W  =  a'*i'»  (tf*  «in»  «  sin*  |3  +  M  cos»  *  cos*  13, 
+  iâb^  (sîn'  «  cos*  0  +  sîn'  jg  cos*  «). 

Retrancbant  de  la  parenthèse  le  carré  de  la  i'*  équ.  (i),  puis 
diyisant  par  a^&%  il  yîent 

a»t*=a'*i'*(8in'  #cos'^+sin*|Scos'Ét — asin«cos«sin/S  cosjS). 

Ce  dernier  £ftcteur  est  le  carré  de  sin  jS  oos  «  ~- sin  «  cos  iS ,  o^ 
<sin(0— -«)^donc 

a'ysinCiS— «)  =  a6..,  (5), 

.    Ainsi  les  trois  équ.  données  par  la  question,  qui  étaient  1,2 
et  3,  reyiennent  à  i ,  4  ^  5>  sayoir 

a»  +  6*  =  a'*4.y....  (4), 

ab  =  a'6'  sin  (jS  —  et). .  •   (5) , 

a* tang a tang  /S  +  6*  =  o. .  (6j« 

Observez  que  i3-*«  est  l'angle  DCff  =28  qnefont  lesdiamètres 

28.. 
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conjugués;  ces  Mgae.a  étant  parallèles  b  cleus  cordes  supplémeiK 
taires,  l'équ.  (6)  résulte  aussi  de  ce  qu'on  a  vu  ii"4og-  Au  reste, 
en  élîmiDaDt  aetb,k  l'aide  des  équ.  (4)  et  (5)  ,  on  trouve  <\k 
(6)  reyient  à 
O  =  a'»sîns(co3«  +  é'»sin|8cosj3  =  o"sin2«-l-i''siiia^„.  (7), 

L'équ.  (4)  prouve  que,  ttans  l'ellipse,  la  somme  des carrùiiu 
diamtlrt»  conjugués  est  égale  à  la  somme  dr»  carrés  des 

Puisque  db'  sin  8  est  (n°  364  >  ^i  ^°-)  '"  surface  du  parallélo- 
gramme CDBK,  la  5'  équ,  montre  que  le  paralléiogranoBt 
circonscrit  à  L'ellipse  a  pour  aire  le  rectangle  des  oses/  ainsi| 
l'aire  IKHG  est  coiutaute,  quelle  que  soit  la  position  des  dii- 
mëtres  conjugués. 

Posons  a'  :=  b',  pour  obtenir  les  diamètres  vonjugès  ^gaui. 
L'équ.  {■})  donne  sin  2«^  —  sin  a^;  ces  diamëtres  sontilooc 
également  inclinés  sur  le  grand  axe ,  de  part  et  d'autre  du  pelil. 
L'équ.  £6)  devient — n'  tang"  st+i'^  o  ; 

d'où  tang«  =  dl^  =  -^(fig.  ai8) 

L'ellipse  a  donc  deux  diamét/vs  conjugués  égaux,,  paralUla 
aux  cordes  supplémentaires  qui  Joignent  les  extrémités  du 
axes.  Ce  sont  les  diamètres  qui  font  le  plus  grand  angle  oblus. 
Soit  CM  l'un  d'eus;  le  triangle  CPM douas 

x'+>-=«'==i(a>  +  6')  (équ.  4) 
éliminant^' do  Véqn.  a^y*  +  b'3^  =  a'b*,  on  a  x"=ia',  résai- 
lat  indépendant  de  t.  Ainsi ,  Im  extrémités  des  diamètres  con- 
jugués égaux  de  toutes  les  ellipses  décrites  sur  le  même  grasi 
axe  2a  ,  ont  même  abscisse  ~  a\/^, 

433.  Quant  à  l'équ.  qui  fixe  la  position  des  diamètres  co>' 
jugucs,  inclinés  sous  l'angle  9,  elle  a  été  donnée  n°4o9t 
a' tang"»  — (u' — i')tang«  tang  « -f  i°  =0. .  .(8). 

lies  cinq  équ.  4iS)  6>  7i  8,  qui  n'en  forment  que  quatn 
distinctes,  entre  les  7  quantités  a,  A,  a',  t',  «,»'etï,  serTeotl 
eu  trouver  4 1  lorsqu'on  connaît  les  3  autres. 
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DUiiiTREs  GOirjnouÉs.  4^7 

Ainsi;  dans  ce  problème  y  (consultez  le  n°4^7, 4^.)^  troiwerles 
€ixes,  étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  en  grandeur  et 
mn  direction^  on  connaît  a',  Vy  et  9.  Multiplions  (5)  parlb^» 
et  ajoutons  à  (4)9  nous  aTons 

(a±i  by  =a'*  ±:  aa'i'  sin  I  +  b'\ 
Cette  éqn. ,  comparée  h  D,  n*  355 ,  montre  que  a  -f-  &  et  a^  6 
font  un  côté  dans  deux  triangles  |  dont  l'angle  opposé  est 
^^  +  ê  pour  l'un ,  90^— '  $  pour  l'autre ,  et  a\  b'ics  deux  autres 
côtés. 

434*  Pour  Phyperbole^  sans  refaire  ces  calculs,  il  suiEt  de 
changer  &  et  6^1  en  64/—  i  et  b'^ —  i,  et  Ton  a 

fl^»  — A'*  =  a*  — 6%    a'&' sin  l  =  aft, 

4/^nB2«s=y*sin2/8y  on  ^tangatang/3=&*, 

«•  tang»ct—  (a*+  i»)  tang«  Ung  6  =  fc% 

cpi  serrent  aux  ihémes  usages  que  pour  l'ellipse.  On  yoit  donc 
que,  dans  ï^ hyperbole j  la  différence  des  carrés  dee  diamètres 
conjugués  est  égale  à  la  cUfférence  des.  carrés  des  axes,  et  que 
le  parallélogramme  inscrit  à  V hyperbole  est  constant  et /gai  au 
rectangle  des  axes. 

Si  ci:szb\  on  a  a  =  &,  et  réciproquement  :  l'hyperbole  équi- 
lâtëre  a  donc  seule  des  diamètres  conjugués  ^aux,  et  tous  le 
4ont  deux  k  deux.  On  a  encore  tang  m  tang  /S  t=zi  2  que  CA 
(Eg.  3i3)  soit  le  i^'axe,  CM  et  Cy'  deux  diamètres  conjugués 
égaux;  on  a  tang  MCA  =  cot  yCA  =s  tang  y'Cy,  ou 
y'Cy-z^TiCx  ;,  et  comme  l'asymptote  SC  fait  l'angle  &CA  do 
45^,  on  a  SCM=:S€y  :  ainsK  l'asymptote  coupe  par  moitié  Iks. 
anglee  de  tous  les  diamètres  conjugués  de  r^perbole  équilatère^ 

435.  Les  trtaogles  QSM ^\CMP ^%.  àiM)  sont  éqniTalens 
(n*  420),  et  l'aire  CPMQ^CMS^^ab..  ov  (page  875) 
CMS=i\SM.  CM  9m  t^J^  étant  l'angle  CMS  des  diamètres  oon- 
jognés}  on  ab=ia  'X.ÉM suk^:s=:^a'b'.  sin  9  (n°434)>  ^^^^ 
SM=s  y.  Quel  que  soit  le  diamètre  CM ,  la  longueur  et  la  direc" 
tion  de  son  conjugué  est  ST.  IjCs  diagonales  HI  et  GK  (fîg.  ai 5) 
da  parallélogamme  inscrit  sont  les  asymptotes. 

43a  Le  calcul  du  n*'4i6  faitsnr  l'équ.  c/*y— A'«x'=-na'*6'» 
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donne^  z=±.—}X  pour  équ.  des  asymptotes,  quand  W  dia- 
mètres Gonjugnés  sont  pris  pour  ues.  Noos  pouTOns  en  dédain 
de  nouveau  divers  théorèmes. 

Faisons  T  =  o'=CA?{fig.2i3};  il  yienly—b'=MS=MT; 
ainsi  A/est  le  milieu  de  ^T"  (n' 4^0),  et  les  nsymptotes  sont 
délerminées  par  les  exlréBiités5,  T  des  diamètres  coajugn» 
(n«  4J5). 

Four  toute  abscisse,  il  j  adeux  ordonnées  égales  et  opposa, 
quand  Cy'  est  parallèle  à  la  tang  57',  Cx'  coupe  donc  bb'  et  AW 
par  moitié  ;  d'oii  tyV=  i'/\' ;  et  puisque  la  direction  57*651 
quelconque,  toute  corde  jouit  de  la  même  propriété  Cn''4^')- 

437.  La  parabole  n'ayant  pas  de  diamètres  conjugués,  rap- 
portons-la à  ses  diamètres  simples.  Pour  transporter  l'origine  vj[ 
en  an  point  quelconque  (a,  b') ,  et  changer  en  outre  la  direc' 
tion  des  coordonnées,  il  faut  (n^SSSJ, dans jr* — 2;ïx  =  o, faire 

X  =  a+cT^+  c'y,     y  =b  -\-ax*+s'y, 
*  et  *'  désignant  les  siDUS  de  <■  et  ^ ,  c  et  c'  leurs  cos.  :  ce  qni 

i'-apo  +  M'fJi— pcJ  +  sr^CJ/— pc')+a«'iy  +  i'a:'.-f.^.y.  =  o. 
Mais,  pour  que  l'axedesj;' soit  diamètre  par  rapport  à  celui  d« 
y,  il  faut  (n"  4^7  )  'i'ic  les  termes  zss'x'y  et  2 y*  (^bs'-^pc) 
disparaissent:  donc&s'=oet  es' — /)c'=o.Lai"  équ.  donne 
s  =  o,c=  1  ;  la  a*  revient  à    b  tangd=/),  S  étant  l'angle  dei 
3/  et  y-,  elle  détermine  cet  angle,  ou  la  direction  de  Taxe 
a  et  &  sont  arbitraires.  Donc /f^/iQra^^^sQS  à  i'ase  Axsoiitl*i 
teula  diamitrts ,  et  U  sont  tous  (Cg.  2o5),  L'équ.  transformée  est 
s'y'' —  zpx'-\-b'  —  a,pa=o. 
Mais  il  suit  de  la  définition  (n"  426)  ^ue,  si  une  ligne  est  dia- 
mètre relativement  à  une  autre ,  toute  parallèle  à  cette  dernièK 
peut  être  prise  pour  axe  desj  :  plaçons  l'origine  an  point  M, 
où  l'aie  des.c'  coupe  la  courbe,  nous  aurons  h' — 2^  ^=  o,  d'où 
2/ix'  ,  , 

y— -7r  =  */'*» ■,■    -     .,  . 


ea  &Ufti|t  -^  ss:p^  Comme  tang  9  »:^ ,  U  tangeoite  MT k  IWi- 

giniB  M  est.  Taxe  des  y  (n®4o4)9  ^'  ^  ce  qu'on  uomixiis  le 
Paramètre  ifsjL  diamètre  il/<9  ;  mais 


donc  (n*  898)  2/  =  -r^  =  a  (/> + aa )  =  4;i^F. 

Ainsi,  le  pofiam^tre  e^t  le  quadrille  de  la  dUtance  de  forigine 
aujbyer.  Réunissons  les  équ. 

On  Toit  que  >  lorsqu'on  connaît  deux  des  quantités  p^p'^a^b, 
et  â  2  on  peut  trouyer  les  trois  autres  (sauf  les  exceptions  ana- 
Ijtiçjaes)  et  construire  la  courbe;  elle  a  pour  équ.  y^=  2/7 V. 

438.  De  00  que  les  équ«  aux  axes  et  aux  diamètres  sont  de 
mène  Sonne  y  on  peut  tir^  les  conclusions  anÎTantes. 

I*.  La  oonstrnotion  donnée  pour  l'ellipse  (n°  4^1  >  a°-)  s'ap- 
pliqae  à  la  parabole ,  lorsqu'on  connall  un  diamètre  et  son  pa- 
ramètre 2^^ 

a®.  L'équ*  de  la  tangente  en  un  peint  quelconque  (4/9  y) 
est  y  y  =p'  (s  -)-  x')  ;  rinclinaison  sur  le  diamètre  est  donnée 

par  ^  y  qui  est  le  rapport  des  sinus  des  angles  que  la  tanc.  fait 

avec  les  axes.  Si  la  tangente  doit  être  men^  par  un  ^int  ex- 
térieur, la  construction  et  les  propriétés  données  n®  4^7  ^^^ 
CBCorelîen. 

3**.  La  sous-tangente  est  encore  doulde  de  l'abscisse;  ainsi 
l'on  mènera  aisément  lalangente  en  un  point  donné,  connais^ 
•ant  nn  diamètre* 

Si  l'on  a  une  parabole  traoée  MA'Èf'  (fig.  aeS),  on  pourra 
déterminer  un  diamètre,  l'axe,  le  sommet,  les  tangentes,  ete«  ; 
car ,  en  menant  deux  cordes  parallèles  quelconques,  et  joignant 
leurs  milieux,  on  aura  nn  diamètre  MSi  traçant  ensuite  la 
corde  MM'  perpend.  è  MS^  et  AN  parallèlement  par  le  milieu 
P,  on  aura  le  sommet  A.. .. 
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On  remarquera  que  3/)':=^  ;a!asi  le  paramètre  est  nnetn»' 

sième  proportionnelle  à  une  abscisse  et  son  ordonnée.  Oa  décrira 
doDC  facilement  une  parabole,  connaissant  la  direction  d'un 
diamètre  MS  sur  Mt,  et  un  point  de  la  courbe  :  car  les  coor- 
données x  ,  y  de  ce  point  font  connaître  le  paramètre  3p', 
en  sorte  qu'on  al'équ.  y*i^ip'x,  et  qu'on  retombe  sur  ce  qu'on 
a  TU. 

Discussion  des  Équations  du  second  degré. 

439.  Soit  demandé  de  construire  les  courbes  dont  l'équ.  est 
Ay+Bxy  +  Cx^+Dy  +  Ex  +  F=:o...  (a)} 
les  coefficiens  A ,  B . . ,,  sont  donnés  en  grandeurs  et  en  signes. 
Les  Coordonnées  seront  supposées  rectangulaires ,  attendu  que, 
sans  changer  le  degré  de  l'équ. ,  on  peut  toujours  les  ramener  à 
cet  état  par  une  transformation  (£,  a°  384).  Comme  les  ctmr- 
bes  ont  des  formes  et  des  propriétés  très  différentes ,  suiTanl 
qu'elles  ont  ou  n'ont  pas  de  centre,  nous  distinguerons  les  trois 
cas  de  B' — ^AC  nul,  négatif  ou  positif.  Pour  abréger,  nou> 
ferons,  par  la  suite,B*— 4-^C^m. 

i'^  CAS,  B''—^ÂCz=m=zo. 

440-  La  courbe  dont  il  s'agît  étant  M  DM"  (fig.  ^iZ"]),  n'a  pat 

de  centre;  Ax  et  Ây  sont  les  axes.  Rapportons  cette  courbe  à 

d'autres  axes  Ax' ,  Ay' ,  aussi  à  angle  droit,  et  cherckons  si 

l'on  peut  prendre  ces  axes  tels,  que  l'équ.  devienne  de  la  forme 

ay'^^dy-^ex'-\.F=o...    (fc). 

La  même  courbe  MDM'  a  pour  équ.  (a)  et  (6) ,  les  ax.es  étant 
différens,  si  l'on  peut,  par  une  transformation  de  coordouuées, 
réduire  l'une  à  devenir  identique  avec  l'autre.  L'angle  xAil 
des  deux  axes  étant  *,  passooa  de  cette  dernière  k  l'autre, 
c.-à  d.  du  système  y'-Ax'  à  yAx  ,k  l'aide  des  équ.  (C,  n°  383), 
où  nous  ferons  négatif  cet  angle  6  des  deux  axes  x  et  x' ,  parce 
(|u«  celui  x  de  la  transformée  (a)  est  en  dessous  de  celui  /  ai 
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Féqa.  (&)  que  nous  regardons  comme  donnée,  pour  un  instant. 
Faisons  donc  dans  l'équ.  (b) 

^=:^co5é  — *8În9,    «^:s^8m4-(-jrcosd.  ••  (c)* 

Puisque  le  résultat  de  cette  substitution  doit  être  identique 
ayee  (a) ,  et  que  le  nombre  constant  F  est  le  même  des  deux 
parts,  il  faut  que  les  coefficlens  soient  respectivement  égaux. 
Comparons  donc,  terme  à  terme ,  le  résultat  avec  (a);  nous 
aurons 

aooi*ù=sA,    .        a8in*6  =  C..  (i), 

— -  2a  sin  â  cos  9  =  i? . . .  (2} , 

^008t  +  ^8in6=:Z>,  tfcosi  — fi?sin6  =  £..*  (3). 

Nous  trouTons  ainsi  5  équ.  pour  déterminer  les  4  inconnues 
4i^efd,êi  maïs  en  yertu  de  la  condition  3^=^  ^-^C,  (2)  rentre 
dans  les  relations  (  i  )  ;  en  sorte  que  ces  3  équ.  n'équivalent  qu'à  2^ 
propres  à  déterminer  a  et  A,  et  que  le  calcul,  ci-dessus  n'est  pos- 
siUe  que  dans  le  cas  de  m  =  o.  Ajoutant  les  deux  i'**,  il  vient 

te  fA  '  )0  B 

d'oi  «înfl2=i/  -,  cos6=  1/  —,  tangfl=i/-j,  sin  26=—  . 

« 

Éliminant  ensuite  dçXe  entre  les  équ.  (3),  on  a 

€;^=Z>cosl— -Esînd,    ^=:DsinO-(-J?cos0.  •  •   (4); 

,      DVA^E\/C  D\/C+EVA        ,^. 

y/a  '  \/a 

La  condition  B*ii=i/^C  rend  (n**  i38)  les  trois  i*"  termes 
de  Péqu.  (a)  réductibles  an  carré  d'un  binôme,  on  (ky  +  IxY^ 
alors  A  et  Csont  des  carrés  positifs^  dont  les  racnnes  b  eil  sont 
réelles.  L'infini ,  ou  l'imaginaire ,  ne  peut  donc  jamais  ai'intro— 
dnire  dans  ces  résultats:  ce  qui  prouve  que,  dans  le  cas  de 
m  =  o,  on  pourra  toujours,  par  une  transformation  d'axes, 
réduire  la  proposée  (a)  à  la  forme  (ft).  \ 

Si  A  ou.  C  était  nul,  comme  £^:=:^AC,  B  le  serait  aussi; 
la  proposée  serait  donc  sous  la  forme  (6),  et  il  n'y  aurait  pas 
lieu  à  changer  d'axes  :  et  si  l'onayait  à  la  fois  y^  et  C  nuls« 


443  SECTIOItS   CONIQUES. 

l'équ.  (a)    serait  privée  de  ees  trois  premiers  termes,  e.-i.-à, 

serait  au  i"  degré. 

Dans  toute  équ.  pr^wsêe  où  m  ^  o ,  on  fera  donc  le  calcul 
ci-dessus,  ou  plutôt  on  po&era  de  suite  la  transformée  (b),aptis 
en  avoir  trouvé  les  coefliciens  à  l'aide  de  nos  cqu. ,  et  construit 
ie  nouvel  axe  j^/  (fig.  aS j) ,  d'sprts  la  Taleur  de  S ,  saTOÏr  : 

'"B«=\/3,     »n,l=,--j^...   (6). 

Le  signe  de  siu  2(  est  contraire  à  celui  de  £ ,  ce  qui  apprend  s! 
l'angle  afl  est  >  180°,  c.-it-d.  si  *,  ou  i'^*  étant  >■  qu'un  qui- 
drans,  l'ase  ^j/  est  au-dessous  de  jix.  De  là  résulte  le  ligne 
du  radical  qui  eutre  dans  les  équ.  (5),  \/a  conservant  tou- 
jours le  signe +.  Du  reste,  ces  coelTiciens  sont  compliqués  de 
l'irrationn alité  {/a. 

Soit,  par  ex. ,     aj'"— aafj  +  îx' — y  —  ast  +  5^oj 
multipliant  par  a,  pour  mettre  en  évidence  le  t:arré  par&tt, 

nous    avons    A^/î,  fl=;^4>    C^i ■,    d'où   a=S, 

tat^9:=î,  sin  a3=:|.  On  prend  les  radicaux  positifs,  et  Fut 
trouve d=  0,*= — 2l/5;d'oJi Sy — ax' y/S  +  i o ^=  o.  Telle 
est  l'équ.  qu'il  s'agit  de  construire,  l'a^e  des  x'  étant  tel,  que 
l'angle  xjix'  ait  f  pour  tangente  (on  prendra  AE  quelconque 
et  sa  pnrpend.  »£,  moitié  de  jiE ,  lig.  a3^). 

44i-  Le  calcul  précédent  réduit  donc, en  général,  la  propo- 
sée à  la  forme  (û),  qu'il  s'agit  maintenant  de  construire  sur 
les  axes  rectangulaires  jfx',  A^  (Ëg.  337).  Trauportinu 
l'origine  en  ua  point  (A,  i;);  «es  >d<wx  lettres  désigneot  dn 
arbitraires.  Ëa  clutogeant  y'  tk  «',  en  ^'-f-i.  et  x  ■^h^  iua 
l'éqn.  (il),  elle  devient 

o/'  +  (aa*  +  '')>'  +  «'+  C'»'t'+  A  +  «A  +■  F^  =  o. 
Four  déterminer  h  et  t,  chassons  le  terme  en  ^  et  le  terme 
constant  (la  nouvdle  '  origine  sera  nu  point  de  la  conrbe)'. 
posons  donc  .         , 

aai  +  dsaù,      1^*  ri- dk  +  eh+  F  j=Oi 
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d       ,       d^—iaF       ak^—F 
Joi    *  =  — — ,     h=z      ,  ^"^^  =g^^...  (6), 

Tdies  sont  les  coordonnées  de  la  nouyelle  origine,  qui  est  un 
des  points  de  la  courbe  (*)  :  la  transformée  est  0^'*+  ex*=o, 
qui ,  comparée  à  y'^-mT.px  ^  est  l'équ.  d^jne  parabole  rapport 
tée  à  son  axe  (^),  et  tournée  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  contraire, 
selon  que  e  est  positif  ou  n^atif. 

Soit  l'équ.  2y*+5j^  —  4*=i>  ^^  trouve  h'=^ — |,  A= — i  ; 
on  prendra  AB^=z — i,  BC=  —  f  (fig.  22.4);  l'origine  est 
portée  de  j4  en  C,  et  l'équ.  devient  y*s=±x\  La  parabole 
a  son  sommet  en  C,  et  le  paramètre  est  2. 

L'équ. jr*  —  2j'  +4F  =  o,  donne  y*a=  —  x^  ABrzzBCzzzi 
(fig.  225),  l'origine  passe  de  ^  en  C,  et  la  parabole  est  ou- 
verte dans  le  sens  des  x  négatifs. 

Reprenons  enfin  l'exemple  du  n^  44^ V  ^cjà  réduit  à 
Sy*— 22<|/5+io=o,  les  axes  étant  ^jp%  jiy  (fig.  2^37); 
nous  trouvons  ks^o,  hss,  |/ 5 ;  le  sommet,  ou  la  nouvelle  ori- 
gine est  en  iKT,  prenant  ^ilTcst/S  :  Féqu.  devient  y'ssaarVsJ 
le  paramètre  est  f/f • 

-  44^-  ^I  est  un  cas  où  notre  calcul  ne  peut  se  faire,  celui  ou 
«.  =  o;  car  h  n'entre  plus  dans  le  calcul,  et  demeure  arbitraire, 
en  sorte  qu'on  a  deux  équ.  pour  déterminer  la  seule  quantité  h* 
Posant  alors  seulement  2'ai&  4"^=^  1  nous  avons,  d^^ns  cette 
circonstance, 

fiy*+flif  +  rfifr  +  F=:o,    ou    4a*y»s=d*— 4ûF. 

La  soarelle  origine  est  l'un  quelconque  deS  points  de  la  paral- 
lèle aux  4/ ,  qui  a  poiïr  équ.  y  ==  i&. 


(^;  Dant  les  fig.  snivantes,  A  dëtigoe  la  i^e  orig^ie  doi  coordonnées ,  C  la 
nonyelle. 

(*■')  Observez  qne  si  l'c'qn.  (A)  était  la  proposée  ,  et  qoe  les  axes  n'y  fassent 
pMfectâB|g[ulaires,  il  ne  serait  pas  nécessaire  de  les  amener  à  cet  état  par  une 
X^  trtQsfonniuion,  et  qoe  les  éqo.  (^)  ponrraicnt  4lre  appliqnées  ponr  trans- 
{lorcer  Torigine;  la  parabole  serait  senlemeot.  rapporttfe  à  Tun  de  %t%  diamè- 
tres, comme  no  f  3^  •  on  pourrait  alors  anssi  aisément  la  construire  que  si  elle 
Tétait  à  son  axe 
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i".  Si  rf"  — 4ûf>o,on  a  2ay' =±^Çd*  —  ^F),h[n. 
qui  donne  deux  droites  parallèU»  anx  j/,  et  placées  à  égala 
distances  de  cet  ase.  Telle  est,  par  en.)  l'équ.  j^'+z^y'+S^o. 

2".  Si  ûf — ^aF^o,  on  a  j''=  o ,  équ.  de  l'aie  des  sf";  l'écp. 
(_b)  est  donc  celle  d'une  droite  parallèle  auK  ji/.  L'équation 
y  +  4y  +  4  =  *•  ^t  dans  ce  cas. 

3",  Si  d'^ /faP^o,  la  propo&ée  ne  représente  rUtij  puis- 
qu'on la  ramËne  à  _y'  +  n'=o,  qui  est  visiblement  absurde. 
Cett  ce  qui  arrive  pour  l'équ.  y'  +  ^y'  +  5  =  0. 

L'équ.  (6)  devient  ay'-\-  dy'-\-  F:^  o,  dans  le  cas  de  t^n; 
on  peut  lui  donner  la  forme 

(2<7y  +  d)'  — ''°  +  4'ï^=o- 
Ainsi,Ie  i"  membre  est  plus  grand  ou  plus  petit  qu'uacarTo 
ou  même  est  un  carré  exact,  selon  que  4't^est  ^,  <^  ou=i^- 
On  peut  aisément  voir  que  l'équ.  (a)  oSre  la  même  particuh' 
rite  j  et  a,  dansée  cas,  la  forme  (X-_y -4- /!  + c)»+ Ç^o,  qui 
est  absurde  si  Ç  est  positif,  du  i*'  degré  si  Ç^o,et  eofioqui 
donne  deux  droites  parallèles  si  Ç  est  négatif.  {.Voy.  p.  4S3.) 

443'  Il  est  donc  prouvé  que  si  in  =  o,  l'équ.  du  2*  dtgii 
est  celle  d'une  parabole  ;  ma,ia  que  des  cas  particuliers  donnest 

une  droite  j  deux  parallèles ^  ou  taèmerieit. 

Quant  à  l'équ.  ex'  -\-dy-\~ex-^  F^o, 

comme  elle  revient  à  (i),  oii  x  est  changé  en  y,  eVy  eni,  la 
courbe  est  la  même,  rapportée  à  l'axe  des  y  :  on  peut  au  reste 
transporler  l'origine  comme  ci-desius.  Par  exemple,  l'équ. 
*'+3_y  =  2X— I,  en  prenant  AC^i=zh  (fig.  226),  et 
portant  l'origine  de  A  en  C,  devient  *''  +  3j'  ^  o.  La  para- 
bole est  ouverte  du  côté  des  y  négatifs ,  et  l'axe  des  y  est  celni 
de  la  courbe. 

On  trouve  que,  1°.  l'équ.  a;"— 6*+  10=^0  ne  représente 
rien;  2'.  »■— 6^1  +  9  =  0  est  l'équ.  d'une  parallèle  anx  y, 
3».  X* — 8* +  7=10  revient  i**^ ±3,  pour  A^4;  on  a  deux 
parallèles  aux  y. 
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a*  CAS.    B^  —  4^C=  m  négatif. 

.  444*  ^  courbe  a  un  centre ,  auqael  nous  commencerons  par 
transporter  l'origine;  car  on  ne  peut  plus  ici  réduire  la  proposée 
à  la  fiirme  (&)•  Faisons  donc  le  calcul  du  n®  4^^;  ^^  Péqu.  (a) 
sera  ramenée  à  la  forme 

Jy^+Bxy  +  Cx'+Q^o (/). 

Cherchons  à  la  dégager  du  terme  xy^  c«-à-d«  à  la  transformer  en 

Substituons  donc,  dans  cette  dernière,  les  valeurs  (c)  de  y'  et  x\ 
et  comparons,  terme  à  terme,  le  résultat  à  l'éqn.  (/*),  pour 
exprimer  l'identité  ;  il  viendra 

q  cos**  +  p  sîn*6  =  ^...  (i), 
q  sin**  H-  p  cos*6  =  C. .  •  (a), 
2  sin  4.cos9.(/i — 3^)=  ^»  ••  (3). 

Ces  trois  équ.  servent  k  déterminer  les  trois  inconnues  9 ,  p  et  ^. 
La  somme  des  deux  i'**  devient  p+q-rzA^  C\  formant  en- 
suite B^'^  ^Cf  ou  m,  en  carrant  la  3*  et  retranchant  quatre 
fois  le  produit  des  deux  autres ,  il  vient 

m = — 4re(*^^^^+^^*^*^  •  cos*<+cos^*) = — 4/^(*''^*8+  cos*8)* , 

oa  m=— -4p^*  Les  inconnues  p  et  ^,  ayant  ^+C  pour  somme 
«t  -—  ^m  pour  produit,  sont  les  racines  de  Féqu.  du  2*  degré, 

d'où  

p^q  =  \{^A  +  C)  ±lWb^  +  (.^~C)\ 

Ces  racines  pttq  sont  visiblement  toujours  réelles. 
La  différence  entre  les  équ.  (i)  et  (2)  est 

^  —  p)  (oos*  a  —  sin*  9)  =  {q  —p)  cos  29  =  ^  —  C  ; 

en  recourant  à  Féqu.  (3),  on  trouve  donc 

^B  .       ^— C      ^         '  —B 

sm2«=:? ,     co829=3- -,     tang  2l  =s -^ ^. 

q^p  q -^  p  °  A-^C 
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Cette  dernière  valeur,  facile  à  construire,  donne  a9,  et,  pn 
suite,  l'angle  (  d'inclinaison  de  l'ûie  des  x'  sur  celai  des  i 
le  signe  de  lang  aS  apprendra  si  aS  est  >  ou  ■<  go*;  maia.daiu 
tous  k»  cas,  *  pst  <  90',  et  l'aie  des  x'  tombe  en  dessus  de 
celui  des  x.  D'ailleurs,  sin  39  est  toujours  positif;  ainsi  p 
doit  être  de  même  signe  que  B  :  donc  g  at  la  plus  grande  à» 
deux  racines  de  z,  si  B  est  négatif,  et  la  plus  petite^  si 
positif.  On  saura  ainsi  distinguer  entre  elles  les  racines  qu'il 
faut  préférer  ponr  p  et  q. 

Soit,  par  ex.,  l'aju.  By' ■\-  axy  +  5j;' +  ay  —  ax=î; 
en  transportant  l'origine  au  centre  (n*  4^^)]  point  dont  la 
coordonnées  sont  A^|,  i  =  —  î  ,  la  proposée  de-rieut..,. 
Sy'  +  my  -(-  5jc'  =  2  ;  on  a  ensuite ,  pour  l' équation  (i), 
«■ . — .  l  os  -f-  24  =  o  ;  d'oit  a  ^  5  ±;  r  ;  ainsi  ,  B  étant  posilifi 
2^4.  P^^^}  P"'S  4y"  +  Gj/'^:  2,  équ.  qui  reste  à  cons- 
truire ,  les  aies  des  j/  et  y'  étant  déterminés  par  lang  2f  ^  o:, 
d'o&  îi^rgo",  c.-o-d.  que  l'axe  des  a/  fait  un  angle  de  4^' 
avec  celui  des  x  en-dessus  duquel  il  est  placé.  Ces  constructiom 
sont  sans  difficulté. 

445>  (^c  calcul  ne  peut  préscnler  aucun  cas  d'exception.  H 
est  à  observer  que  m  est  négatif  dans  le  cas  actuel  ;  saToir, 
B'  =  ^AC  —  m  :  le  radical  des  valeors  de  a  se  réduit  s 
V'(^  +  t')'— m.qui  est  <-rf+  C.  Ces  valeurs  de  p  et  y  smI 
donc  de  même  signe  que  ^  +  C,  en  sorte  qu'on  peut  r^arder 
comme  positifs  p  el  q  dans  l'équ.  (^),  qu'il  s'agit  maintenant  de 
discuter.  Nous  examinerons  snccessiTement  trois  cas,  selon  cjue 
Q  est  nul ,  positif  ou  négatif. 

1°.  Si  Ç^o,  on  a  yy" +  /)jc''':=o;  équ.  qui  ne  peut  sub- 
sister que  si ,  à  la  fois,  x'  =  o,  y'  =0,  On  a  donc  un  point, 
qui  est  l'origine  des  3/ et  y.  L'équ.  j' — ^xy-^Sjt^-^-2X+i=-D 
est  dans  ce  cas;  le  point  est  ( —  i ,  — 3),  ainsi  qu'on  le  recoD- 
naît  par  le  calcul ,  qui  transforme  d'aliord  la  proposée  en 
v'  —  ^xy  +  5jc'=;o,  puis  donne  zrr::5^2{/i,  tang  2i  :=  —  I, 
à5  =  i35",  eni;nC3  4-2V'2)/'  +  C3  — 2v/2)x'«=o. 

2°.  Si  Q  est  positif,  la  proposée  ne  représente  rien,  puisque 
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réqu.  {g)  est  absurde ,  trois  quantités  positives  ne  pouvant 
s'entre-détruîre.  C'est  ce  qui  arrive  dans  l'ex.  précédent ,  quand 
on  met ,  au  lieu  du  dernier  teime  i-,  une  valeur  ^  i. 

3°.  Si  Q  est  négatif, Xh.  transformée  (^)  devient  yy'"+/>*'*  =  O. 
En  faisant  tour  à  tour  x'  et  y  nuls,  pour  obtenir  les  points  ou 
la  courbe  coupe  les  nouveaux  axes^  on  obtient 

d'oi  sr  =  2,  jt,  =  5,  puis  a>'*  +  *V  =  a«6*.  La  courbe 

est  donc  itke  ellipse,  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes 
^ui  et  ^b. 

Si ,  dans  Pcx.  précédent ,  on  met  —  i  au  dernier  terme ,  on 
trouve  d'abord  y^  —  4*y  +  5ar*  2=  2 ,  tes  mêmes  valeurs  de  z 
et  de  9,  puis  Féqu. 

qui  appartient  à  une  ellipse  dont  les  axes  iont  V/SCS^fraf/a). 

44^*  Concluons  de  cette  théorie  que  Péqu.  générale  du  2*  de- 
gré appartient  à  VeUipsej  toutes  les  fois  que  m  est  négatif;  mais 
qu'on  trouve  deux  cas  particuliers,  qui  donnent  l'un  rien^  l'autre 
wui  point.  Lorsque  m  <^  o ,  les  valeurs  de  z  sont  de  même  signe  ; 
elles  deviennent  égales  dans  le  cas  du  cercle,  puisqu'il  faut  que 
jy  =  ^.  En  général,  les  coordonnée9  étant  à  angle  droit,  si 

p  =  f  dans  (g),on  &  y*  -f-  a/*  =  ^,  équ.  d'un  cercle  dont  le 

rayon  est  i /^»  et  réciproquement^  Une  équ,  du  2*  degré  ne 

peut  appartenir  au  cercle  que  si  elle  est  privée  du  terme  xj, 
et  si  les  coefficiens  dex^  et  7*  sont  égaux j  quand  les  axes  sont 
rectangulaires,  £a  effiet,  puisque  le  oercle  a  un  centre ,  (m  peut 
j  placer  l'origine ,  ce  qui  met  l'équ.  sous  la  forme  {f)  ;  d'un 
autre  côté ,  on  sait 'que  cet?ke  équ,  doit  être  y  -f-  »•=  r*,  quel 
qne  smt  l'axe  deà  «^.tl  est  donc  visible  qu'il  faut  qu'<^n  ait 
^  =  0  et  ^saaCUéqu.  ay*  +  aa;»^— .4y~4*  +  ï=o#  est 
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celle  d'on  cercle,  dont  le  rayon  est  J/î ,  et  le  centre  est  u 
point  (I,  !)■ 

3'  CA».  B' —  ^AC=  m  potitif. 

447-  Tous  !es  calculs  du  n°  444  conviennent  encore  ici,  en 
sorte  qn'il  faut  reproduire  la  même  Iransfonaation  et  les  mëma 
valeurs  de  9  et  a;  seulement,  comme  B*=;n»  +  ^-^C ,  m  étant 
]y)9itif ,  le  radical  est  >  ^  +  C,  et  les  deux  racioes  de  t  sont 
de  signes  contraires,  eu  sorte  que  dans  la  transformée  (^)  on 
peut  donner  le  signe  +  à  17,  et  le  —  à  ^;  saTOÏr  : 

A-ualysons  les  cas  de  Q  nul ,  positif  et  négatif. 

i".  5iQ  =  o,onB5y'=fV,  d'où/=±::i:'  t/^;\\eA 

évident  qu'on  obtient  deux  droitta,  CD,  CE  (  fîg.  220)  ,  qui  se 
croisent  à  la  nouvelle  origine ,  l'aie  des  x  coupant  par  moitié 

l'angle  DCE  qu'elles  font  entre  elles.  L'ordonnée  ±  1/  ' 
qui  répond  à  :i:'  ^  i ,  sert  à  construire  ces  droites  ;  elle  est  h 
tangente  des  angles  DCx',  EC^. 

Par  ex. ,  l'équ.  y'  —  6xy  +  ^'  +  2j-  —  6j:-f-'=o,eD  trans- 
portant l'origine  au  point  (0,  —  1),  qui  est  le  centre ,  devienl 
y' —  &ry  -|-*'  =  o:  on  trouve  a*  —  2S^=8;  d'où  s^  i  +3; 
savoir,  5  ^  4  > /"  ^ —  ^  ^^y''  —  ii'':=o;d'où  y:=±is'\/î-- 
entiD]  I  =  4^°-  ^^^  constructions  n'oOrcnt  aucune  difficulté. 

2".  Si  Q  est  positif,  l'équ.  (l  )  devient  gy'  —  px''  =  —  Ç  : 

posant  *'  =  o  ,  on  3  /  r=  1/  ^  \/—  i  ;  on  fait  t  /  ^  =  J, 
puis  on  pose  y^=  o,  et  l'on  a 

ce  sont  les  demi  -  axes  d'une  BrFBRBOLB ,  ainsi  qu'il   suit  da 

calcul  de  la  substitution  des  valeurs  p  ^  -'j,  j:=~j,  qui  doDtw 

a'y'*  —  ô'*''  ^=  —  à'b'.  On  a  un  exemple  de  ce  cas  en  rem- 
plaçant -f-i,  dans  le  dernier  terme  de  l'équ.  précédente,  par  5; 


k 
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les  valeurs  de  a,  *  sont  les  mêraesy  et  Poa  a  J^'*— ï*'*  =  —  i  *, 
les  axes  sont  &  =  i ,  a  =  ^2. 

3®.  Si  Q  est  négatif,  on  a  qy'*  —/?«'*  =  Qj  un  calcul  seni- 
blable  j  ou  seulement  le  changement  de  x  en  y,  et  y  en  x,  prouve 
{a*oa  a  une  hyperbole  dont  les  axes  sont  l'inverse  des  précé- 
lent.  Qu'on  change  +  1  en  —  3 ,  dans  le  dernier  terme  de 
fexemplc  ci-dessus,  et  l'on  trouvera  y*  —  5^/*=  i  ;  les  axes 
sont  a  =  1 1  ^  =  V/2  ;  la  courbe  coupe  le  second  des  axes 
coordonnés  (celui  des  y). 

448.  Faisons  varier  Q  dans  l'équ.  (/).   Q  étant  positif  ^  On  a 
l'hyperbole  MAN ^  LOI  (  fig.  223  );  et  il  suit  des  valeurs  des 

axes  aéthj  qu'en  prenant  AD  =  AI/  =  t/£ ,  et  l'abscisse 

C^=s  I  (ou  ^D  =  ^  et  -^C=  a) ,  les  droites  CD  et  CV 
sont  les  asymptotes  de  toutes  les  hyperboles,  qu'on  obtient  à  me* 
^uxe  que  Q  s'accroît  \  seulement  le  sommet  A  s'éloigne  de  plus 
en  plus,  et  la  courbe  s'ouvre  sans  cesse  davantage.  Si  Ç=:^o, 
on  a  les  asymptotes  mêmes ,  qy'*  —  px'*^  =  o.  Enfin ,  si  Q  de- 
vient négatif,  on  obtient  l'hyperbole  M'A'N%  Ï(/L\  tracée 
entre  les  mêmes  asymptotes ,  mais  dans  les  autres  angles ,  les 
sommets  A\  O'  s'éloignant  à  mesure  que  Q  augmente. 

449*  '^insi  Viqîi,  générale  du  2*  degré  appartient  à  fhyper^ 
bole^  toutes  les  fois  que  m  est  positif;  mais,  dans  un  cas  particu- 
lier, on  trouve  deux  droites  qui  se  croisent.  Les  valeurs  de  z  sont 
alors  de  signes  différons  ;  et  lorsque ,  abstraction  de  c6  signe ,  elles 
sont  égales ,  C  =  —  -rf ,  l'hyperbole  est  équilatëre.  Comme 
B^  —  ^AC  est  touiours  positif  dès  que  A  et  C  ont  des  signes 
différens ,  on  est  alors  dans  le  cas  de  l'hyperbole ,  quelles  que 
soient  les  grandeurs  de  ^,  ^,  C  . .  •  La  même  chose  a  lieu  si 
^  ou  C  est  nul ,  c.*à-d.  si  la  proposée  est  privée  de  l'un  des 
carrés  jp*  et  ^,  et  même  si  ces  carrés  manquent  l'un  et  l'autre. 
Dans  ces  divers  cas,  la  marche  des  calculs  est  toujours  la  même  : 
mais  conunQ  dans  le  dernier  elle  devient  très  simple,  nous  l'ex- 
poserons ici.  Soit  proposée  l'équ* 

Bxy+Dy  +  Ex  +  F:=iO'j 
I.  29 
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on  transporte  l'origine  au  centre  ,  en  faisant  Bk  -\-  E  ^  9, 
Bh+D  =  Oi  d'où 

en  posant  (^  =^  DE  —  BF.  Ces  espreasions  ne  sont  sujettes  s 
aucune  exception.  Ainsi  l'équ.  proposée  est  celle  d'une  hyper- 
bole rapportée  à  de»  ctxea  parallèles  aux  asymplotea.  L'Ljper- 
bole  est  équilalcre  quand  les  xy  sont  rectangulaires  (n"  4'6)- 
Si  CD'  (Kg.  333)  est  l'axe  des  «',  CD  celui  des  y',  la  courbe 
est  tracée  dans  les  angles  DCD',  ECE',  si  Ç  est  positif;  teUe 
est  iW^A'.Z.O/;  elle  est  W^'iV',  /'O'Z,' quand  Q  est  n^tif. 
Si  Ç  =  o,réqa.  proposée  appartient  aux  asymptotes  mêmes. 

Ainsi ,  pour  l'équ.  «y—aj  4"^+  "'  =^  ii  les  axes  étant  jix.  À], 
onai=2,A  =— i;on  fera ,*B:=i(fig.  227),BC:^=2;  Ci',  Cy 
seront  les  asymptotes  de  l'hyperbole  a/y'^  a  —  m,  qui  serj 
MN,  OP,  si  m  <  2  ;  M'N',  O'P',  si  m  >  a  ;  enfin ,  m  =  i 
donne  les  droites  Cx',  Cy\ 

45o.  11  conneot  de  remarquer  que,  dans  les  cas  de  in|>on 
<;o,  si  la  proposée  est  privée  du  terme  en  a^,  le  calcul  de  la 
discussion  est  très  simple ,  et  se  réduit  à  transporter  Voriginf 
au  centre;  il  n'est  pas  même  nécessaire  de  rendre  les  coordon- 
nées rectangulaires  quand  elles  ne  le  sont  pas ,  et  l'équ.  est  alors 
rapportée  aux  diamètres  conjugués,  au  lieu  de  l'être  aux  axes. 
En  effet,  soit  la  proposée 

^y''  +Cx''  +  Dy  +  Ex-{-F=:o; 

le  ceiilre  est  au  point  ^—  —  ,  —  ^J ,  c'est-à-dire  qu'on  a  (') 

2.Ch  +  E=^o,   ^Ah-^D  =  Q,    ^y'4-C*'''+ Ç^o, 

(*)  Lca  caoriloiin>!ea  do  Cealrn  s'obiiemienl  .nieemcnt  h  l'aide  dn  tlieoréiiK  I 
(5o4),  qni  apptencl  à  chflBBer  io  Q«  terme  d'un  poljnome.    Si  l'on  malùpit 
rei|)<!ctiieDi£nt  les  tqii.  qui  &uivciii  par  h  tth,  et  qu'on  ujoate      on 
Ah'  +  Ch*  =  —  i  (DAm-  Eh),  qui  wil  k  tédnicc  la  Tajeur  de  O,  aiiui 
l'indique  pilla  bm. 
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en faisant  Q=  Jk^+  Ch^+  Dk+Èh^F=i  F—  ^^!  j"/ ^'> 

45 1.  Voîci  dîters' exemples  de  ces  calculs. 

Les  éq n .  2y*+ 3**-^3x— ^^+2 = o ,  4y *+  ^^ —  3ar + 2 =0 
ne  représentent  rîeir;ià  i"  a  pour  centre  (^,  ^') ,  et  se  réduit  à 
a/*  +  3/*  +  I  ==  O)  la  2*  a  te  centre  au  point  (  | y  o ) ,  et 
donne  4y*  +  2V*  +  I  =i:  o. 

L'équ.  ^»  4.  2a;*  —  iy  +  4a?  +  3  =  o  appartient  au  point 
( — I,   4-1). 

L'équ.  I  j*  +  3ar*  -^  12*  -f*-  3  ==  o  donne  A=  2 ,  A:5=o,  puis 
f  j/*+  3*''=9  :  les  demi-^xies  de  l'ellipse  sont  a=^/3,  6==\^6  ; 
on  prend  -rfC==2  (fîg.'2i9)  j  et  ?on  tracé  l'eUipse  I>F^O,  en  for- 
mant DC=V^3>  C0=V/6.  Si  les  coordonnées  étaient  obliques, 
ces  longueurs  seraient  ëélles  dès  déml-diamètres  conjugués. 

Pour  ^  -f-  ^**  ""*  ^y  =  *^'*  o*ï  a  tinti  ellipse  tangente  a  Paxe 
des  Jt,  dont  le  centre  est  sur  Faxe  des  y  an  point  (o,  1  )  ;  on  à 
a  =  ^V/2,  i==  !..   "  ;  ■    • 

L'équ.  j^*  ~  4*'  +  4jf  -f.  I2iar  —  5  =  d  deVi^nt  'y=i  ±:  2*  , 
en  transportant  Tori^è  de  À  en  C^fig.  220),  ABds  | ,  ^€=—2  ; 
on  prend  )/=2'èt  if'ssszt  i  ;  et  l'on  tracé  CD'étCE.' 

Pour  2y— 3x*-^y-^3*4-l=oj  le  centré  éé«àù  point  (^^J,  i), 
et  l'on  a  2/*—  3/*=— |.  On  prendra  :^^=±:  J  =i!rC  (%.  22 1) , 
et  l'on  décrira  Phyperfjote ,  dont  «==5,  ô  sàj/'l  sont  les  axes 
ou  les  diamètres  conjugués ,  ^lon  qus  les  .Coordonnées  sont 
rectangles  pu  obliques. 

L'équ.  y*  —  2ar* — 2y-|-.9=o  donné  y^: — ^  +  8  =  0, 
hyperbole  pour  laquelle  it=i,A  =  o,â  =  2,  6  =  2_J^2. 

Enfin  3j^*—2»*4"?*rfr.3y=î,  donne ^^=T&=i(fig^  222), 
BC=Jb=  —  i',  d'où  3/ *  —  2«  *  =  I ,  équ.  qu'il  est  aisé  de , 
rapprocher  dé  celle  de  la  iig.  221  ;  seulement  la  courbe  est 
placée  différemment.^    ,  , 

4^2.  Il  résulte  y  doucette  exposition,,  que  l'équ.  générale  du 
2?  d^ré  présente  trois  cas  :  le  i*!"  ^h.  m=o,  qui  donne  une^a- . 
rabole,  outre  les  cas  particuliers  d'une  droite  j  de.  deux  parai" 

lèlea,  et  Adrien;  le  ;î*/où  m  est  négr**^   — -  ^ "' — 

outre  les  cas  |)articulîers  dfun  point 

29. 


lèles^  et  Adrien;  le  ;î*/où  m  est  négatif  >,  ^qui  donne  une  ellipse  ^ 
s  cas  partîcuîiers  Afun  point  fet  aèrie^;  te  3^  enfin  où  m 
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est  po»îlif ,  qui  répond  à  L' hyptrboUj  rapportée  ïoil  au  i",  Mit 
au  X*  axe,  outre  un  cas  qui  donne  cUux  droilei  non  parallèUit 
Comme  les  sections  d'un  cône  par  un  plan  sont  précisément 
une  pai'abole ,  une  ellipse  ou  une  hyperbole  ;  et  que ,  lorsque  li 
section  se  fait  par  le  sommet,  on  a  une  droite,  un  point, oi 
denx  droites  oroisées;  de  nos  huit  cas,  six  sont  des  section) 
coniques  :  ce  qui  fait  dire  que  tauUs  Us  iqu.  du  aecmid  dtgri 
appartitnMnt  aux  section»  d'un  cSne  par  un  plan.  Partout  où 
un  plan  et  un  cône  existent,  il  ne  peut  pas  arriver  qu'il  n'y  ait 
pas  intersection ,  ou  qu'on  ait  deux  parallèles  ;  d'où  l'on  twt 
que  ce  théorème  souffre  deux  exceptions. 

En  faisant  mouvoir  le  plan  coupant  parailèlenieat3lat''mème, 
lorsqu'il  passe  par  le  sommet,  l'ellipse  devient  un  point ^U  pa- 
rabole une  droite,  l'iijpcrbole  deux  droites  croisées;  c'est  ce 
qui  a  fait  considérer  le  point  comme  une  sorte  d'ellipse  dont 
les  axes  sont  nuls  ;  une  droite ,  comme  une  sorte  de  parabole  ; 
deux  droites  croisées,  comme  une  hyperbole  (n"4oi)  :  ces  con- 
sidérations n'intéressent  en  rien  ia  théorie. 

Dans  la  discustion  présentée  a"  4^9)  nous  aroas  dit  que  si 
les  axes  coordonnés  étaient  obliques,  11  faudrait  d'abord  les 
transformer  en  rectangulaires  ;  mais  il  est  plus  simple  de  trai- 
ter le  problème  ainsi  qu'il  suit. 

L'origine  étant  au  ceutre ,  l'équ.  de  la  courbe  est 
Ay*  +  fixy  +  Cx"  +  Q  =  o. 
Concevons  un  cercle  qui  ait  le  rayon  r,  et  dont  le  centre  sotl 
à  l'origine;  y  étant  Paugle  des  coordonnées,  l'équ.  de  ce  cercle 
est  Cn°  377) 

i'  +  ^*  +  ^xy  cos  y  ^  r". 

Il  j  aura ,  en  gûnéi'al ,  quatre  points  de  section  avec  notre 
courbe ,  et  il  est  évident  qu'on  peut  les  unir  deux  à  deux  pat 
des  droites,  qui  en  seront  des  diamètres  (n"  427).  Soîl  y:=.Mi 
Vêqu.  d'une  de  ces  lignes  ;  il  s'agit  d'abord  de  déterminer  M- 
En  substituant  Mx  pour  y  dans  nos  équ. ,  puis  éliraÎDant  x* 
entre  les  résultats ,  et  ordonnant  par  rapport  à  M,  il  vient 
(^f^ -f  Q)  jW' +  (Br> -f  a  Q  cos  y)  Jlf  +  Cr«  4.  Ç  =  «, 
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Si  r  est  donné ,  cette  éqn.  fera  connaître  les  deux  valeurs  de  il!/» 
qui  déterminent  nos  deux  diamètres,  et  par  suite  les  quatre  in- 
terseclions  de  notre  courbe  par  le  cercle.  Quand  les  racines 
de  M  seront  im^inaires,  le  rayon  r  aura  été  pris  trop  grand  ou 
tr«p  petit  pour  que  les  deux  courbes  se  coupent  ;  enfin ,  si  les 
racines  sont  ^ales,  les  deux  diamètres  se  réduiront  à  un ,  les 
intersections  seront  réunies  deux  à  deux  en  une  seule,  et  le  cercle 
tgucbera  la  courbe ,  cas  qu'il  importe  d'examiner  ayec  soin.  La 
tangente  menée  au  point  de  contact,  touchant  aussi  le  cercle,, 
est  perpend*  au  rayon  r,  propriété  qui  n'appartient  qu'aux  dia- 
Oiètres  prîticipaux  de  la  courbe  ;  r  représente  donc^t  dans  le  cas 
des- racines  ^les ,  les  longueurs  de  ces  deu^t  demi-'axes,  dont  M 
donne  la  direction.  Or,  on  a  va  (n*^  i38)  que  cette  dernière 
condition  est  exjjrimée  par  Téqu. 

(i/?r' +  Q50s>^)*-^(^rî +.(2)  (Çr>+ Q)  =0. 

on  (i?»^4-^C)H— 4Qi^  {A  +  C— f  B cosy)  =  4Qî  sin» 7^.  (i.);: 
notre  .équ.  en  M  est  alors  équÎTaJanteà  un  carré  exact)  en  la. 
résolvant,  le  radical.4isparaît>,  et i'on  a 

L'équ.  (i) ,  qu'on  résout  à  la  manière  du  2*  degré,  donnç  /^  : 
k;  i**^  terme  n'en  disparaît- jsunai^  attendu  qu'on  suppose  ici  que 
la  courbe  a  un  centre  situé  à  l'origine.  On  peut-encore  éliminer 
r*  entre  i^et  2.  Enfin ,  on  construira  l'équ.  y  =  Mx^  où  M  est, 
connu ,  et  Von  aura  là  direction  des  axeii. 

Ce  calcul  s'applique  au  cas  0&  les  coordonnées,  sont  à  angle^ 
droit ,  en  faisant  cos  y  =  o/-L'éc)ù.  (2)  donne. 

.  •  ►  ■ 

faisant ,  pour  abréger  — = —  =  «}  on  en  tire  ^=#di  ^Z  i-f^"'  : 

dç  là  cette  construction  (fig.  236).  Sur  Ax^  prenez  AD  =  i , 

puif  élevez  l'ordonnée  DI  =  «  j  AI  sera  V/  x ,+  #*.Du  centre/ 
t^'acez  le  cercle  KAK  qui  donne  DK.  et  DK^xa  valeurs  de  M-^ 
ce  sont  les  tangentes  des  inqlinc^isbqs.cles  deux  axes  principaux; 
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Mir  -jix.  Ces  axes  ont  donc  lei  directions  .-/A',  ^li'  ;  ces  deui 
droites  sont  perpendiculaires  d'après  la  construction  ,  ce  qu'un 
sait  d'ailleurs  ;  le  Icrmc  constant  i  de  notre  équ.  da  2*  degn 
e"  M  prouve  la  même  cliose. 

On  substitue  ensuite  dans  r*  ces  valeurs  lie  M ,  d'où 


'  fl*  — 4^C 


U  radical  revient  a  »/VÎ'  -  4-^^+  (^  +  C)\  Si  -B"  —  ^C 
eat.négiiUf,le  radical  est<^-^  +  C;  les  deux  valeurs  de  r*  sont, 
DU  positives,  et  l'on  a  une  ellipse  ;  00  négatives,  et  l'on  n'aràn; 
ou  nuUes,  lorsque  Q==o,cl  l'on  a  unpoint.  Quand  jÇ'  —  ^C 
est  positif,  l'une  de*  valeurs  de /■' a  le  sigQç  +  ,  l'autre—;  on  a 
uiLO  Inperbole,  dont  les*  axe  s'obtient  en  changeant  r"  ei)— r". 
Cependiint  si  Q  =  g  ,  on  a  deux  droiua  ,  savoir  AK  çt  4K' . 

Uafts  reieraplepa{^e4!Î6,  5y' +  acy  4-  Sjï'r^a,  on  tronre 
aisément  qoeJli/=-(r-i  et  1  iC.-â-d.  qoeles  axes  font  avec  la  z 
desanglesde  t35''el4^-  Ensuite  7*  ^  ■J  ql  j  sont  lei  carré) ëe 
demi-axes.  Tout  ceci  s'accorde  avec  co  qu'on  a  \u- 

453.  Souvent  cm  ftflutfit  pour  ob)etde  coiluaitre  )a  nature rt 
la  torins  de  la  courbe  dont  on  a  l'équ. ,  que  de  la  construire  ri- 
goureusement; le  procédé  suivâut  a  l'avantage  de  donner  &vec 
lapiditcccscirconstanet^s,  eln'jpas,  comme  le  précédent, l'in- 
convénient d'introduire  des  irrationnels  d.ms  les  cocfQciens. 

Comme  il  suit  de  ce  qui  précède,  que  les  lignes  comprises 
dans  l'équ.  générale  [a)  soqt  connues  d'avance ,  il  ne  faut ,  pour 
les  distinguer  entre, elles,  que  trouver  un  caractère  propie  à 
chacune  :  ee  caractère  est  tiré  des  limites  de  la  courbe,  qui  sont 
trèsdifférentes  dans  les  cas^  l'ellipse,  dé  la  parabole  et  de  l'bj- 
perbole.  Pour  obtenir  ces  limites,  résolvons  l'éqn.  (a)  par  rap- 
port à  j  ;  nous  aurons  une  expression  de  cette  forme , 

«,  (i,  m,  n  elp  sont  des  constantes  connues,  {foy.  p.  198.}  Cha- 
que valeur-  de  x  répond  à  deux  points  de  la  courbe ,  tant  que 
le  radical  est  réel  ;  s'il  c^t  imaginaire ,  la  courbe  n'a  aucun  poipt 
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Gorrespondant  à  l'abscisse  dont  il  s'agit  ;  enfin ,  si  le  radical  est 
nul  9  on  n'a  qu'un  point  de  la  courbe.  Les  limites  sont  donc 
relatives  à  l'étendue  où  le  radical  passe  de  Tétat  réel  à  l'ima- 
ginaire. G>mme  en  prenant  pour  x  des  valeurs  suffisamment 
grandes ,  positives  ou  négatives ,  le  trinôme  mx^  +  tw:  -j-  /?  re- 
çoit le  signe  (ï3g,  9**.)  du  plus  grand  terme  mx* ,  si  meal  né-» 
gatif ,  pour  ces  valeurs  le  radical  devient  imaginaire  ^  de  sorte 
que  la  courbe  est  alors  limitée  dans  les  deux  sens.  Elle  serait  illi- 
mitée ;,  si  m  était  positif  j  enfin  ^  m  nul  réduirait  le  radical  à 
^{nx  -4*/')  9  6^  ^^^^  ^^'^^  <IU6  ^9  courbe  serait  limitée  seulement 
dans  un  sens ,  puisque  le  signe  de  imt  change  avec  x, 

La  nature  de  nos  courbes  dépend  donc  du  signe  dem ,  ce  qui 
nous  force  encore  de  distinguer  trois  cas  dans  notre  analyse  gé- 
nérale ,  suivant  que  mou  B'^  —  J^C  est  négatif  ^  positif  ou  nul. 

Mais  j  avant  tout,  remarquons  que^  pour  construire  les  or- 
données JP^j  PM'  (fig.  228  et  229) ,  qui  répondent  à  une  abs- 
cisse Apz:^XyT\  £aiut  d'abord  porter  parallèlement  à  l'axe  des' j 
(dont  la  direction  est  donnée  et  quelconque)  PN  =  ttx'  -}-  /S  ; 
puis ,  pour  ajouter  et  soustraire  la  partie  radicale  NM=:NM'=i 
^fjnx'*  -|^  nx'  •+-^)  9  on  en  portera  la  valeur,  de  part  et  d'autre 
de  iV,  en  À/  et  en  M%  et  N  est  le  milieu  de  MlkT.  Tous  les 
points  N  qui  satisfont  à  l'équ* 

jy  =  *M?  +  ^ (2) 

ooupeât  donc  les  cordes  parallèles  à  A;y  en  deux  parties  égales  ; 
ainsi ,  on  tracera  la  droite  BN,  qui  est  un  Diamètre  de  la  courbe 
(n«»  426). 

Aux  points  D  et  jy  d'intersection  de  la  courbe  avec  son  dia- 
mètre, les  équ.  (i)  et  (2)  ont  lî^eu  ensemble  (n®  872), et  ces. 
points  -sont  donnés  par  les  racines  de  l'équ. 

mx^  +  '^-^  +  />  =  o  •  •  •  •  •  (3)» 
On  voit  de  plus  que  les  ordonnées  ED ,  Eiy  correspon- 
dantes sont  tangentes  à  la  courbe,  puisque,  le  radical  étant  nul , 
la  proposée  est  le  carré  de  ^'  —  «x  —  /3  =  o.;  ainsi  les  points 
d'intersection  sont  réunis  en  un  seul ,  aux  points  D  et  D' 
Cn»  4a4). 
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454.  i'.  -S*  Im  racinei  de  l'iqu.  (3)  nunt  réellea^  en  les  Jc- 
slgnant  par  a  et  À,  et  prenant  AE=.a,  AE'  t^  6  (fig.  228), 
onaurales  tangente» et  les  poînls  d'intersection  cherché*  iJiff; 
le  radical  de  (t)p''cnd>'a  la  forme  \/\  —  m{x  —  p)  (jr  —  i)]  :  il 
n'est  réel  qu'autant  que  les  facteurs  x  —  a  ,  x  —  b  sont  de  si- 
gnes contraires,  de  siirte  que  r  est  compris  entre  a  et  £.  La 
courbe  ne  i'élenddonc  qu'entra  les  limites  EF,  E'F';  eUeforiu 
un  contour  fermé  ;  c'est  une  Ellipse. 

Remarquom  que,  pour  ohtcnir  E,  £',  on  a  tire  de  (3)  do 
racines  de  la  forme  x-=h±  \/f\  on  a  donc  porté  jtK^=h, 
puis  KE'  =^  fi  E  =  \/f.  Donc  Cestle  milieu  du  diamètre  i^ZX, 
ou  le  centre  de  l'elhpse  (11°  l^i-])  :  ainsi  l'on  obtiendra  le  con- 
jugué en  cherchant  l'ordonnée  centrale  CO,  à  partir  du  dia- 
uiètre,  c.-â-d.  la  valeur  que  prend  \/(nix*  + na: +/i)  Ior»qu'oii 
fait  3;  =x  A.  La  courbe  étant  rapportée  à  ses  diamètres  conjugua, 
il  sera  facile  de  la  décrire. 

Par  exemple ,  3^'  —  Gry  +  gx*  —  ay  —  6jc  +  5^0  donne 

j=j:  +  ii:i/C-2x'-f-fx-î);  on  prend -^J=JCfi8-M8)t 
et  Ton  mène  le  diamètre  BN ,  dont  l'équ.  est  _j'  =:  a:  -f  \\ 
loi'squG  l'angle  yAx  est  droit ,  SA'  fait  avec  Aj:  un  angle  Je 
45".  En  égalant  le  radical  à  Kéro  ,  on  a  *•"  —  7  x  =;  —  ^  ;  d'oi 
3;  =  5  ±  1^  :  donc  AK  —  '  ,  KE=^KE'=^?^  donnent  le  cenire  C 
et  les  points  D  ,.D'  d'intersection  de  la  courbe  avec  le  dia- 
ntiïtre  BN.  De  plus ,  EF,  E'F"  sont  tangentes  et  limites,,  puis- 
que le  radical  peut  être  mis  aous  la  forme  \/[-^{x-i')  (j^-j]]; 
d'ofi  l'on  Toit  que  jf  n'est  réel  qu'autant  que  -r  est  ^  ^  et  <]  i- 

En  faisant  a:=  °  sous  le  radical,  il  devient  \/  \  =^  CO> c'est 
l'un  des  dcmi-diamèlres  conjugués  ;  l'autre  est  CD  :  il  est  donc 
facile  de  tracer  la  courbe  (n"  43i ,  2°.1.0n  trouve  y  ■=;  i  ±^  j 
pour  la  plus  grande  et  la  plus  petite  ordonnée ,  n"  ^^S. 

Pareillement  y  —  j.^  +  îa;'' — a-^i  =  o  donne  i'ellipje 
DOD'O'  Clig.  23oj  ;  y/A'  =  ::,  EK  =  E'K=\/2,  CK  =  t , 
C'est  le  centre.^  =od(innea''  —  2x  +  1  =OjCarréde.i — '  ■ 
donc,  si  l'on  prend  AI  =  1,1»  courbe  çst  tangente  ca  /  à  Ax' 
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OC/  =  iW  =  V/2  :  la  plus  grande  et  la  plus  petite  ordonnée 
sont  2  et  o. 

Il  est  inutile  de  dire  que,  dans  les  constructions^  il  faut  surtout 
avoir  égard  aux  signes^  ainsi ,  pour 

4^  +  8xy  +  8j:*+  i2a:  +  8y+  i=o, 
on  a  j^  =  — X  —  i±:V/(  — x*  —  J^  +  i); 

on  construit  le  diamètre  BD  (fig.  23i)^  dont  l'équation  est 


on 


j^  =  —  X —  1  ;  de  x'  +  07  =  I ,  on  tire  a;  =  —  î  dt  i 
prend  AK  =  —  |,  et  KE=zKD  '  =  i ,  ce  qui  donne  les  limilés 
tangentes  ED  ^  Et/  de  l'ellipse  :  C  en  est  le  centre ,  et  l'on 
trouvé  A'  =  I. 

a^.  5i  i^«  racines  de  l'équation  (3)  soti/  égales  j  a  étant  leur 

valeur  j  le  radical  équivaut  à  V^  —  /»(j:^«)*  ;  ainsi ,  (i)  de- 
vient j^  =;  #r  +  ifi  ^  (x  —  a  )  v/  — 171  :  on  ne  peut  donc  rendre 
y  réel  qu'en  prenant  x  =  a ,  d'oii  j^  =  a«  -)-  iS. 

Ainsi ,  on  n'a  qu^ un  point;  ses  coordonnées  sont  connues. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'en  effet  la  proposée  équivaut  ici  à 
{^  —  #x  —  fiy  -f"  (^  ~"  ^y  m  =  o  5  et  comme  la  somme  de 
deux  quantités  positives  ne  peut  être  nulle  ^  à  moins  que  chacune 
ne  le  soit  en  particulier,  la  proposée  se  partage  d'elle-même  en 
deux  autres  (p?  i /a).  L'équat.  j^*  —  xjf  + 1  x* — 2x+i=o 
dojine  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x=  i>  et j^  7=  â- 
L'équ.  X* +j*  =  o  donne, l'origine. . 

3®.  Si  les  rqcines  de  V équation  (3)  sont  imaginaires  ,  par 
aucune  valeur  de  x,  Ja  .trinôme  —  mi  +  iix  +  /?  ne  peut 
changer  de  signe  (n**  if  Sg ,  9*:)  \  ce  'signé  deitiiéure  toujours  le 

même  que  celui  de  son  plus  gtsind  terme  -^  mx*  ; 

^/(  —  TOX*  +  wjf  +/?)  éUmt  San)  cesse  imaginaire,  la  pro- 
posée ne  représente  rien.  En  effet ,  cette  équ.  revient  alors  à 
(^  —  «x  —  i8)*  -f-  {jnJi^  —  nx  — p)=  p ,  dont  les  deux  parties 
sont  positives  et  ne  peuvent  ^entre-détruire;  (^ar  conséquent  il 
est  absurde  de  supposer  leur  somme  =  o ,  puisque  la  seconde 
né  petit  être  rendue  nulle,  cotnme  on  l'a  fait  précédemment. 

C'est  ce  qui  arrive  pour  ^*  —  axy  -|-  ax'  —  ax  +  4  =  o* 

Pour  que  mou^*—- 4^^  soit  négatif,  il  faut  que  les  trois 
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.!"•  tcjFiues  du  la  proposée  [3)  ,  jiy-{-Jixy+  Çx'  Jbrjaenlmliuîi'^ 

quantité  plus  grande  qu'un  carré  parfait.  Dans  le  \"  eiHB^ltïro" 

ci-dessus,  page  4^>  <^^  termes  sont  V'-^ 

3(/--2»y+3j:-)=3[(j-i)'+ai.].  \f^ 

a°  Cas.  Courhen  illimitées  en,  tous  aensj  m  positif . 

455.  IciAy*-^-  Bxy-\-Cj^  est  moindre  qu'un  carré. 

i".  Qaancilea  racines  efe  Féquation.  f3)son(  réitl^Sja=:AE, 
b^=AE  (fig.  329)  donnent,  comme  ci-dessus,  les  points D 
et  D' d'intersection  de  la  courlw  et  du  diamètre  £JV^,et  le 
tangentes  EF,E'V-^  piiU  le  radical  prenant  le  forme 


j/m  ^j; — n)  {x —  è),  n'est  réel  qu'autant  que  x — oet  x  —  t 
siiDtdenièmcsigne,  c.-à-d.  que  j:  est  ,  ou  <  a  el  £;  a;  ne  peul 
doncrecevoii-devaleursentrea^^Ect  fi^^E',  et  la  courbe 
s'étend  à  l'inGnï  dé  part  et  d'autre  des  limites  £/ï',E'7ï^;  ainsi, 
elle  est  une  hyperhoU, 

Pour  obtenir  le  diamètre  conjiigué.de  DC,  comme  lecentreC 
est  au  milieu  de  DD',fm  IVra  x=zAK=  h  sous  le  radical,  on 
rendra  le  résultat  léel  (n"  ^^g  )  ,  et  l'on  aura  ainsi  H.  On  tire 
ensuite  la  position  dbs  asymptotes  (n"  ^36).  Nous  allons  an  restu 
donner  bientôt  C»"  4^7)  ""  mûjen  pins  facile  de  déterminer 

Soit  par    es.,^" —  ixy  —  x'^ —  aj'  -J-  Sx —  3;=  o;  on   en  t 
y^  X  -\-  i±  V/{aa:°  —  6j;  -|-  4)-  On  trace  d'abord  le  diamètre 
BN,  C  j  =  a:  +  1  ')  ,  2'j;'  —  6x  4-  4  ^-  o  donne  x  =  5 
et  le  radical  deTient  V^a(j:  —  i  )\x •:-■}.)  ;  on  prend  AK 
EK  =  £74:  =  i  ;  on   a   les  limites  EF,  E'F'  tangentes  en  D 
et  O';  et  comme  x  est  >  2  o.u  <^i,  on  obtient  l'bjperbole 
MM'. 

Pour  troUTer  lé  diamètre  conjugué  de  DD',  on  fait  x  -=AK-. 
dans  l/Cï-c* — 6x+4);  et  l'on  rend  réel;  on  aè':;^V/ï,Eo 
prenant  D'F"  ^D'H  z=  )/^,  oyi    formç   le  porallélograaliiii 
inscrit,  dont  les  diagoaales  GF',  FHsont  les  asTmptotes  il' 
notre  courbe, 

2".  Lorsque  ItB  facteurs  ife  mi' -|- nx  +  p  so/iï  tmt^wairtf. 
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la  courbe  ne  coupe  pas  son  diamètre  BN  (fig.  282)  :  de  plus , 
ce  trinôme  doit  toujours  conserver  le  même  signe  que  +  mx^y 
quelque  valeur  qu'on  attribue  à  a:  (n^  189, 9**.)  >  donc  cbaque 
abscisse  donne  toujours  des  ordonnées  réelles,  la  courbe  s'étend 
à  I'in£ni  de  part  et  d'autre,  et  elle  est  une  hyperbole  disposée 
comme  on  le  voit  fig.  282. 

Quant  aux  diamètres  conjugués ,  le  centre  est  sur  ^iVqui  ne 
coupe  pas  la  courbe;  or,  si  l'origine  était  au  centre,  les  abscisses 
égales  et  de  signe  contraire  {jç{^  ^7,S)Té^nàTd\exilk  des  ordonnées 
égales  ;  ain^i^le  radical  devrait  être  delà  forme  V^^^^^'\'p)\ 
si  donc  on  veut  transporter  .l'origine  au  centre,  il  faut  faire 
X  =  jc'  +  ^  j  ^  étant  tel ,  que  le  2*  terme  de .  mx*  -f-  /u:  +/> 
disparaisse  (  n^  5o4  )  ;    A  est  l'abscisse  du  centre  ;   on  trouve 

Zt  = ,  la  même  valeur  que  ci-de»ant.  Ainsi ,  on  prend 

u4K=  h,  l'ordonnée  KC  dopne  le  centre  Ç:.  faisant  ensuite 
x  =  A  dans  l/(  tox*  +  nx  +  p),  il  devient  ==:DC==a\  Pour 
obtenir  b\  il  faut  chercher  les  points  de  rencontre  de  ^^  avec 
la  coarl^  ;  e^.c  preqant  la  partie  imaginaire,  des  racines  de 
/iMT*  -f-.»fj-f-/'^  0.1  et  la  rendant  réelle ,  on  a  KO  :=:  KO' ^oûr 
les  abscisjsesde^  ^trémité^  E,  J^-^  du  d^mètre. conjugué  pqses  à 
partir  de  celle 'du  centre.     . ..  ,]'-.:.     :.    1 

Coi^mtç  les.p^rallèles  FM,  GI^u  diamètre^^iV,spn,tt2^pgQp,tes 
k  If  QQPrl;^  en  ^.  eXP^.,  les  ordonnées  Q^i^,  /^dçt.crmîneut 
auâsi  le  parallélogramme  inscri,t,^t  Iqb  asyi)9^totêsJ[/r^.(^,^<i:  ,. 

Soit  par  exemple  yy+^yrr^  2y\fX'.jp:=^^;.. on  eu>tire 
y  =:  -T- a; rf-  I  ± t/ (x*—  x  +.  1)  5  le  diamètre. BJ^S^B-.  ^?  ) 
a  pour  équat*  ^  =  —  a: -fn  i  j  çqmni^.xf  .-7-  jç  ^.t  =  o , donne 
a?==  îdtîKjrT.S^.li^.cpivJie.^e^  coupe  pas  ^i\[j  de  plus., 
jc'^ 'T^  jc +.1  étant  .toujours  positif,  J  est  aus^  toujours  »récl  ; 
ainsi  «  on  a  l'hjperbple  de  la  jBgure  232. ...    ,  . 

Pour -trouver  les  diamètres  conjugués^  ou  construit. ........ 

jc  =  i  d;  i  [/^^  ^Kz=z  i^KQ=^iV^  =p' A 6;, donnent  le 
centre  C,  et  le  2'  diamètre  EJifyi^  plus^  çn  fai^'nt  arp=  ^  àixtxs 

j/(^«_x+i),onaa'=iV3-  .       ,    . 

3^.  Si  les  racines  de  Inéquation  (3)  sont  égi^les^  Iç  radical 
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équitautâ  ^  m{x  —  a)',  et  ré(|untiou  (i)  devient.. 

OD  a  donc  t^u«  (^^roi^es  ^uÉ  se  coupent  au  point  du  tlitmilrt 
pour  lenuel  x  ^  a,  et  qu'il  est  aisé  de  construire,  puisqu'oi 
leurs  équat.  ;  on  obtient  un  a°  point  de  cbacune  en  posant  x=: 
A'oii  y  =fi±a\/in.;  c.-a-d.  qu'il  faut  porter  a\/m  suri"! 
des  ^  au-dessus  et   au-dessous  dn  point  oii   cet  axe  coape  ie 
diamètre. Les  droites  menées  par  ces  points  et  par  le  i",  quileuj 
est  commun,  sont  celles  dont  ïl  s'agit. 

Il  est  clair  qu'eu  transposant  et  carrant,  on  ii 
(  y,  _  <,x_  fiY—  ,nix  —  ay^  < 

Ainsi ,  la  proposée  est  décomposable  eu  deux  facteurs  rationna 
par  rapport  à  :r  et ji,  et  du  premier  degré,  qu'on  peut  é^aio' 
séro  indépend ammei^t  l'un  de  l'autre:  c'est  ce  fait  anal^liqu 
qui  explique  l'existence  de  deux  droites  dans  le  cas  présent. 

Soit ,  par  ex. ,  ^y'  —  8xy  -i'  x*  -{-  ^  -{-  2x  —  2  =  o  ;  o 
trouïe  y=  r—  ^±.1  \/{Sx'-~  6x  -f  3  );  or,  Sx* —  6x+  3= 
donne  j:=^i;  le  diamètre  (fig.  233)  BK,  (y  =j:~~D  est  donc 
toupé  en  un  seul  point  ^  pour  lequel  DA  =z  1  ;  et  comme  k 
pro|)osée  revient  à  y=-i: — r  — ï  (^  — i)j/3,on  a  deusdroiles. 
c^o  donne  j-  ^  —  j  ±5\/3;  on  prend  BE=z  fl£'  =  iv'3, 
et  l'on  trace  les  lignes  £N,  E'N. 

Soit  proposée  l'cqaat.  y'  —  ^sy  •—  3*"  —  4*^'  ^^  Q  ;  on  ed 
tire  y=a;±2^/(ar''  +  i');j'z=  x  donne  le  diami^treM 
(lig,  234)  ;  et  l'on  Toit  qn'îl  n'est  pas  coupé  par  la  courbe,  et 
qu'où  a  riivperlwle  MO,  M'O'.  Le  centre  est  en  C  ;  on  prenJ 
CO  =  cà=-ik;  00' est  le  i"  diamètre, puis  C£ 
donne  le  2',  DD' ,  et  les  asymplotes  HF,  IG.  A  mesure  que  k  dé- 
croîtra ,  la  courbe  se  rapprochera  du  cectre  et  des  asymptote 
qui  ne  cban^-eront  pas;  it^o  donne  ces  droites  mênies-EnJini 
si  h'  prend  un  signe  contraire,  l'hyperbole  CD', /Z>  est  tracée 
dans  l'autre  angle  entre  les  mêmes  asymptotes,  et  s'en  éioigie 
à  mesure  que  it  croit. 
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456.  Quand  ^  =  o ,  la  proposée  manque  du  terme  en  y^  et 
Pou  ne  peut  plus  opérer  comme  n®  4^^  y  rsï9A%  si  l'on  change  x 
ray,  et^en  Sy  ce  qui  ne  produit  qu'une  inversion  dans  les 
Bzes>  on  pourra  appliquer  nos  calculs  ;  il  suffira  donc  d'y  chan- 
ger C  en  ^ ,  Z>  en  jE  :  B^  —  l^C  se  réduit  à  J?*,  m  est  positif, 
Bt  Pou  a  encore  une  hyperbole.  Au  reste ,  pour  discuter  Téquat. 
prWée  dH  terme  Ay^<t  il  est  préférable  de  la  résoudre  par  rap- 
port \  Xj  et  d'opérer  sur  Paxe  des  x  d'une  manière  analogue  à 
oe  qu'on  a  fait  pour  celui  des  j^. 

Rur  ex.,  pour  l'équ.  x* — 2X;j'+*ax— 3y+c=o(Cg.235), 
WL  a  j:=y — idrV/Cj'^+j'  —  c+i);  la  droite />//  (j=a:4-i) 
?8t  diamètre ,  c-à-d.  coupe  en  deux  parties  égales  toutes  les 
^rdes  pavaUèles  aux  x.  L'équation  y^  -f"^=  c  —  i,  donne  « . . 
K  =  —  i  :±:  V/  (  c — |,)  ;  si  donc  c  >  J,  on  prendra  AK  =  1, 
KE  =  KÉ  =:V/(c—  5) ,  et  l'on  aura  en  Z>  et  IX  les  points  où 
l'hyperbole  MD  ,  Af //  coupe  le  diamètre  DD\  En  faisant 
^  -=-  —  î  dans  V/(j^  +  J"—  c  +  O^  et  rendant  réel,  on,a 
^(c  —  5)  ce  qui  donne  le  conjugué  de  DD'j  et  les  asymptotes 
F'G  et  F£r,  dont  la  seconde  est  parallèle  auxjr. 

Si  c  =  f  y  on  a  les  asymptotes  mêmes  ;  et  si  c  <^  | ,  on  a  encore 
me  byperbole  entre  les  mêmes  asymptotes,  mais  elle  est  tracée 
311  i7iVet  F^V  dans  les  deux  autres  angles. 

457*  Dans  l-équact  générale  (i)  (n^45^^1c  radical  affecte 

la  quantité  1»  f  x*  -} +  —  J;  ajoutant  et  étant  -7— j- ,  pour 

compléter  le  carré  (n^  i38) ,  on  a 

j^  =  €tx+/8±:  — -r-  V  (  iimx  +  7»)»^4-  4m/>  -r-  7»*; 

le  radical  est  de  la  forme  1/  (i*—- /);  en  le  déTcloppanl  par 
Fextraction  (page  194)1  on  ^erra,  comme  n®  ^i^,  qn^on  a  une 
suite  de  termes  oii  277»:  +  t»  est  au  dénominateur  et  qui  dé- 
croissent quand  »  croît ,  le  seul  i**^  terme  excepté.  En  négligeant 
donc  /f  on  a  les  équ.  des  asymptotes  de  notre  hyperbole 

r=*a:  +  |8d:22îf+2....(4); 
■  2  v'*» 
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«lune,  après  avoir  réiolu  la  proposée,  complétez  U  carré  jom 
ie  radical  où.  vaut  négiigerez  Un  termes  consCans,  el  voiu  aiats 
les  équations  ries  asymptotes. 

11  est  facile  de  construire  ces  éqn.  ;  les  droites  se  croisent  lo 

poitiir ,    jE^  — ),quie8tIecentre,etronaan  a'poinl, 

en    faisant  x  =:  o ,  ce  qui    «fonnc  les  ordonnées    h   ForigiM 

0  ± r—  ;  OH  portera ;—  sur  l'axe  des  y  en  dessus  et  en 

a  \/m  '       '  2  {/m  ■' 

dessous  du  point  de  seclion  de  cet  axe  par  le  diamètre. 

Dans  le  i"  ex.,  p.  ^5S,y  r=  .r  +  i  ±  t/Cax*  — 6*+4), 
ajonlant  et  ôlaiit  H  soos  le  radical,  il  devient  t/[^2(i: — ï]'— îll 
négligeant  i,  on  a,  pour  ét|UBlion  des  asymptotes  (Cg.  aag), 
]=i-(-i±(2r— 3)\/i.Faisàntj:nuI,on  tr<tarey=:i±^\/l 
il  faut  porter  3  ^/î  défi  en  iet  i';  Ci  et  Ci  sont  les  asymptotes. 

Pour  l'équ.  page  ^6o ,  on  Ay=x±.2\/(^x' +  f};  on  né- 
glige i*,  et  il  vient,  pour  équ.  des  âsvmptotËs,  y=x±^LC. 

Si  la  proposée  n'a  point  de  terme  en  .T',j''-\-S3-j'-{-I)y.,.-=(t. 
on  a  «  =  —  i  B,  rrf=\  B^;  le  coefficient  de  x  dans  (4)  est 
•  ±  l/ro= — \Brii\_B;  comme  l'une  de  ces  valeurs  est  léio, 
on  voit  qne  ti  l'équation  est  privée  du  terme  en  x*,  fune  dm 
asymptotes  exl  parallèle  aux  n  ;  elle  est  l'axe  même  des  x. 
quand  le  centre  est  sur  cet  axe.  IL  faut  en  dire  autant  de  l'asi 
des  j',  quand  le  terme  en  j''  manque,  (A  oyea  lig.  zSa  et  235.) 

Siréqu.estprivéeàlafoisdex'etdcj'V^+Oj'+Ejt+F^D 

Ex+F  ^   ,  DE  —F 

en  faisant  la  division.  Si  a:=:oo,ona  Y^  —  £,éqn,  de  l'une 
des  asymptotes,  puisque  le  rapport  de  j-  à  i'approche  indéfi- 
niment de  I  ;  celle  de  l'autre  asymptote  est  x  +  D=^  o,  puis- 
que alors_y^=co  .  Les  deux  droites  sont  donc  des  parallèles  aui 
oxes ,  et  Ton  en  connaît  la  posi  tïon  (u"  449)' 

3'.  Cas.  Courbes  illimiUea  d^iin  neul  côté,  m  :=  o, 
458,  Lorsque /n  =o ,  on  B'  —  4-^C=o,  les  trois  i '"ternies 
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delà  proposéç, ou u4j^*+5ay+C**, forment  un  carré  (n**  i38)  : 
le  radical  de  J'équ.  (  i  )  se  réduit  à  V/(  tm;  +  p  ).  Après  avoir 
tracé  (fig.  287)  lediamfetrei?iV(j^=--fltx  +  i8),  on  trouve  son 
point  D  d'intersection  avec  la  conrbe  et  sa  tangente  EF,  en 
faisant  tzx  +  i>  =  o.  Soit  jp  =  a  =  la  racine  AE  de  cette  équ. , 

le  radical  devient  vn{x — a),  et  n*est  réel  que  quand  n  et 
X — a  sont  de  même  signe  ;  donc  x  est  ^  a,  et  la  courbe  est 
située  covaxae  DM }  lorsque  n  est  positif;  si  n  est  négatif^ 
X  est  <^  a>  et  l'on  a  DM' .  La  courbe  qui  s'étend  à  l'inGni  d'un 
seul  côté  est  donc  une  parabole. 

On  peut  aisément  en  déduire  le  paramètre  de  ce  diamètre^à 
l'aide  d'un  seul  point  de  la  courbe,  et  soumettre  la  courbe  à 
une  description  rigoureuse  (n°  4^^)* 

Soit  l'équ.j'*  —  xy+\^^  —  2y  —  a:  -f-  5  =  o  ;  on  en  tire 
yz=z^x  +  1  ifc  1/(21;— 4)5  on  prend  AE  =  2  (  fig.  287  ) , 
JSF^sX  limite ,  et  la  courbe  est  située  comme  DM. 

Pour  J'*  —  a?y  +^  X*  —  ny  +  3jc  - —  3  =  o ,  on  obtient  le 
même  diamètre  ^  et  comme  le  radical  est  \/(-—  2x  4*  4)  9  ^1^  ^ 
lacourbeZ^^. 

Sita^tTL sont  nuls  à  la  foU^  l'équ.  devient^  =  tfj; -f- jS di ^p . 

!*•  Sip  est  positif  I  ou  a  deux  droites  parçlUleB  j  qu'on  trace 
en  portant  \/p  en  BD  et  30  sur  l'axe  des  y  (fig.  238),  de  part  et 
i' autre  du  point  B  où  le  diamètre  BN  rencontre  cet  axe. .  • . 
\y  +  ^)*  —  2j  —  2jf  =  I ,  donne  j'  =2  —  *  +  i  ifc  t/2;  on 

prend  AB .  s=:  AN  =  i ,  BN  est  le  diamètre  \  puis 

5Z?  =  -5i>'s=t/2  =  iîiVj  etronmèn3  />£,  UE!  parallèles 
k  BISI. 

2°.  Si  p  est  nul,  ^  =  eea;  +  /S;  on  n'a  fj^ime  droite  :  telle  est 
L'équ.  Cy  +  Jp)*  —  2j  —  2jf+  I  =0,  représentée  par  BN 
(fig.  238). 

3^.  Si  p  est  négatif,  l'imaginaire  subsiste  toujours ,  et  il  n'y  a 
pas  de  ligne.  Telle  est  l'équ.  (y  +«)*— 2y  -^  2a?+  ^  =  o. 

En  un  mot,  {y  +  *)* — 2y  —  20:  +  i  £±!  jt  donne. . .  ; . . . . 
y  =  — *  +  I  ±:  t/jfr;  on  prend  -^5 s=  -^iV  ==  î ,  et  l'on  iràce 
BN,  puis  BDzszD'Bssz  \^h.  Or',  plus  ft  diminue,  iplùs  les 
parallèles  se  rapprochent  du  diamètre  ^A^,  avec  lequel  elles  se 
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confondent  enlin  lorsque  X-  =  o;  si  ^  est  négatif,  l'équ. 

présente  plus  rien. 

Quelque  point  G  qu'on  prenne  sur  £2V^  (lîg. -sSS))  il  doit 
couper  au  milieu  la  partie  /Ji  d'une  droite  quelconque^  fiA' 
est  U  lieu  d'un*  infinité  de  cenlres  (n"  425). 

Quand  m  et  n  sont  nuls  ensemble,  la  proposée  revient  i 
^< — XX  —  ^' — /j  =  o,  1°.  quand  p  est  pMilif  ,  elle  est  le 
produit  dey  —  a*  —  &+  \/p  parj  —  <tr  —  S  —  l//>,  où  s 
a  même  cocfBcîent;  on  j  satisfait  donc  en  galant  à  zéro  l'an 
indépendamment  de  l'autre;  2°.  si  p  est  nul,  la  proposée  est  le 
carre  de  j"  — «i  —  0,  nos  deux  facteurs  sont  égaux;  3°,  eu6n, 
sip  est  négatif,  on  veut  rendre  nulle  la  somme  de  deux  quan- 
tités positives,  dont  l'une  ~i-p  ne  peutétre  uéro,  et  l'équ.  est 
absurde.  Telles  sont  les  causes  qui  expliquent  l'existeocc  de  dm 
trois  cas  particuliers. 

459.  11  résulte  de  cette  analyse  que, 

1.  Si  m  ou  fl'  — 4^C  est  négatif,  ytj^+Byx-^-C:^  esl 
plus  grand  qu'an  carré,  C  doit  être  positif;  la  courbe  est  fermée; 
elle  est  une  ellipse  j  ou  un  cercle j  ou  unpoirtt,  ou  rien, 

n.  Si  m  ou  Jî'— 4^C  est  positif,  Jy'+Bxy-^Cx'  eA 
moindre  qu'un  carré  ;  la  courbe  est  formée  de  deux  parties  illi- 
mitées; elle  est  tuie  hyperbole  j  ou  deux  droites  qui  »e  croiseni. 
Oq  est  dans  ce  cas,  si  C  est  négatif,  ou  s'il  manque  sr*  ou  ^', 
s  y  restant. 
'  \\\.  Si  m,  ou  £'~4^C  =  o,  j4y^  +  Sxy -{- Cx*  esl  un 
carré}  la  courbe  s'étend  à  l'inOni  d'un  seul  cdté;  elle  est  uni 
parnbohj  une  droite^  deux  parallèles  ou  rien  :  quand  x_t 
manque,  avec  un  des  carrés*'  ou  _>■',  on  tombe  dans  ce  cas. 

460.  On  peut  composer  à  Tolonlé  une  éq«.  du  2=  degré,  qni 
rentre  dans  celle  qu'on  voudra  de  ces  circonstances.  Il  sulBra 
de  recourir  à  l'équ.  {i),et  d'y  déterminer  arbitrairement  les 
constantes  a,  (3,  m,. . .  ayant  soin  de  composer  le  radical  df 
sorte  qu'il  satisfasse  aux  conditions  requises;  ainsi  m  sera  né- 
gatif pour  une  ellipse,  et  nw'  +  ni-f-p^o  aura  ses  racine 
réellea;  m  sera  positif  pour  une  iijj>erbole>  et  suivant  que 
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.'équ.  précéttente  a  ses  racÎDes  réelles'  ou  imaginaire^y  oettci 
sourbe  coupera  ou  ne  coupera  pas  son  diamètre^  etc.  On  pçiit 
enfin  se  donner  des  conditions  qui  déterminent  toutes  les  cons- 
tantes m  y  fi,...  Voici  tin  et.  de  ce  calcul. 

L'hyperbole  ponctuée  (tig.  234)  a  l'orîgîne  C  au  centre,  le 
dUamëlre  BN  fait  avec  les  x  un  angle  de  4^;  CEs=  i  donne 
GE  tangente  et  limite  de  la  courbe;  enfin,  le  diamètre  coofui- 
gnéest  COs=  |/2:  trouyer  l'équ.  de  cette  hyperbole?  EUeest 
TÎaiblement  ^  =  «  db  {/m{x*  —  i) ,  et  il  res\e  à'Adéterminer -«s. 
Mais  ssso  donne  le  radical  imaginaire;-  et  changeant*^ le* — 
en  -f<y  il  fmut  qu'il  soit  |/2;  donc  V^mass  y/a,  et.i  • 
y^  —  ^xy  —  Jt*a= — 2  est  l'équ*  demandée. 

Si  l'on  yeut que  l'équ.  soit  celle  d'un  point,  une  ou  deux 
droites^ou  rien ,  on  peut  opérer  de  même;  mais  il  est  plus  simple 
de  se  conduire  comme  il  suit.  L  et  M  étant  de  la   forme 

1®.  Pour  un  point ,  L*  +  ^  =  ^    (p*  4^7)  i 

2^.  Pour  une  droite,  £*=  o  (p.  4^); 

3°.  Pour  deux  droites,  LM=:o  (p.  4^0) >  ^t  si  l'on  yeut  que 
ces  lignes  soient  parallèles,  le  rapport  des  constantes  i'  et  / 
doit  être  le  même  dans  Let  M  (p.  4^3); 

4*«  Pour  que  l'équation  ne  représente  rien,  N  doit  être  un 
nombre  positif  quelconque  dans  L^  +  M^  -f-  iV  x=  o  (p.-  I^B'f), 

46 1.  Après ayoîr  discuté  l'équ.  (i),  les  coordonnées  étant 
rectangulaires,  on  peut  se  proposer  de  la  constrtrrre  exactement, 
sans  recourir  à  la  théorie  (u°  4^9}>  ™^^^^  en  rapportant  la  courbe 
à  un  système  de  diamètres^  Prenons  pour  axes  des  4p'  une  paral- 
lèle au  diamètre  ^  =  «x-f-/8,  sans  changer  l'origine,  ni  l'aie 

des  y.  Comme  tang.  (ara/)3=a,  on  a  cos {xx[)=z        _.    »x=^> 

sin  (xx')  =  ùtk^  (x/)  =  90^,  et  les  équ.  B  (n*»  383)  deyienqent 
X  =:  iXf  y  =  tJsx+y  ;  la  transformée  de  (  i.)  est 

\^i  Si  la  courbe  a  un  centre,  porton»-y  l'origine;  et  l'équ* 
fitant  ainn  rapportée  k  des  diamètres  oonjugués,  recerra  U  forme 
I*  3o 


n 

1  È 


466 

(n*  ^27)  y^  ^'(Ç^-C»')  :  il  suilit  donc  d«  cliasser  leiteraW 

5ct  niï'.  Posons  y=^"  +  ^,  «'=**. ;  ces  2"  termes 

sont  les  x'  et  y  du  centre,  et  l'on  trouve 

TeJle  est  l'ôqu.  de  la  courbe  proposée ,  râdoite  &  ses  diamètre! 
<H)niugés,  Rien  n'eat  donc  plus  facile  que  de  construire  cette 
ligne  (b"  43^2°.). 

Pour  i' équation  j  =  a!+i±i/( — 2i'-j-6* — 4)t  oa  a 
«^T,  isjjy'a,  jïi  =  — 2...,  et  l'on  obtient,  pour  transfor- 
intie,  y''  +  x"''  =  i',  ainsi,  après  avoir  tracé  le  diamètre  BTi, 
_y  =  :t-+-  1  (fig,  aaS),  porté  l'origine  au  centre  C,  comme  on 
l'a  ya  (n°  4M)t  *'  veslera  à  décrire  une  ellipse,  dont  In 
demî-diaBoètres  CO,  CD,  sont  égaux  à  \/;. 

2'.  S'il  n'y  a  pas  de  centre,  m^o,  et  le  radical  dexienl 
\/{nkx'-\-p)  :  cliasBCfnt  (es  termes  coDstaos  fietp,  l'origine  sers 
portée  au  point  oii  la  courbe  est  coupée  par  sondiamfetrfijsawir, 

y^^'+j3,  x'  -  k" — -ri  d'où  ^''^nix".  Apres  avoir  dé- 
crit le  diamètre  y=^iix-{-$,  IWigî  ne  étant  prise  au  point  On  î! 
coupe  la  parabole,  l'yse  des ^"  étant  parallèle  a.ui  j- ,  et  l'a\f 
lies  X  le  diamètre ,  la  courbe  sera  facile  à.  tracer  (n"  438). 

Pourj=it+ïd:V(3ir— 4),o^»a  (Cg.  23^)  «  =  i  ,  i  ^J/; 
DiV  et -DF  étant  les  axes^ona  l'équ.^"»-?;:;  4*"  v/|. 

V.    PHOBLËMBS    d'analyse    QBOMÊTRIQUË. 


De  la  Génération  des  Courbas. 

462.  I.  Quelle  est  la  courbe  qui  résulte  de  l'intersection  conti- 
nuelle de  deux  droites  .4M ,  BM  (11g.  239)  qui  tourneul  autour 
de  A  tt  B ,  et  sont  toujours  i  angle  droit  en  Ml  Prenons  !p 
Céiiéralncea  dans  une  de  leurs  positions  AM ,  MB  :  l'ariginf 
éLiiit  au  milieu  CAaAU,  et  .^t'=  r;  les  lignes  ^itf  et  itfi 
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[tti  passent ,  l'une  en  ji{r^r^  o)^  et  l'autre  en  B(f^o)y  ont  pour 

jrr=a(*-+.r),  j^  =  a'(«  — r) (i), 

le  plas  on  a  eût  +  i=  <^ , . . .  •  (2) , 

pûiaqtte  ces  droites  sont  perpend.  :  les  yaleursde  a  et  a\  qui  ne 
satisfont  pas  à  cette  condition  y  répondent  à  dés  droites  AN  et 

BN,  qui  ne  sont  pas  génératrices.  Si  l'on  met  -—  -  pour  a' ,  les 

équ.  (l).r  qui  sont  celles  de  toutes  les  droites  passant  en  ^et  ^» 
appartiendront  k  deux  génératrices ,  dont  les  directions  dépen*» 
dront  de  la  taleur  de  a  qu'on  youdra  prendre  ;  la  coexistence 
de  ces  équ.  fera  que  xety  seront  les  coordonnées  CPy  PMy  du 
|»oint  de  section  de  ces  droites.  £n  éliminant  a  de  ces  équationS| 
«  et  ^  iienmt  donc  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de 
deux  génératrices  quelconques,  puisqu'elles  ne  sont  distinguées 
entre. diles  que  par  a,  qui  n'y  entrera  plus« 

Ainsi 9  réliminatioo  de  a  et  a  entre  les  éqn.  i  et  a,  donne 

rëqu.  delà  courbe  cherchée  :  a=— ~ — ,     a';sz-^'^  chan- 

^  x  +  r  X  —  r 

gent  (:4  en^'^d^ss^r*  •  on  a  un  cercle  dont  le  diamètre  est 
jàB. 

II.  Si  Ifs  deux  génératrices  édM,  MB  (fig.  a4o)  étaient  as- 
eujetties  à  former  un  angle  donné  AMB  y  dont  la  tang^te  fàt  ty 

Péquation  (2)  serait  remplacée  par  /=s  — — — -  :  on  aurait 

(4p*+j'*  — r*)/=a/y.  En  discutant  (n**  4^0)  cette  équ.^oii 
jiC"^  CB  =  r,  on  Terra  que  la  courbe  est  un  cercle  dont  le 

rajon  est  OBz=z  i/f'^+TiJj  CO  =  ~  donne  le  centre  O. 

£n  général ,  au  lieu  de  supposer  la  courbe  décrite  par  un 
point  qui  se  meut  d'une  manière  déterminée ,  on  peut  la  con- 
sidérer cmune  engendrée  par  l'intersection  continuelle  de  deux 
lignes  (droites  ou  courbes)  données,  mais  variables  dans  leurs 
portions  ou  leurs  formes ,  suivant  une  loi  ponnuç*  On  prendra 
ises  génératrices  dans  l'une  des  positions  convenables,  et  l'on 
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leurs  équ,,  telles  que  M  =  o,  A' ^=o:  de  plus,  le  clian- 
gemcnt  que  ces  deux  lignes  éprouvent  tient  à  celui  de  deui 
constantes  qui  y  entrent;  mais  sont  assujetties,  dans  leurs  tï- 
ialionK,  à  une  condition  douuce  P  =  o.Ea  faisant  de  ddd* 

le  raisonnement  ci-dessus,  on  prouvera  que,  si  l'on  élîmiae 
ces  deux  constantes  entre  ces  trois  équ.,  an  aura  poor  rémlbt 
l'équ.  de  la  courbe  engendrée. 

S'il  j  avait  trois  constantes  variables,  outre  P^a,  on  de- 
vrait avoir  une  autre  équation  de  condition  Q  =  o  ;  il  faudmil 
éliminer  ces  trois  constantes  entre  les  quatre  équ.  A/=:o,  K^=a, 
P^o,  Çi=o.  Et  ainsi  dcsuite. .  .,  de  manière  k  avoir  tou- 
jours une  éqn.  de  plus  qu'il  n'y  a  de  quantités  à  éliminer. 

S'il  y  avait  moins  d'équ.  qu'il  n'en  faut,  l'équ,  finale  serait  eo- 
cor« celle  de  la  courbe  cherchée;  nisisilyauraitun  Ou  plusieurt 
paramètres  var'iMei-.le  problème  serait  indétern]iné,et  l'on  y  sa- 
tisferait  par  une  série  de  courbes.  Lorsqu'il  y  a  autant  d'équ. 
que  de  constantes ,  il  en  résulte  des  vuleurs  de  x  ety  en  oombrr 
ttnl:  on  n'a  plus  que  divers  pointa;  et  s'il  y  a  plus  d'équ.  en- 
core, le  problème  est  absurde.  Tout  ceci  sera  éclairci  par  de* 

111.  Élant  données  les  droites  DN,  Dx  (fig.  241)  et  un  poinl 
lise  A  sur  l'une ,  cherchons  In  courbe  dont  chaque  point  M  est 
tel,  que  la  distance  MA  est  égale  à  la  perpend.  Pif  s\ir  Dî. 
Concevons  cette  courl>e  comme  engendrée  par  l'intersection  con- 
tinuelted'unedroitemobilePJVjperpend.  àZJx,parunccrclo  A'i, 
dont  le  centre  est  lise  en  A;  le  rayon  et  la  droite  variant  d'ail- 
leurs,de  sorte  que  la  condition  donnée  AM^  Pif  soil  tou- 
jours remplie.    ■ 

L'orit;ine  étant  en  A,  AM:=^,  AP=fi,AD=p,  t=tan^EDA, 
les  équ.  du  cercle  t  A'  et  de  la  droite  PN  sont 

j:'-f-y'=a',  x  =  p....  (1). 
L'équation  de  là  droite  DN ,  qui  passe  en  D  (  —  p ,  o)  ,  est 
^:^  ((a;  +  ^');  l'équation  de  condition  MA^^NP  devient 
tf=ï(j3+ju).  Lorsque  l'on  fait  varier  la  droite  et  le  cercle, 
N  et  j3  changent  seuls  ;  il  faut  donc  les  éliminer  h  l'aîde  des 
équ.  (i),  ce  qui  donne 
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y^+3f  (1 —  /•)  — a*Vxr  —  **p*=  o. 

1^.  Si^=  I ,  Tangle  donné  i?JD-^  =  45*,  et  l'équ.  devient 
jr'=2/>a: +jo%  qui  est  celle  d^une  parafto/tf  jE'iS,  dont  l'origine 
est  au  foyer  A  y  le  sommet  en  5,  2AS:=.jiE'  =p. 

2®. .  Si  ^<^  i^  l'angle  EZ>:^  est  <  4^®,  on  a  une  ellipse  doat 
le  centre  C  et  les  axes  a. et  b  sont  tels,  que 

Sî  Z7£  est  parallèle  à  Z>^;  on  a  un  cercle,  ae  tffi  résulte  aussi 
de  ce  que  »  par  là-  génération ,  PiV  est  constant. 

3».  Edfin  ;  si  ^  >  I,  ou  EDjt,  changé  en  /D^,  >  45*»,  on  a. 
une  hyperbole. 

Cette  propriété  pourrait  donner  un  mojen  facile  de  tracer 
nos  trois  courbes;  elles  toùclient  toutes  la  droite  donnée 2^i?,. 
DE  y. ...  en  son  point  de' section  avec  AE  (n^  4^4)' 

rV.  Imaginons  que  la  ligne  AB  (fig.  242)  d'une  longueur 
donnée  se  meuve  dans  l'angle  BCAy  de  manière  que  ses  exr 
trémités  A  et  B  irestent  tou^purs.  sur.  les  côtés  de  cet  angle  : 
trouver  la  courbe  décrite  par  un  point  M  donné  sur  cette  ligne 
AB.  Soient  bz=s:A9î,  as:zMB,AC,  CBles  axes  coordonnés, 
8  le  sinus  et  c  le  cosinus  de  l'ànglè  ^C^^  qu'ils  forment  entre, 
eux  ;  la  courbe  peut  être  considérée  comme  produite  par  la  sec- 
tion continuelle  des. deux  droites  mobiles  ABy  PM,jàoQt  les. 
équ.  sont  j^=:;.aa:  4-/8,  a:=y;  d'où  PMz=:<iy^fij  CP=:y. 
H  Vagit  de  trouver  Péqti.  de  condition  entre  et  ^  fi  et  ^.  Or,  1è 
Irîangle  PJIfi?  donne  (JD,  n*  35&),  en  faisant  PB  =  z^ 
a*  =  a*  +  PM^-^  ticz.PM'y  d'ailleurs  les  parallèles ^C,  PM 
donnent  hz  =~a  X  CP  :  donc  on  a 

bzz=zay,     a*  =  «»  +  («y  +  /S)*  —  2c«  (^y  +  i8). 

Il  reste  à  éliminer  z^  et  y  ^  et  y.  Mettons  y  pour^tt^  +1^»  nous, 
aurons  &s  =s  ox ,  a*  =  «*  +  J'*  —  ^^^  >  ^^^  »  chassant  Zy 
a*i*  =  &?y*  +  ^'^*  —  2abcJoy  est  l'équ.  demand.ee,  qui  appar- 
tient à  une  ellipse  {n?  4^4)  ^^^^  ^  ^^^  ^^  centre. 

Lorsque  l'angle  ACB  est' droit,  tout  le  calcul  se  simpKfièi 
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Ainsi,  (les  deux  racines  de  la  i"  de  ces  équ.,  futie  eAy', 

y"  yf 

l'autra  y  ;  donc  y  y  =^  2px  ,  d'oii  '  =  '^ — ,  f'    :  de  plus... 

y'=y  —  V'iy'  —  ^P-^)  donne  j*" — y' ^  2  îç\»  Iç  radical',  ainsi, 
l'équ.  cliercbée  est 

y^  —  ex'  ^ ^x  (2  4-  /")  —  {£-p'=o, 
c'est  celle  d'une  hyperbole;  et  comme  t  n'entre  qu'au  carré, 
l'une  des  branches  est  décrite  par  le  sommet  M'  de  l'angle  ob- 
tus K'M'N,  et  l'autre  par  celui  M  de  son  supplément  NMK. 
On  trouiera  aisément  le  centre  C  et  les  axes  de  la  courbe. 

Si  l'angle  donné  M  était  droit,  «u  lr=^  00 ,  on  aurait  (n°  396) 
aj,'  -(- ^  :=  o  ;  en  sorte  que  si  de  chaque  point  de  U  directrice 
on  mène  deux  tangentes  à  la  parabole,  elles  font  toujours  entre 
elles  nn  angle  droit. 

VIII.  Il  arrive  souvent  que  l't-qii.  même  delà  courlje  esldnn- 
uée,  ou  presque  exprimée  dans  sa  délinition,  plutôt  que  par  sa 
génération  :  ceci  mérité  à  peine  de  nous  arrêter.  Eu  voici  un 
exemple  :  Quelle  est  la  courbe  dont  chaque  ordonnée  est  la 
moyenne  proportinunelle  entre  celles  de  deux  droites  doa- 
nées  ,  correspondant  à  la  même  abscisse  7  II  est  clair  que 
y=^ax-^  b,  y^a'x-i-è'  étant  les  équ.  des  droites  données, 
celle  de  la  courbe  est 
y^  =  (a^-i-b){a'jr+b'),     ou     f—aa'x'~j:(a'b+ab')  =  bb'. 

1°.  Si  l'une  dos  droites  est  paiallèle  aux  x,  a'  =:  o  donne 
y'^ab'x  +  bb' ,  qui  appartient  à  une  parabole  qu'on  dé- 
crira aisément.  Qu^d  a  ^  o,  y''^=  bb'  donne  deux  droit» 
parallèles,  une  droite  ou  rien  .suivant  les  grandeurs  et  les  signe 
de  é  et  b'.  En  l'aisant  abstraction  du  s^uc  des  ordonnées  <i^ 
droites,  oulre  uotic  parabole,  on  en  a  encore  une  deuxième 
égale  et  opposée ,  et  qui  a  même  sommet. 

2°.  Si  a  et  a'  sont  de  signes  contraires ,  on  a  une  ellipse; 
lorsque  na'  =  —  i ,  les  lignes  donnéns  sontpérpend. ,  et  I'ohs 
nn  cercle  (on  a  aussi  un  point,  ou  rien). 

3".  Enfin ,  si  a  et  a  sont  de  même  signe  ,  on  a  une  hyper- 
bole :  quand  u  :=  a  ,  l'une  des  asj'mplotes  est  parallèle  aoi 
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droites  données  >  d'oji  l'on  peut  conclure  l'autre  (n^  4^  ^^  4^7)* 
On  peut  aussi  avoir  deux  droites  qui  se  croisent. 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  en  faisant  abstraction  des  signes 
des  ordonnées  >  on  a  à  la  fois  l'elHpse  et  l'hyperbole  décrites 
sur  les  mêmes  axes,  comme  £g.  218. 

On  pourrait  rarier  beaucoup  ces  problèmes.  M.  Puissant  en 
a  mis  plusieurs  dans  son  Recueil  de  diverses  propositions  (h 
Géométrie.  En  -voici  quelques  autres  : 

IX.  Deux  angles  de  4^^  BAC^  BDC  (fig.  ^44)  étant  donnée 
de  position  ^  les  faire  tourner  autour  de  leurs  sommets  fixes  A 
et  Z7|  de  sorte  que  deux  côtés  AB  ^  BD  se  coupent  toujours  sur 
BE  parallèle  à  AD^  Quelle  est  la  courbe  décrilci  par  le  point  C 
d*intersection  des  deux  autres  côtés  AC^  DCi 

.  0|i  peut  prendre  lès  angles  mobiles  quelconques  |  ainsi  que 
la  droite  i^jè.  *    ' 

X.  Soit  un  point  M  (fig..  24$)  tel,  que  ses  distances  AM^ 
BM ,  à  deux  points  fixes  A  et  B,  soient  entre  elles  dans  un 
rapport  donné ,  quelle  est  la  courbe  dont  tous  leis  points  jouis- 
sent de  cette  propriété  ? 

En  quel  lieu  de  cette. courbe  AM  sera-t-elle  tangente  ?  Com- 
ment déterminer  le  point  i/,  tel  que  les  distances  MA ,  MB  ^ 
MDk  trois  poipts  fixes  A^È  elD  aient  entrç  elles  des  rapports 
€X>nnns? 

XI.  Un  cercle  et  une  droite  étant  donnés,  troilTer  le  lieu 
de  tous  les  centres  des  cercles  tangens  à  l'un  et  à  l'autre.     . 

Le  même  problème  pour  deux  cercles  donnés. 

X1L  Les.èdtés  d'un  ^nglç.  droit  glîssent.sùit  une  ellipse  ou 
uÀe'^llyperbole,  &  laquelle  ils  demeurent  sans  cesse  tangens; 
cjaelle  est  la  coïkrbe  décrite  par  le  sommet  (fi^.  243)?    - 

On  peut  prendre  aussi  l'angle  quelconque-,  comme  au  pro* 
blënàeVII.  '  =  = 

'  XJÏl.  Deux  droite!^  AF^  CD  (  fig.  ïga  )  tournent  autour  des 
ex  trémités  ^  et  C  de  la  base  d'un  triangle  donné  ABC-y^<myer 
te  1  ieu  .BE  de> tous  leurs' points  G  d'intersecti^  peu  siippo - 
Mm  t  que  J9-et  Fwnt ,  dans  leilr  mouvemeiit ,  à  la  même  distiuaCe 
Je  la  base.  (  Voy,  n«  876 ,  VIII.)  •  '  ♦ 


j^4  PROBtàMES 

Problèmes  qtti  passent  le  second  degiv. 

.  463f  lious  avojis  cunslruit,  page  SSp,  les  racinu  de 
in  a'  drgré.  L'exemple  suitaiit  uioatre  ce  qu'il  faut  faire  lon- 
iju'ou  ett  oondu'it  par  la  ré.^nliitiou  d'un  problème  dèlcrininÉ 
i  iiae  équ.  oSi.  l'incounue  est  clevùe  au-delà  du  3*  dc^ré.  Sait 

j;t  _  py.v-'  +  p'rx  +  p'm*  =  o . 
Si  l'on  fait  x^=py,  on  a  ^'  —  jy  +  rj:  +  m'  k=  o  -,  la  propo- 
st-e  proïenant  de  l'éliml Dation  de  y  entre  celles-ci  ,  si  l'on- 
Goastruit  les  sections  conique*  qui  s'y  rapportent,  les  abscisse* 
des  points  d'ïntcrscctîoD  seront  les  racines  cliercbées  :  ce  sont 
ici  deus  paraboles.  La  proposée  aura  ses  quatre  racines  réelles, 
quand  les  deux  coui'Iies  sk  couperont  en  quatre  points;  il  n'j 
aura  que  deux,  points  d'Intersection  s'il  n'y  a  que  deux  racin» 
réelles:  elles  seront  toutes  quatre  imaginaires,  s'il  n'y  a  aucun 
point  commua  entre  les  courbes.  Au  cas  qu'il  y  eût  quelques 
racines  égaltfs,  les  deux  courbes  se  toiiclieraient ,  etc. 

Mais  comme  l'une  des  deux  courbes  est  arbitraire ,  il  convient 
toujours  de  préférer  le  cercle  coiupie  plus  aisé  à  décrire.  Après 
àïoîr  tracé  lés  iicux  axes  rectangulaires  Ax ,  Ây  (  fig.  «4^)  ,  on 
décrira  l'byperbolc  xy=::pin  enlre  ses  asymptotes  ;  élirainanf 
pm,  la  proposée  devient  l'équ.  d'un  cercle  facile  à  décrire, 

..^■■ii-H<  ■  "*■■■■-.  ji!.T|  ani4^- ■)  ; 

Pi-ert^É''>Cffi'  ^;duceni.eC,avéclerdjttn  ^(pq^^\ 

tracer  un^t^le  ;  l'hyperbole  sera  ca^iiéc  en  dfls  points  M,  M', 
AÎ,iW',  dont  les  absd^es>J/',^P,!^Ç,  ^ y,  seront  les  4  ra- 
cines x  cliercbées;  deux  sont  |>ositive3  dans  la  iig.. j  Ifs  deux 
autrçfl  Bégative^  .11  pourrait  n'y  uvcnr  auoun  poiut  (finter- 
eectiaa ,  aa  senlçnent  deiu. 

De  mÂiue,  pour  j;t— p'j:»-f.,jp'^j:r  +  ^rB=' o-;  on  prendra 
•^'ûf^fy  ïii'y»  y°-^P)t  -è-  yc  -\r-pr  =p  oj  âjonUut  .x' — jt^  ^  o, 
il  vJL'nt  ,.Jli.  ,^>1-^,    », ■<■.■.-    -.,.■     -J  - 
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cqn.  d'un  cercle  et  d'une  parabole  faciles  à  décrire. 

Pour  or'zt:  a*x  —  a^gr  =:  o ,  multipliez  par  oc\  faites  x^  zs^ay  \^ 
d'où  ^^  ±  ay  — '  ^j?  =  o  *,  ajoutez  la  précédente ,  il  yient 
^4-07^=2  jfjr,    ou    ^  4- a:*  ==  2tfy  +  grr, 

suiyant  que  la  proposée  contient  +  a*  ou  —  a*.  On  construit  le 
cercle  que  cette  équ.  représente  ;  les  abscisses  des  points  com- 
muns aTec  la  parabole ,  x*  =  ay^  sont  les  racines  cberchécs  ; 
X  =:  o  répond  à  la  racine  intioduite. 

Pour  3^  —  3a'x  =:=  20^^  le  même  calcul,  donne 

^it  décrite  la  parabole  MA  (fig.  247)  dont  la  paramètre  est  a  y 

et  Iq  cercle  CAM^  dont  le  centre  est  C  (a,  2a) ,  et  le  rajon 

AC:=za^5y  le  point  Jf  d'intersection  a  pour  abscisse  x  :=:AP; 

c'est  la  seule  racine  réelle. 

3 
On  peut,  par  œtte  oonstrnctioBy^  obtenir  la  valeur  de  y  a. 

Etant  données  deux  droites  a  et  fr ,_ trouTcr  entre  elles  deux 
moyennes  proportionnelles  x  et  y^  ri  a  l  x  l  y  l  b»  Puisque 
x^ssay^yin^bxy  en  construisant  deux  paràbblesi  dont  a  et  A 
soient  les  paramètres,  qui  aient  l'origine  pour  sommet  commun , 
et  dont  les  axes  respectifs  soient  ceux  des  j^  et  des  x  ;  on  aura, 
pour  Pabscisse  x  et  Fordonnée  j^  .de  leur  jpknni  commun  ,  les 
ligiles  demandées. 

Mais  les  constructions  sont  plus  simples  en  employant  le 
cercle  au  lieu  de  Pune  desrdeui  parabôTésl  Ajoutons  lios  éqù.,  il 
▼îent  J^'+JK*  —  ay  —  bx  =±:  ôV  et  Pon  Vétombe  sur  la  fîg.  îî47  , 
ohBC^ià,AB  =  \h. ' 

Lorsque  ^  âs^  2a,  on  a  s?  c=;2a'^  ce  qui  résout  le  célébré 

proU^n^e  de  la  duplicatipa  du  cube.  Si  l!qaL  fait  b  =7  —  a, 

comme  on  a  x^  =  —a',  on  peut  aussi  forii|ier  un  cube  x^  qui 

soit  à  un  cube  donné  a^  Il  m  l  n.  :      .  > 

Ed  géiiérfvl,  ces  oonstriidieiis  peutént  être  variées  de  bien 
des  manières  ;  car ,  puisqu'elles  dépendent  de  deux  courbes  doat 


■oâéecamniï  I'; 
nème  qa'tm  i  ^ 
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on  a  les  équ- ,  eu  luiUlipliaot  ces  é.qu.  par  des  iacléterniiiiéeiEt 
ks  ajoutant,  on  obtieut  (litTércDtGi  courbes  propres,  à  larésolu- 
tiiin  (lu  problème. 

464.  Aurestc,  il  peubarriverqu'unequestion  proposée 
tlétErmSnée  ne  le  soit  pas  (voy.  11°  3^6  ,  11)  ,  ou-  même 
puisse  en  faciliter  la  solution,  lorsqu'elle  est  déterzoïnée  ,  ea  11 
faisaiLt  dépendre  d'une  autre  question  qui  ne  le  soit  pas.  L'ana- 
lyse indique  d'elle-niéme  ces  modifications;  c'est  ce  qui  va  être 
éclairci  par  les  questions  suivantes. 

I.  Etant  dunni^  deux  points  yi  et  B  (fig.  24^)  >  trouTCr  un 
3'  point  M  ,  tel,  qu'en  menant  jiM  et  MB,  l'angle  M^B  soil 
la  moitié  Ae  MBA.  Taisons  ^fi=mileséqu.  de  AM ,  MB 
601)1^  î3=  ax,  y=  —  a  {x  —  m)  ,  l'origine  étant  en  A  :  or, 
a  et  a    sont  des  tang.  d'angles  doubles  l'un  de  loutre  ;  donc 

a'  =  ;  »  (^1  359).  Ëlin.înonsaet  a'  entre  ces  trois  équ.» 

et  liaisons  abstraction  de  ^  =  fl ,  qui  n'apprend   rien;  il  vient 

^' ^  Sx"  +  amx  =  o. 
Or.  voit  que  la  question  est  indëtei^mince  ,  et  qu^on  y  satisfait 
en  prenant  pour  3/ chaque  point  de  l'byperbole  que  nom  allons 
eoiiatruire.  Faisons  AC=  CD^  1  m  =  3  AB\  Csera  le  centre, 
-^  et  Oies  sommets;  le5  asymptotes  CG  ,  Cff,  font  avec  ABuo 
angle  égal  aux  dèus  tiers  d'un  droit,  \/3  en  étant  la  tangente 
(n°  352)  j  celte  courbe  31D  sera  celle  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  veut  partager  un  arc  de  cercle  v^£fi,  ou  un  angle  ^A'A 
en  trois  parties  égales ,  on  prendra  le  tiers  AC  de  sa  corde  A£  ; 
construisant  l'byperbole  ci-dessus,  l'intersection  avec  l'ari 
nera  (n"  208)  le  tiers  EB  de  l'arc,  ou  le  tiers  SKB  do  I' 

Pour  résoudre  le  problème  de  la  trisection  de  l'angle  _,  nous 
l'aions  d'abord  présenté  sous  une  forme  Indéterminée,  et  même 
plus  générale,  puisque  nous.aurious  pu  de  même  trouver  le 
point  d'un  arc  d'ellipse  AEB  ,  ou  de  toute  autre  courbe  qui 
remplit  une  condition  analogue* 

II.  Mener  une  droite  DZ>',^  i=aa:  +  A^fig.  ?49)i^^  i^^^i^''^ 
que  la   somme   dus    perpend.    MD ,  M'D',  abaissées  de  deui 
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points  donnés  Met  M ,  soit  égale  à  une  longueur  connue=m. 

Il  s'agit  de  déterminer  a  et  &  par  la  condition  MD  -f-  RfD'-^m, 

La  distance  du  point  M  {x'y  y)  à  cette  ligne  (n®  874)  est 

-, — J- — jr-  ;  en  raisonnant  de  même  pour  M'  (x*,  y") ,  on  a* 

(«:'— y+i)  +  (ar''— y  +  6)  =  /nV/(i+a*).:..(i). 

Cette  éqa.  ne  pouvant  feire  connaître  que  a  ou  6,  le  proJ>lème 
e^  indéterminé  :  si  l'on  met  ^  —  ax  pour  b  dans  (i),  on  â 

«?est  l'éqn.  delà  droite  cherchée.  Transportons  l'origine  au  mi- 
lieu de  MM' eu  C[}{a/  +  x'),i  (/ +^')],  on  a 

y  =  ax  +  im\/ii+c^) (2). 

La  direction  de  la  droite  est  restée  arbitraire  ;  seulement  on 
Toit  que ,  lorsqu'on  a  choisi  a  a  volonté ,  l'ordonnée  à  l'orîgino 
est  5  OT  ^/(i  +  a*);  ainsi  (n*  874)  la  distance  FC  =z  {  m,  ce 
qui  fournit  cette  construction.  Du  centre  C  des  moyennes  dis- 
tances aux  axes,  on  décrira  un  cercle  avec  le  rayon  ^  tn  :  toute 
tangente  à  ce  cercle  satisfera  seule  à  la  condition  exigée.  C'est 
ce  que  rend  évidente  la  propriété  connue  du  trapèze  MDD'M' 
(n«ai6,4«.). 

Si   l'on  eût  donné   trois  points  ,   il  aurait  suffi  d'ajouter 

ajf  —  ^*  +  A  au  1*'  membre  de  ( i)  :  en  général ,  pour  n  points , 

m 
il  faudrait  remplacer  m  dans  (2)  par  — .   Donc  la  somme  des 

perpendiculaires  menées  de  n  points  sur  la  droite  Diy  est  =  m, 
quand  DZX  est  tangent  au  cercle  FC  décrit  du  centre  des 
moyennes  distances  avec  un  rayon  FC=  la  n'  partie  de  m, 

IIL  Étant  données  deux  droites  AP  ^  AD  (fîg.  aSo)^  cber^ 
chons  un  point  ilf ,  tel  que  les  perpend.  AfP,  MD  soient  entre 
elles  dans  un  rapport  donné  =  n  I  /is.  Prenons  AP  pour  axe 
des  X  ,  A  pour  origine  ;  AP  =  x\  PM  =  y'  ;  enfin  y=zax 

pour  l'équ,de^Z).Lapcrp.(ii° 874)  3/Z)=  w/~/'^aN=  —  par 
condition;  d'où 
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Donc,  tous  les  points  d'une  droite  AM  passant  en  ji ,  satiifost 
à  Ib  question.  Prenons  des  parties  AC  =  m ,  j4B  ^  n  sur  le 
perpend.  aux  droites  duanées,  et  menons  de«  parallèles  BM, 
CM,  À  ce»  di'oitesj  M  sera  l'un  des  points  de  la  ligne  chercbée, 
puiiqu'il  ïBtiilkit  à  la  condition  :  cette  ligne  est  donc  Ah§. 

Si  l'omoulait obtenir  s«r  une  courbe  A^TV  te»  points  iW et  iV, 
qui  jouissent  de  la  pro(inêté  assignée ,  il  faudrait  construire  U 
droite  AM,  et  prendre  ses  point;  d'intersection  M  et  A'^aTccU 
courbe. 

Le  point  M  pourrait  être  situé  ati-dfssoua  de  AD-^  alon 
1/(1+1")  ayant  un  signe  contraire,  il  faudra  prendre  AC — a 
en  sens  opposé  de  AC ,  et  la  section  de  BM  avec  Cx. 

IV.  D'an  point  A  ttig-  !>5i)  menons  deux  lang.  KM ,  A'iVii 
l'ellipse  donnée  CMN,  et  la  corde  MN  qui  joîut  les  points  ik 
contact.  Si  l'on  fait  parcourir  au  point  K  une  droite  quel' 
conque  AB  donnée  ,  les  points  M,  N  varieront  ainsi  que  31N; 
on  demande-  la  couiIjg  quî  est  le  lieu  des  iulersectious  successives 
de  ces  cardes  iUA'. 

Menons,  par  le  centre  C,  CD  parallèle  à  AB,  et  CA  diamètre 
conjugué  de  Cy  ;  prenons  ces  lignes  pour  axes.  En  partant  de 
l'équ.  de  la  tang.  à  l'ellipse,  et  ex[irinianl  qu'elle  passe  par  oa 
point  donne  K  {«,  S),  on  a  prouvé  (4i3)  qu'il  y  a  deux  tang., 
et  que  la  corde  MN ,  qui  joint  les  points  de  contact,  a  pour 
équ.  a'fiy  +  ^""^  =  "''^'''  Si  l'on  place  le  point  K  eu  /i  ,  l'équ- 
de  la  nuuTelle  corde  mn  sera  la  même  en  changeant  fi  en  j3'.  Le 
point  de  section  de  ces  cordes  se  trouve  en  éliminant  x  el  j 
entre  leurs  équat  ions.  En  les  retrancliant,  il  v  ienl  a^y  (,8  — fi')=o, 
au  y  ^o.  11  est  donc  prouvé  que  le  point  de  Eectioa  est  sur 
l'axe  des  x ,  et  cela,  quels  que  soient  /3,  fi'  -  d'cii  résulte  que  toutes 
ces  cordes  se  coupent  en  un  seul  poinl.  La  même  propriété  a  lieu 
)M>ur  l'iiypcrbolc  et  la  parabole.  Çl^oy.  n"'  4°"]  1  4  '  ^J- 
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De  quelques  autres  Coui^bes. 

4fi5«  Lorsqu^n  donae diTers pointa  F^G,M,Z. ..  (£ig.  iQ3i)^ 
il  j  fi.  unç  infimté  cle  oourbea  qiii  les  unissent^,  cependant,  parmi 
celles  qu'on  peut  chpisir ,  il  en  est  une  qu'pn.pr^f^re ,  cpn^in^ 
étaqt  plus  simple  que  les  autres  î  c'est  celle  dont  Téqiuition  est 
yss^^  i\r  Bx  +  Cr*  +  etc  ;,  et  qi^'on  nom^ia  P<waboUj  pfir 
anjalqgie  t^\^  la  courbe  que  nous  connaissons  ^ous  ce  nom. 
jA^prës  ^yqir  tracé  deux  axes  ^x^  Ay,  et  marqué  les  coordon- 
nées  ^Pf  V^Ff  j^Ç,  CG,  . ,  •  des  points  coim^uaj»  on  comprendra 
dans  Véqu.  autant  de  termes  qu'il  y  a  de  ces  points^  et  il  s'agira 
d'en  détermioer  les  cwf&oiens,^ ,  ^ . , . .  par  le§  conditions  don- 
nées f  savoir ,  que  i^  x  =  JiD  =  «  donne  y  =^  p.Fz=za'^  d'où 
a  =  y/  +  -fi«+Ç«*+  ..  •  ;  a®,  dcmême  j;=;;i3,  donne  j^=^6; 
b  z^  A  +  Bfi  -|>r  C^^  -f*  •  •  •  •  *  et  ainsi  dçs  autres  points.  Il 
faudra  ensuite  éliminer  les  inconnues  A,  i^^C. .  • ,  afin  d'en 
obtenir  Içs  yaleurs. 

Ce  calcul  pçut  être  présenté  d'une  manière  simple  et  gcnc« 
raie. ,  car  x  puisque  x  =itt  doit  donner  j^  :^  a ,  la . valeur  de  y 
est  de  la  forme dey=: Aa  -^'K^  AelK  étant  composés  de  xnsr 
nière  que  x  =  «  rende  -^  =  i  ;  et  /iC  =  o  :  ainsi  (n°  5oo), 
K  =  (x  —  tt)  K'  .De  plus  ^  quand  xx=z^  ^  onaj'=^j  donc 
on  a  en  général  j^  =:Bb  -^  It,  L  étant  =  Çx  —  /S)  L'}  de  sorte 
que,  pour  allier  cesi  deux  conditions, 

j,  =1=1  ^'« -H  J^  iî'A  +  (X  — )  (x  ^  ^)  ijr  ; 

yf  et  i9'  étant  xs  i  lorsqu'on  fait  respectivement  a:  es  «,  ou  =  i^. 
En  continuant  le  même  raisonnement,  on  verra  qtie 

y  =Aa+Bb'j' Ce +  etc,, 

ft_(y  — *)  (^— y)  (g-^/),.> 
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eu  prenant  pntirchaqne  coelTicient  une  fraction  ayant  aulul 

dp  facteurs  moins  i ,  qu'il  y  a  de  points  donnés. 

On  obtient  ainsi  l'équ.  approchée  d'une  courbe  doanée 
tracée  au  hasard  j  il  Eufiit  d'y  distinguer  un  nombre  suffisant  de 
points,  pris  surtout  aux  lieux  oii  la  courbe  oITre  des  sinuosiléi 
marquées ,  et  d'en  mesurer  les  coordonnées  tt,  a,  R,  b ,. . 

On  pourra  aussi  trouver,  cntredes  points  isolés  i^,  G,  M,Z.., 
d'autres  points  assujettis  à  la  même  loi  ;  et  de  même ,  entre  plu- 
sieurs quantités  liées  par  de  certains  rapporti,  obtenir  une  loi 
qui  puisse  servir  à  faire  connoître,  par  approximation,  quelque 
circonstance  inlermédiaire.  C'est  en  cela  que  consiste  la  mé- 
thode de  P [nterpolalion ,  dout  l'application  est  si  fréquente  aux 
phénomènes  naturels,  {f'oy.  n°'  Sg^  et  907.) 

Les  mêmes  raisonnemcns  servent  à  faire  passer  une  courbr 
(le  nature  coaiiue  par  une  série  de  points  donnés  :  l'équ.  de 
cette  courbe  doit  alors  renfermer  autant  de  constantes  arbi- 
traires qu'il  y  a  de  ces  points,  sans  quoi  le  problème  serai! 
absurde  ou  indéterminé.  Ainsi  l'équ.  la  plus  générale  du  cercle 
étant  {y  —  t)"  +  (t  —  hY=i  r*,  ou  ne  peut  exiger  que  cette 
courbe  passe  par  plus  de  trois  points  connus  (>■,  a),()S,  A),  (y,c]-, 
et  l'on  aurait,  pour  déterminer  les  constantes  i,  A  et  r,  les 
conditions 

(»-*)■  +  (»_;.)■=,-, 
((,—i)'  + (S— ;.)•  =  ,-, 
fr-i)' +  (>-*)■  =  /••. 

Si  le  rayon  r  était  connu ,  ou  ne  pourrait  plus  se  donner  que 
deux  points,  et  ainsi  de  suite. 

En  général,  on  peut  faire  passer  une  section  conique  par 
cinq  points,  puisqu'il  y  a  cinq  arbitraires  dans  l'équ.  générale 
du  2'  degré,  dégagée  du  coefficient  du  i"  terme. 

466.  Quelle  est  la  courte  DiW,  QE  (fig.  aSu)  engendrée  par 
l'intersection  continuelle  de  la  ligne  BM,  qui  tourne  autour  de 
B,  et  d'un  cercle  ^£Ç,  dont  !e  centre  glisse  le  longde  j4C,<le 
manière  que  ce  centre  soit  toujours  sur  BM  1  Prenons  Js  et 
BU  pour  axes.  Soient  AC-=a,AB  =  l,,  CM  =  AD  =  a  :  les 


.vçï. 


COKGUOÏDË  ,    CISSOÏDC.  4^1 

éqa.  diieercle^et  de  la  droite  BM  ç^\  passe  en  B{p^  —  h)  et 
<?(«,  o),  sont 

(x  — a)*  +  ^''  =  a*,     ityz=xb{x  —  a)\ 

éliminant  * ,  il  vient         ar^  =  (a* — j*)  {y  +  Z>)*. 

Telle  est  l'équ.  de  la  courbe  proposée,  que  Nicomëde  a 
noihinée  Conchoïde,  Il  suit  de  sa  génération  qu'elle  est  formée 
de  deux  brauclies,  l'une  au  dessus,  l'autre  eu  dessous  de  j4x^ 
étendues  à  Pinfîni,  et  dont  Ax  est  l'as^^mptote^  que  la  plus 
grande  laideur  est  en  DI/ ,  lorsque  la  droite  mobile  BM  est 
perpend.  à  Ax*  Si  AB  est  -^  a,  alors  il  y  a  en  !>'  un  nœudj  qui 
s'cranouit  et  ne  laisse  qu'un  point  de  rebivussemenc  lorsque 
AB-zrza,  iFby.  fig.  253.) 

467.  Le  cercle  AFB  (fig.  254)  et  sa  tang  BD  sont  fixes;  la 
droite  AD  tourne  en  ^ ,  et  AM  est  toujours  pris  =  FD  :  quelle 
est  la  courbe  des  points  M  ?  Elle  résulte  de  la  section  conti- 
nuelle de  AD,  par  un  2*  cercle,  dont  le  centre  est  en  A ,  et 
dont  le  rayon  R  variable  est  sans  cesse  =  FD,  Les  équ.  de 
nos  deux  cercles,  l'origine  étant  en  A,  sont  x^-^- y'^^^R* , 
j'»=  2ax  —  x^\  celle  de  AD  est  j  =.  Ax\  A  et  R  varient,  et 
l'on  a  AM=^FD,  ou  AP=zEB.  Or,  on  trouve  (u*»'  872,  354) 

AE=z     ,     .^,  EB:=, 7-,  AP=zRcosMAP= 


i+A^'        ~i+A^'  \/{i+A^)' 

donc  R\/{i+A^):=.aaA^f  c'est  l'équ.  de  condition. 

Éliminant  jR  et  ^,  à  l'aide  de  Jt*  +  j'*=  /l* ,  y  =  Ax,  on  a 

l'éqn.  chercbée 

x^ 
^  +  «J^*  =  ^^y^  '>       d'où  y^  = 


2a 


11  résulte  de  cette  équ.  que,  i''.  x  ne  peut  être^  2a,  ni  néga- 
tif :  ainsi  la  courbe  est  renfermée  entre  Ay  et  BD\  2**.  elle  est 
symétrique  de  part  et  d'autre  de  AB\  3®.  elle  passe  par  l'origine  vf 
(où  elle  a  un  rebroussement  )  ;  4***  J?=a  àonne  y:=z±a  :  les 
points  H  et  H'y  où  la  courbe  coupe  la  circonf.  directrice,  par- 
tagent celle^^i  en  ses  quatre  quadrans;  5^.  a:=2a  donnej^=oo  : 
BD  est  asymptote.  Cette  courbe  est  nommée  Cissdide  de  Dwclèa, 

I.  3i 
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468.  La  couiIm  OBM (fig.  a55) ,  .lotit  les  aliscisses  ^E,  JP... 
sont  les  Ingarithmes  des  ordonnées  correspondantes  EF,  MP..., 
esl  nommée  Logarithmique  :  son  équ.  est  xi=log  y,  ou  y^=a', 
a  étant  la  lioae  (n°  t^S).  Il  est  facile  de  voir  que,  i".  la  courbe 
n'a  (jn'une  seule  brancbe,  qui  est  infinie  à  droite  et  à  gauche, 
i°.  l'orilonnée  jiB  h  IWigine  est  =  i  j  3».  soil  A£:=  i  ~AB, 
on  a  EF=a^^  la  liase;  4°-  si  a  est  ^  i ,  la  partie  BM  de  h 
courbe  qui  est  dans  lu  région  des  x  posJtiTs,  s'écarte  sans 
lie  -^x  (io  contraire  a  lieu  lorsi]iie  n<;i)i  l'autre  parti 
s'approcKc  de  A(^%  Q--ix  est  l'asymptote.  5".  Si  Ton  prend  il« 
abscisses  successives  eo  progression  par  dill'ércncc ,  les  ordonnées 
correspondantes  formeront  une  progression  par  quotient. 

Les  diQcrcntes  espbces  de  logarithmiques  sont  distinguées 
entre  elles  par  la  base  a. 

469.  Formons  la  courbe  des  xinm  (Cg.  256)  :  l'équation  est 
\  =  sin  X,  Chaque  abscisse  x  est  le  développement  d'un  arc  de 
cercle  dont  Vordoquée^  est  le  sîous,  le  rayon  étant  r.  Si  Parc 
est  o,  «T,  airr...,  le  sinus  est  nul:  à  partir  de  l'origine '^j  et  de 
part  el  d'aulre,  on  prend  AB  =  BC^  ÂB'^  .  .  .^=Trr,  les 
^inU  A,  B,B',C,  C...  sont  ceux  où  la  courbe  coupe  t'axe  des  s. 
L'arc  croissant  depuis  ïéro  Jusqu'à  j  x/-^=  ^£,  le  sinus  croît 
aussi  jusqu'à  EF^r;  mais  x  continuant  de  croître,  y  diminue; 
la  portioa  AFB  do  courbe  est  symétrique  par  rapport  a  FE. 
Lorsque  je  passe  AB  =  irr,  le  sinus  devient  négatif-,  et  comme 
il  reprend  les  mêmes  valeurs  ,  on  a  une  autre  partie  tle  coorbe 
UDC  égale  à  la  première.  Le  cours  se  continue  ainsi  à  l'infîni. 
Ces  courbes  ne  dîflerent  entre  elles  que  par  le  rayon  r. 

470.  Un  point  M  (fig.  257)  se  meut  le  long  de  CM,  en  même 
temps  que  C^lpurneen  C;  quand  ce  rayon  mobile  était  couché 
sur  C^,  Mêlait  en  A;  et  l'on  exige  que  ^C  soit  toujours  à  viP, 
comme  le  quadrans  ac  est  à  l'arc  décrit  ab.  On  demande  quelle 
est  la  courbe  AMDB  décrite  par  Al  Elle  est  produite  par  l'in- 
tersection continuelle  du  rayon  CM  et  de  PM  perpend.  à  CA. 
C  étant  l'origine,  soient  AC=a,  ab^=t,  CP  =  it,  les  équ.  de 
CM  et  PM  sont  yssjrtangfl,  ii=«.  Mais  la  condition  im- 
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posée   -m  =  —7  donne =  ^  ;  éliminons  «el  8,  il  vient 

*  AP        ab  a  —  «  a 

It  est  aisé  de  voir^  I^  qne  la  courbe  est  symétrique  de  part 
et  d'autre  de  Cy\  a®,  que  dbx>a  rend  j^  n^atif^  3".  que 
d2jc  =  2a  donne  les  asymptotes  ÇA%  Ç[N'\  x=o  donne 
jr=:oXoo,  expression  singulière  de  l'ordonnée  CD  y  et  dont 
nous  recherclierons  plus  tard  la  valeur  (n^  716).  Dinoslrate^ 
inventear  de  cette  courbe ,  lui  a  donné  le  nom  de  Quadralrice,  à 
cause  de  l' utilité  qu'il  lui  supposait  pour  la  quadrature  du  cercle. 

471.  Si  un  cercle  C3f  (fig.  258)  roule  sur  une  droite  AB  ^ 
le  point  M  f  qui  originairement  était  en  contact  en  A ,  aura 
décrit  l'arc  AMy  et  le  nouveau  point  de  tangence  avec  AB 
^  sera  en  Z> ,  de  sorte  que  AD  sera  le  développement  de  l'arc  do 
oerde  MD.  En  continuant  le  mouvement  du  c^cle,  le  point  M 
tracera  la  courbe  AMFBy  qu'on  nomme  Cycldidej  RouleUe  ou 
Trochoïde. 

Après  une  révolution  complète ,  le  point  M  se  retrouvera 
au  contact  en  B^  qui  sera  un  point  de  la  courbe  ,  AB  étant  la 
circonféi:ence  du  cercle  générateur  :  en  E^  milieu  de  AB,  le 
diamètre  2^^=2r  de  ce  cercle,  est  la  plus  grande  ordonnée  ; 
la  courbe  est  symétrique  de  part  et  d'autre  de  Vaxe  FE.  La 
cycloïde  continue  son  cours  à  l'infini ,  en  formant  en  A ,  B., , 
des  rebronssemens. 

Prenons  l'origine  en  A ,  AP  =  x ,  PM:=:y\   comme 

AP=iAD—PDy  on  a  xz=:MD—z,  en  faisant  PD=:z\  z  est 
l'ordonnée  QM  du  cercle  CM,  l'abscisse  y  étant  DQ  ]  d'oii 
a*=2ry— ^•.  Or,  MD  est  uu  arc  qui,  daiX  le  cercle  dont  le 
rayon  est  r,  a  2  pour  sinus;  ce  qu'on  exprime  ainsi: 

MD=i3iTC  (sîn  =  z); 
donc  on  a  af=:arc  (sin  =  a) — z 

ou  s  =  sin  (a:+2)*>  s*==  27-^"— j^*. 

Si  Terigine  est  en  F,   FS=:Xj  SMz=yy  FK=:u, onsL 


I 
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F.'i=JE  —  AP  =  AE  —  iJt>  —  pn) 

=  demi-c\TC.FS:-E—arcMD-i-aiQ=FK+Ky, 
ou    jc^nrc(»!n^«)  +  s,   î^sin(x— s),  ou  *^«+sina, 

Lr3  travaux  de  Fermât ,  Descartes ,  Roberva! ,  Pascal  i 
Hujglieiu. ...,  ont  rendu  celte  courbe  célèbre;  elle  jouit  de 
l>ropri£t^  gcoinctriquea  et  mécaniques  très  siogulicres ,  maii 
ce  n'eet  pas  ici  le  lieu  de  nous  en  occuper. 

Si  l'on  eût  cfaHrcIié  la  courbe  décrite  par  ud  point  du  plan 
eirculnirc  dilTérent  de  ceux  de  la  circouréreiice  ,  on  aurait  eu 
une  autre  espèce  de  cydoïde.  On  aurait  aussi  pu  donner 
cercle  mobile  un  mouTCmcnt  de  translation  dans  l'un  on  l'autM 
sens,  outre  celui  dont  nous  Tenons  de  parler,  ce  qui  aurait 
allongé  ou  accourci  la  cycloïde.  EnHn  on  aurait  pn  faire  rouler 
la  circonférence  sur  une  autre  courbe  :  on  aurait  eu  ce  i 
nomme  les  Epieyeloîdra.  Mais  nous  ne  pouvons  qu'indiquer  ces 
objets. 

47a.  On  nomme  Spimle  une  courbe  qui  est  coupée  en  une 
infinité  de  points  par  toute  ligne  passant  par  un  point  fise  ou 
paie.  Les  spirales  forment  un  genre  de  courbes  dont  l«  géné^ 
ration  nécessite,  pour  ainsi  dire,  les  coordonnées  polaires.  Telli 
est  celle  de  Conoii,  qui  porte  le  nom  de  Spiralti  iTArchimède 
parce  que  ce  célèbre  géomètre  en  a  le  premier  reconnu  les  pro- 
priétés- La  droite  A!  (  fig.  aSg)  tourne  autour  de  A ,  pendant 
qu'un  piiint  mobile  M  glisse  le  long  de  >i/.  Cherchons  l'équ. 
de  la  courbe  AMNC,  (|u'il  trace ,  en  supposant  que  Al  est  placé 
en  AC ,  quand  le  mobile  est  en  A;  qu'après  une  révolution, 
lorsque  Al  se  retrouve  en  AC,  le  mobile  M  est  en  C;  qu'enfin 
les  espaces  AM'=^r  qu'il  parcourt  sont  proportionnels  auï 
angles  IAC  =  B  que  décrit  ^/. 

La  valeur  angulaire  2t7  devant  répondre  a  AC=  a  ,  on  a 

—  =   -Tir;  ^  -;  donc,  3wr=(j3 
a        AM        T 

est  l'cqu,  «Iiercbce.  T.a  courbe  liasse  en  A ^  eu  C. .  .;  les  réro- 

luIfonssuccewvewlc^/Honncnl  0  =  ?^,  =  4,,  =  . . ,  ;  d'oïi 
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rsszQj  =2a. . .  .y  de  sorte  que,  chaque  fois^  le  rayon  recteur 
augmente  de  a.  Comme  y  pour  un  nombre  quelconque  k  de 
réyolntions,  l'équ. 

r==  —  devient  r=ûrit  +  — , 

2îr  25r 

Jb  étant  un  entier  quelconque ,  tous  les  rajons  vecteurs  s'ac- 
croissent aussi  de  a. 

473.  Soient  menées  les  perpend.  AC ,  CD  (fig.  260  ),  et 
décrits  du  centre  C  des  arcs,  tels  que  JPil/j égaux  en  longueur 
à  une  ligne  donnée  CD=:a;  les  extrémités  iXf  de  ces  arcs  déter- 
minent une  courbe  NM,  dont  on  trouve  aisément  l'équ.  ^  car 

ona— T-=  Tm,\  or,  JPM=a;  donc  r9  =  a-  L'analocie  de 

cette  éqn.  avec  xy  =  m*  a  fait  donner  à  cette  courbe  le  nom 
de  Spirale  hyperbolique  :  on  voit  d'ailleurs  que  DE,  parallèle 

a  ACy  est  asymptote.  Puisque  r'szz^-^r  n'est  nul  que  quand 

^=  00  ;  et  comme  é  =  2T,  =4^ donnent  des  valeurs 

de  r  de  plus  en  plus  petites ,  la  courbe  fait  autour  du  pôle 
des  circonvolutions,  et  n'y  parvient  qu'après  une  infinité  de 
tours. 

474*  ^^  A  donné  de  même  le  nom  de  Spirale  logarilhmique 

a  !a  courbe  dont  l'équ.  est  fl =log  r,  ou  r=a  .  6  croissant , 
r  croît  aussi ^  et  le  cours  de  la  spirale  s'étend  à  l'infini;  mais  d 
étant  n^atif  et  croissant,  r  décroit,  de  sorte  que  ce  n'est  qu'a- 
près un  nombre  infini  de  tours  que  la  courbe  atteint  le  pôle. 
Elle  participe,  comme  on  voit,  des  deux  précédentes. 

La  Spirale  parabolique  a  pour  équ.  r^=ia±^  (i>5);  de 
sorte  que  r  —  a  est  moyenne  proportionnelle  entre  p  et  6: 
on  reconnaîtra  aisément  la  forme  de  cette  courbe. 
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